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PREMIBRE BPREUVE 
OPTIONS M ET P' 

(Dur& de I'bpreuve : 4 beures) 

L'objet du probl&me est 1'Ctude d'une suite definie par une integrale pour en deduire des 
propriCt6s de la fonction r. 

La lettre a designe un rkel strictement sup6rieur A 1 (a > 1) ; pour simplifier certaines ex- 
pressions la lettre p designe l/a (@l/a). La lettre n designe un entier sup6rieur ou Cgal & 1 ; 
n 2 1. Soit un(a) le r&l defini par la relation : 

Premiere partie 

1') convergence de la suite (un(a))el .  
a. Vtrifier que, pour tous les rCels a et entiers n considCrCs, le rCel un(a) est bien 

defini. Demontrer que la suite (un(a))&l est convergente en 6tudiant sa monotonie. 

b. En partageant l'intervalle dintegration [O , *[ en trois intervalles, demontrer que, 
pour tout del  a compris strictement entre O et 1 (O< a cl), l'inCgalit6 : 

1 +-* 1 
un(a) 5 a + 

( l + a a l n  n a - 1  

a lieu. En duuire la limite de la suite (un(a))QI lorsque n croit inddfmiment. 

Dkmonrrer la relation cidessous liant un(@ et un+l(a) : 

(R) 
Donner l'expression de un(@ en fonction de u1(a). 

Soit U d a )  la somme des n premiers termes de la serie de terme gCnCral un(a) ; 
dCterminer U d a )  en fonction du terme de la suite de rang n + l ,  un+l(a). Cette 

. .  
2 O )  1 (un(a>) : 

a. 

U n ( d  = n a (un(a) - un+l(a>) . 

b. 

n 
un(a) = C u k  ( a ) ,  

somme Un(a) est definie par la relation : 

k = l  
En ddduire l'expression de Un(a) en fonction du premier terme ul (a )  de la suite. 
Demontrer que la skie de terme gCnCral un(a), n 2 1, est divergente. 

Soit ( v n ( a ) ) e l  la suite de terme gCnCral : vn(a) = -. 

Demontrer que la somme Vn(a) des n premiers termes de la drie de terme gCnCral 
vn (a> ,  n 2 1, s'exprime A l'aide des deux rCels u l ( a )  et un+l (a) .  Cette somme 
Vn(a) est definie par la relation : 

un ( a )  c .  
n 
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En d6duire que la drie de terme gCnCral vn(a), n 2 1, est convergente et calculer sa 
somme en fonction de ul(a). 

3") Soit ( w n ( a ) ) e l  la suite des dels definis par la relation : wn(a) = ln(un(a)) + - l n (n )  . 
a 

DCmonuer que la serie de terme genCral (wn+l(a)-wn(a)), n 2 1, est convergente. En 
dduire l'existence d'un &l K(a) tel que le rkel un(@ soit &pivalent a l'infiniment petit : 

K ( a )  
,l/a 

Fonction r ; limite du D roduii n'/a un(a). 

- 
Deuxieme partie 

dt . Soit r la fonction definie par l'integrale : T(x) = 

l'ensemble de definition, la relation : r(x+i) = r(x) . 

t x - l  e-t 

1") DCterminer l'ensemble de ddfinition de cette fonction r ; dtablir, pour tout h i  x de 

Demontrer que cette fonction est continue lorsque x est compris entre 1 et un h l  A 
(1 I x 5 A )  ; en d6duire la continuitd de la fonction r pour tout x de l'ensemble de 
definition. 

a. 

1 .  .,. 2") l3uahuk un(@ n a- I .  

Soit cn(a) le &l defini par la relation : cn(a) = a n1Ia un(@. fitablir la relation : 

e-p 5 
1 

( 1 + t  1 a n  
pour tout t 2 O ,  

1 
a 

En dtkiuire une minoration simple de cn(a) a l'aide de n-1. 
Soit e un d e l  strictement compris entre O et 1. Demontrer qu'il existe un d e l  a 

strictement compris entre O et 1, tel que pour tout r&l t de l'intervalle [O a], les 
deux inegalites : 

b. 

t( 1-e) S In( 1 +t) , 

s exp(-n( 1 *)ta) , 1 

(1 + t a )n  

aient lieu. 
En dkduire un majorant du del  cn(a) qui s'exprime l'aide du rdel vn(CW) d6fini par 

la relation : 
c .  

1 
+ - *  

1 a 
%(a,€) = JO exp(-n(1- E)ta)dt + 

( l + a a ) "  n a - 1  
IXtenniner, pour E fixe, la limite du del  a nl/a vn(a,E) lorsque n croît ind6finirnent. 
À partir des dsultats pdc6dents. dCterminer la limite de la suite (cn(a))Ql , puis un 
infiniment petit &quivalent 8 un(@. 

d. 

3") En duuire la valeur du del K(a) defini ci-dessus au moyen de la fonction r. 
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Troisjeme partie 

Exwess ion & U l  (a) m fonctio n de valeurs Drises DW la fonction r, 
DCtexminer le rayon de convergence R de la s&ie enti2re de teme gCnCral un(a)xn. Soit F 
la somme de cette série entikre ; cette fonction est dCfinie dans l'intervalle de convergence 

W 

par la relation : ~ ( x )  = C un (a)  xn . 
n-1 

Est-ce que la fonction F est dtfinie pour x = l ?  Rechercher le dkveloppement en serie 
entière de la fonction XI--) (1 - x f l  dans un voisinage de l'origine (p = l/a). En 
ddduire, A l'aide du terme ul(a),  l'expression de F(x) dans l'intervalle 1-R , R[. 

Soit la sCrie entikre de terme gCnCral n-B x" ; (p = l/a). DCtenniner son rayon de 
convergence ; soit G la fonction somme de cette skie ; G(x) est dCfinie par la relation : 

n = l  

Est-ce que la fonction G est dCfinie pour x =l ? 

Établir que, pour x smctement compris entre O et 1 (Wxcl), la fonction : t o  t-B xt , 
dCfinie sur l'intervalle [ 1 , +O[, est dkcroissante ; en duuire un encadrement, pour tout 

entier n supkrieur A 2, du terme n-p xn et un infiniment grand Cquivalent A G(x) lorsque 
x tend vers 1. 

DCmontrer que, pour tout e positif (infkrieur A 1 ; O c E < 1). il existe un entier N tel que, 
pour tout n supCrieur ou Cgal A N, l'encadrement : 

ait lieu. En dkduire que le de l  F(x) tend vers l'infini lorsque x tend vers 1. PrCciser, A 
l'aide de G(x), un infiniment grand Quivalent A F(x). 

a. Utiliser les rCsultats prCcCdents pour exprimer u l (a )  en fonction de valeurs prises 
par la fonction r. 

1 Calculer ul(2) ; en dduire la valeur de r$). b. 
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Quatrieme partie Calcul de ul(a). 

Le rCel P Ctant toujours Cgal & l/a ; soit (p la fonction dCfinie sur l'intervalle I=]-lr , 1c[ 

par la relation : d x .  

Soit (%),QI la suite de fonctions definies par la relation : %(O) = dx . 

1') a. 

b. 
c. 

d. 

VCrifier que la fonction (p est bien definie dans l'intervalle ouvert I=]-lr , x [ .  
Exprimer la valeur de (p(0) en fonction de ul(a). 

Wmontrer que la fonction cpn est dCfinie et continûment dCrivable sur l'intervalle 1. 
Établir que la suite de fonctions ( % ) e l  converge unifodment vers cp. Wmonuer 
que la fonction (p est continûment dCrivable. 
Dauire des rCsultats p&&ents que la fonction (p vCrifie une huation diffhntielle 
linCaire du premier ordre. En dCduire l'expression de q(8) en fonction de a, 8 et 
u l ( a ) .  

2') DCmontrer, & l'aide des dsultats prCcCdents, que l'expression a ul (a) sin (Be) s'ex- 
prime A l'aide de l'inttgrale L(8) dkfinie par la relation : 

3') Le de l  8 est suppod, dans cette question, compris smctement entre O et 1c , O < 8 < 1c. 

d x .  
sine 

a. Calculer 1'intCp;rale : F -  ,. - 
J O  1 +  COS^ + xZ 

b. DCmontrer que l'expression a ul  ( a )  sin (Pe) - 8 s'exprime & l'aide de 1'intCgrale 
M(9) dCfinie par la relation : 

c. Ddmontrer que cette integrale, qui est bien sûr definie lorsque 8 appartient h l'inter- 
valle 1, est encore definie pour 8 = x. 
M u i r e  des rCsultats pdcaents l'inCgalit6 : d. 

e. 
Soit p un entier supheur ou Cgal A 2 ; calculer A l'aide des rdsultats pr&&ients, l'intdgrale : 

En dauire la valeur de u l ( a )  et celle du produit r(p) r(1-P). 
4') 


