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A : Préliminaires sur les matrices symétriques

1. S € S (R) si, et seulement si, Sp(S) C R**.
= Soit S € S} (R) et A € Sp(S), alors 3X € M, 1(R) non nul tel que SX = AX,donc XTSX = AXTX
. XTsx
et par suite A = W > 0.
<= Le théoréme spectral assure I'existence de P € O,(R) et D = diag(\1, ..., \,) tel que S = PTDP ol
Sp(S) = {A1, ., An} C R*F.
- Soit X € M, 1(R) non nul, alors en notant Y = PX = (y1,...,y,)7, on aura

XTSX = (PX)"D(PX) =YTDY =Y M.
k=1
Or P inversible, donc Y non nul et par suite 3i € {1, ...,n} tel que y; # 0, ce qui entraine

XTSX =" Myi = Ny > 0.
k=1
2. Une matrice de S;'+(R) est de la forme R” Rou R € GL, (R).
- On note A = diag(v/A1, ..., v/An), on obtient S = PTDP = (AP)T(AP) = RTRou R = AP € GL,(R).
Réciproquement si R € GL,(R), alors (RTR)T = RTR et VX € M, 1(R) non nul, RX est non nul, donc
XTRTRX = (RX)T(RX) = |RX|% > 0, ol ||.||2 est la norme euclidienne sur RY.

3. ST (R) est convexe.
Soit A € [0,1] et A, B € S,,(R*T), alors X et 1 — X\ ne peuvent s’annuler en méme temps, donc
VX € M, 1(R)nonnul, XT(AA+ (1 -A)B)X = AXTAX + (1 -A)XTBX > 0,donc S, (R**) est convexe.

B : Autres Préliminaires

4. Lenveloppe convexe d’un compact est compact.
Soit 'application ¢: Rl x grtl E otuonaposé A= (A, ..., \ny1) €ta = (z1,..., 2011).
n+1

)\ (E — Z)\kxk

- ¢ est bilinéaire et la dimension de R"*! x E"+1 est finie, donc continue et par suite
Conv(K) = o(H x K"*1) est compact comme image continue d’un compact.

5. Un endomorphisme qui conserve I’'orthogonalité est une similitude vectorielle.
Soit B = {ey,...,e,} Une base ortonormée de E, alors pour tout i € {2,...,n}, e; +e; et e; — e; sont
orthogonaux grace a I'égalité < e; + e;,e1 — e; >= |le1]|* — ||es]|*> = 0, or g conserve I'orthogonalité, donc
0 =<gler) +g(es), g(er) = gle) >= llglen)|[* = llg(e) |, clestadire flg(er) | = ... = a(en)] = k.

- Soit 2 = inei, alors ||z||2 = Zx et |g(x)|?> = Z$2||9 2 =Y ka7 = k?||z||?, ce qui donne
=1

Vo € B, |lg(x )|| = k|-

- Si k = 0, rien a montrer.

. 1 .
-Si k > 0, alors 79 = f conserve la norme, donc g est un automorphisme orthogonal, donc g = kf est
composée de I’homothétie de rapport k et de 'automorphisme orthogonal f.

6. O,(R) est un sous-groupe compact de GL, (R).
- O,(R) est un fermé comme image réciproque du fermé {I,,} par I'application continue (bilinéaire en
dimension finie) M +— MTM.
-VM € O,(R), |M||*> =Tr(M*M) = Tr(I,) = n, donc O, (R) est bornée.
En conclusmn O (R) est fermé borné en dimension finie, donc c’est un compact.

C : Quelques propriétés de la compacité

7. La suite (z,,),, n"admet pas de sous-suites extraites convergentes.
- S'il existe une sous-suite (z,(,)), extraite de (z,,), convergente, alors elle serait de Cauchy et par suite

pour n # m assez grands ||z, — Tym) |l < €, c€ qui contredit I'hypothése faite sur la suite ().,

8. Ve > 0 un compact admet un recouvrement fini de boules de rayons ¢.
- Si K est vide, rien a montrer.
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- Si K n’est pas vide. Raisonnons par I'absurde et supposons qu'’il existe ¢ > 0 tel que Vp € N*, Vx4, ...,z €

p
E, K nest pas inclu dans | | B(z;,¢).
=1
n—1
- soit ug € K, alors Ju; € K \ B(ug,¢) et par récurrence Ju,, € K \ U B(u;,€), ainsi (uy,), est une suite
=0
de K vérifiant Vn # m, |[up, — um|| > €.
- K étant compact, donc on peut extraire une sous-suite de (u, ), convergente, ce qui est exclu par la
question 7.
Remarque : Dans le raisonnement précédent, on peut remplacer F par K. Cette remarque sera utile dans
la déduction de la question 9.

De tout recouvrement d’ouverts d’'un compact, on peut en extraire un fini.

Supposons que Vn € N*, 3z,, € K tel que B(z,, %) ne soit incluse dans aucun des ©; et soit (z,(,))» UNe

sous-suite extraite de (), convergente vers = € K, alors 35 € I tel que x € ; et vu que Q; est ouvert, il

existe r > 0 tel que B(z,r) C Q;.

- (Tp(n))n cONverge vers z et (¢(n)), tend vers +oo, donc il existe N € N tel que z,n) € B(z, %) et
1

@(N)
incluse dans aucun des ;.

1 . .
< g donc B(zy,(ny, —) C B(x,7) C €;, ce qui contredit que la boule B(x, ), )

V) ) n'est

p
- D’aprés la question 8, pour € = «, il existe z1,...,x, € K telque K C U B(xz;,a) et d’aprés de ce qu’on
=1

p
vient de montrer, pour z; € K, il existe iy, € I tel que B(z;,a) C §;, et par suite K C U Q;, .
k=1

- Soit (F;);c; une famille de fermés de E contenus dans K et d’intersection vide. Alors K C U Q; ou
i€l
Q; = C5' ouvert comme complémentaire d’un fermé.

P p
- La question précédente montre qu'il existe €;,, ..., Q; tel que K C U Q;,, donc ﬂ F;, C C,{f, or cette
k=1 k=1
intersection est aussi incluse dans K, donc elle est vide.

D : Théoréme du point fixe de Markov-Kakutani

Ng est une norme sur E.

- Pour z € E, l'application ¢, : L(E) — E estcontinue comme application linéaire avec dimen-
sion de L(FE) est finie, donc u — |lu(z)|| est continue comme composée d’applications continues et par
suite elle est bornée sur le compact G, ce qui assure I'existence de Ng(z).

- Soit z € F tel que N¢(x) = 0, or il existe u € G tel que Ng(z) = ||u(z)|| =0, or u € GL(E), donc z = 0.
-Soitz € F et A € R, alors Vu € G, ||u(Az)|| = |Al||z]|, donc par passage au sup, Ng(Az) = |A|Ng(x).
-Soit z,y € E,Vu € G, |Ju(z +v)|| < ||lu(z)|| + |Ju(y)|| < Na(x) + Ng(y), ce qui donne par passage au sup
que Ng(z +y) < Ng(x) + N (y).

Un élément de G conserve la norme Ng.

e Soitu e G, x € E, alors :

-Yo € G, ||lv(u(x))|| < Ng(z), donc Ng(u(z)) < Ng(z).

-Yo € G, |[v(z)| = ||lvout(u(z))|| < Ng(u(z)), donc Ng(z) < Ng(u(z)).

Egalité de Minkowski.

e-Siy = Az avec A > 0, alors Ng(z +y) = Ng((1+ N)z) = |1 + A[Ng(z) = (1 + M) Ng(z) = Ng(z) +
Ne(Az) = No(@) + N (y)-

- Supposons que Ng(z +y) = Ng(z) + Na(y) et soit u € G tel que Ng(z + y) = ||u(z + )| égalité déja
justifiée a la question 11, alors en levant au carré et en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient
N2(2)+N2(y)+2Ne(2)Ne(y) = lu(@)|>+ uly) |2 +2 < u(@), uly) > < N&(@)+Na(y) +2 < u(z), u(y) >
< N2(2) + N3 (y) + 2l[u@)|[u(y)]| < N2(@) + N2(y) + 2Na(2) N (y).

Ces inégalités deviennent des égalités, donc < u(x), u(y) >= |Ju(x)||lu(y)| et I'égalité de Cauchy-Schwarz
sans valeur absolue exige que y = Az avec A € Rt.

Un compact stable par v € L(F) contient un point fixe de w.
-z € K est K est stable par u, donc Vi € N, u(z) € K et par convexité de K, on aura

n—1

1 .
v N* x, = — ! K.
n e N* x niE:Ou(x)e
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Ainsi (z,),, est une suite de K qui est compact, donc on peut extraire une sous-suite de (z,,),, convergente
vers un élément a € K.

n—1

_ H * _ _ l i+1 o, _ l n _ _ — l n _
Soitn € N*, alors u(z,)—z, = - Z(u (x)—u'(z)) = n(u (x)—x),donc ||u(z,)—zn| = n||u (x)—z| <

=0
(K Lo . T
oK) et la continuité de ||.|| et u entraine par passage a la limite, ||u(a) — a|| = 0, donc u(a) = a.
n

- Soit z € K. K étant stable par uy, ..., u,, donc u; (), ..., u,-(z) sont des éléments de K, et puisque K est
convexe, u = — Zm €K.

i=1
- Les hypothéses de la question 13, sont vérifiées, donc « admet un point fixe a € K.

- D’aprés la question 12, Vi € {1, ...,r}, Ng(ui(a)) = Ng(a), donc Ng (- Zuz = Z Ne(a
1
;NG(Uz‘(a))-
- On vient de montrer que VYuy, ..., u, € G, Na(D_ui(a)) = Y Ne(a), donc en appliquant cette égalité la
=1 i
famille (u;)i;, on obtient NG(Z e Z Ne(ui(a)), et par suite
i#] i#]
i=1 1=1
+ Zul(a)) = ZNg(ui(a = Ng(uj(a Z Ng(u;i(a)) = Ng(u;(a)) + Na Zul
i#£] =1 i#] i#]
i=1 =1 =1
Existence des );.

- La question 12 appliquée & I'égalité précédente, entraine qu’il existe A; > 0 tel que Zui(a) = A\uj(a) et
i#]
=1

+

par suite u(a) =

uj(a).

a est un point fixe de tous les endomorphismes de u;.
- Sia = 0, alors a est un point fixe des ;.

- Sia # 0, alors en posant a; = HLA on vient de montrer que pour tout i € {1,...,7},

ui(a) = aju(a) = aa, donc Vp € N*, uf(a) = ofa € K qui est borne donc la sune positive (a?),

est bornée, ce qui exige a; < 1 pour tout i, or I'égalité u(a Z“L ) conduit & Zat = r, donc
=1

0=r— Zal = Z (1 — ;) somme nulle de termes positifs, ce qui entraine que Vi € {1,...,r}, o; = 1.
=1
a est un pomt fixe de tous les endomorphismes de G.
- Raisonnons par I'absurde et supposons que Va € K, Ju, € G tel que u,(a) # a, alors K C U Q, ol
aceK
Q, = CFera= ouvert de K comme complémentaire d’'un noyau d'une application continue.
On aura ﬂ Ker(u, —id) = 0 et en appliquant le résultats de la question 10, on obtient I'existence de
aceK

p
U, ..., ur € G tel que ﬂ Ker(u; —1id) = 0.
i=1
1 T
-Onpose u = - Z u;, alors les questions précédentes entrainent que 1, ..., u,. ont un point fixe commun,
r
=1

p
ce qui contredit () Ker(u; — id) = 0.

=1
E : Sous-groupes compactsde GL,,(R)

pa est un automorphisme est H est un compact.

- p4 est clairement linéaire, de plus l'inversibilité de A entraine ps (M) =0, = M = 0,,.
- pPI, = idMn(lR) € H.

- Pourtous A, B € G, paopp = pap € H.

- Pourtout A € G, p;' = pa—1 € H.
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On définit sur L(M,(R)) la norme |||o||| = Supja=1ll¢(M)] ou |.|| est la norme euclidienne associée au
produit scalaire < .,. >.

Lensemble S(0,1) = {M € M,(R), |M|| = 1} est la sphére unité de M, (R) qui est compacte, donc
M € 5(0,1) tel que [[[palll = [lpa(M)].

- Soit (4,,), une suite de M,,(R) convergente vers A, alors

llpa, = palll = [(pa, = paA)(M)|| = llpa, (M) — pa(M)]|, or lapplication A — pA(M) est continue,donc
lloa, (M) — pa(M)|| — 0, C'est & dire pa, — pa Cce qui assure la continuité de I'application .

- H = ¢(G) est un compact comme image continue d’'un compact.

A est un compact contenu dans S,,++(R).

- Lapplication ¢ : M — M7TM est continue comme application & composantes polynémiales. A est
I'image continue du compact G par ¢, donc A est compact contenu dans S, *(R) par la question 2.

K est compact stable par les éléments de H.

- K = Conv(A) est un compact par la question 4, contenu dans S; " (R) par convexité de ce dernier

(question 3).
n+1

- Soit M = Z MAT A; € K oules A; sontdans G et (\1,,, \,41) € H et soit A € G, alors par linéarité de
izil-‘rl n+1

PA, pA(M) = Z /\ZpA(AlTAl) = Z Al(AzA)T(A1A> S COTL’U(A) =K.
=1 1=1

EXistence d’un sous-groupe G; de O, (R) tel que G = N~!G N.

- K étant compact convexe stable par tous les éléments du sous-groupe compact H de GL(M,,(R)), ce qui

permet d’appliquer le resultat de la partie D, c’est a dire IM € K tel que VA € G, pa(M) = M.

- M € K,donc M € S+(R), et la question 2 assure I'existence de N € GL,(R) tel que M = NT N, et par

suite AN € GL,(R) telque VA € G, pa(M) = ATNTNA = NTN, ce quis’ecrit (NAN—H)T(NAN—Y) = I,,,

cestadire NAN~! € O,(R).

- Soit G; = {NAN~! A € G}, alors G est un sous-groupe de O,,(R) comme image du sous-groupe G

par I'application linéaire M — NMN~!, et on a bien A € G si, et seulement si, NAN~—! € Gy, donc

G= N_lGlN

goapog_1 = Og(P)-

- Soit S € S, (R) la matrice de op dans la base canonique de R™ qu’on munit du produit scalaire usuel,
alors S € O, (R) (op est un automorphisme orthogonal).

-(NSN~Y)2 = NS2N-INI,N~! = I,,, donc goopog~' est une symétrie, de plus K contient O, (R), donc
S € K et puisque NKN~! C O,(R), on aura NSN~! € O,(R), donc goopog~! est un automorphisme
orthogonal de R".

- Soit € R", alors # € Ker(goopog~! — idg~) si, et seulement si, op(g~1(x)) = g~ (=) si, et seulement
si, g~ 1(z) € P si, et seulement si, z € g(P), de plus g bijective, donc g(P) est aussi un hyperplan comme
P, ceci assure que goopog~! est la symétrie orthogonal par rapport a I'hyperplan g(P).

g conserve I'orthogonalité.

- Soit z,y € R™ non nuls tel que < z,y >= 0, et soit op la symétrie orthogonale par rapport & P =
(Vect(z))*, alors op(y) = y et op(z) = —z, donc < g(z),9(y) >=< o4p)(9(x)),04p)(9(y)) >=<
g(op(x)), 9(op(y)) >=< —g(x),9(y) >= — < g(z), g(y) >, donc < g(x), g(y) >= 0.

K = 0,(R).

On vient de montrer que g conserve I'orthogonalité, donc d’aprés la question 5, N = AR ou A € R* et
R € O, (R).

- Linclusion NKN~! ¢ O, (R) entraine que K ¢ N~*0,,(R)N = R0, (R)R C O,,(R) etdéja O,(R) C K,
donc K = O,(R).



