SADIK Omar CPGE FES Corrigé du concours Mines ponts 2015

A. Norme d’'un opérateur d’'une matrice

1) R" est de dimension finie, il suffit donc de montrer que S "1 est un fermé
borné.
Lapplication ¢, x+— [x|| est 1 lipchitzienne, donc continue, et R
¢~ 1(1—00,1]) estun fermé, Vx e S"!, | x| <1, donc S""! est borné.

2
n n
Lapplication ¢, x="(x1,...,x5) — IMxl =4| ) (Z Mi,jxj) est conti-
i=1\j=1

nue sur R” comme composée d'une fonction polynomiale et de la fonc-
tion ,/. qui sont continues, ¢ est alors continue. Comme {||Mx||, x €
$" 11 = (§"1) qui est I'image directe d’'un compacte par une applica-
tion continue, donc {|| Mx|, x€ S" '} estun compacte de R, alors :
max{||Mx||, xe S" 1} existe, on note ce nombre I Mllop-

2) Soient M, N € 4, (R) et L € R, alors:

Si [[Mllop = 0, alors Vx € S™ L |IMx| = 0, alors Mx = 0 car ||.|| est une
norme sur R”.

n X n-1 X
Soit maintenant x € R”, alors si x # 0, H e S"° alors M ﬂ =0, M est
linéaire donc Mx =0, et M0 =0, donc VYx e R, Mx =0, c’est adire M = 0.

IAMIlop = max{IAMx|, x€S" "} =|Almax{|Mx|l, xe 8" '} = Al MIlop.
Soit x€ S L (M + N)x|| < | Mx| + | Nx| < IMllop + INIlop, alors :
IM + Nllop =max{(M+ N)xll, x€8" "} <[Mlop+INlop
xX—=y xX—=y
(B3 (Bl

, égalité évidente pour x = y.

Pour x # y € R”, € $" ! donc |M < | Mllop, alors [ Mx—My| <

3) M estsymétrique réelle donc il existe une base %(vy, ..., v;) orthonormée
de R" formée de vecteurs propres de M, et soient Aq,...,A, les valeurs

propres associées.
n n
Soit x = Z a;v; € S" !, alors Mx = Z a;A;v;, par conséquent si on pose
i=1 =
A =max{|A;], 1<z<n},ona

IMx|| = Z(a/l) <\/X ﬂ2a2</1‘/2a
i=1 i=1
Mais || x| = /Z a? =1, donc, [Mx| < A
i=1
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4)

5)

6)

D’autre part, 3xo € R”, tel que || M x| = A, alors :

IMx|| < A= Mxoll <max{||Mx|l, x€S8" '} =[Ml,,.d ot

max{||Mx|, x€ 8" 1} <A <max{||Mx|, xS 1}, alors I'égalité.

Le rang de J est 1,donc 0 est une valeur propre de J de multiplicité au
moins n — 1, or sa trace est n, donc 0 est valeur propre de J et ’espace
propre associé est de dimension n — 1 qui est 'hyperplan d’équation x; +

..+ X, =0, et n estla 2 éme valeur propre de J et 'espace propre associé
est de dimension 1 qui est Vect(l,...,1).

J est symétrique réelle, par application de la question précédente :
| Mll,p = n la plus grande valeur propre en valeur absolue.

OnaVxeS" !, |Mx| < |Mll,p, pour x="(0,..,1,...,0) le 1 dansla j éme

n
place, alors | Mx| = 1/ Z(Mi,j)z = |M; ;| pourrout i, j € {1,..., n}.
i=1

Alors Vi, je{l,..,n}, |[M; ;| < | Mllop, donc :

max{|M; j|, 1<i,j<n} <Ml

Soient x ‘(x1,..., x,,) € S*71, alors :

] f(iMi,jxj)Z

i=1\j=1

Il
-

n n
Y X 2y M . Inégalité de Cauchy chwartz
=1 ]=1

~.
Il

—
.

IA
/
M=

n
ZM _car xe §"1
=1

|
™=

\

Sil'inégalité précédente est une égalité alors I'inégalité de Cauchy est une
égalité donc H(x1, ., Xp) €t t(M,-,l,...,Ml-,n) sont liés pour tout 1 < i < n.
alors le rang de M est inférieur ou égal a 1.

Il
—
.

Réciproquement :

Casl) : sirangM =0, alors M =0 est |’égalité est vrai,

Cas2) :silerangde M est 1, alors 3 L,,....0,) vecteurnonnul et Ay, ..., 1,
tels 1que (411i,...,¢nA;) représente la i éme ligne de M, alors pourt(xl, v Xp) €
S



7)

Donc [M]lop <

n n g
Y A% ¢4 maispour x=—,ona:
o | 121l

it |

ji=1\i=1

Donc [|M]l,p <

Soit M e X,,.
Dela question6) ona [Mll,,< | ). M2 Y
1<i,j=<n 1<i,j=n
Supposons que || M|, = n, alors | Mll,), = Z M d’aprés toujours
1=i,j<n

la question 6) le rang de M est inférieur ou égal a 1, de plus si on suppose

3i,j € {1,..,n} tel que |M; ;| < 1, alors, Y Ml.zj < n ce qui est ab-
1<i,jsn

surde, alors: Vi, j€{l,..,n}, |M; ;| =1, etrangM = 1.

Réciproquement si Vi, j € {1,...,n}; [M; j| = 1, etle rang de M est 1 on a

n

2
bien pour tout x =(x1,...,x,) € S 1, [ Mx| = Z (Z M; ]x]) )

1 n
Pour x = Tt(sl,...,en) € $" ! otg; =lesignede My ;, donc (Y My jx;)* =
n

j=1
2

—, or lerang de M est 1 donc toutes ses lignes sont a un signe prés de la
n

n
premiére donc le nombre () | M,-,jxj)2 est constant pour tout i € {1,..., n},
j=1

n n 2
alors y| ) (Z Mi,jxj) =n.

i=1\j=1
Donc [Mllop < n=Mx| < |Ml,p, alors | M],, = n.
D’ou I’équivalence suivante Pour M € X, :
IMllop=n<=Vi,je{l,.,n}|M;jl=1, etlerangde M est 1
Pour construire ce genre de matrices, il suffit de choisir la premiere ligne
avec des 1 ou des (—1) il y’a donc 2" méthodes, et pour choisir ses lignes
restantes qui sont a signes prés de la premiere ligne, donc il y’a 2" mé-
thodes pour le faire, alors pour choisir toute la matrice par le principe des
Bergers il y'a (2".2"""1) = 22"~ méthodes.
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B. Variables aléatoires sous-gaussiennes

8) Soit 1€ R, cosh(l‘)=n;0 2n)! :,;02 @m!

Zn +00 l‘2/2 n +00 t2/2 n
PourtoutneNona: sl.AlorsZZ”!s ZQ:
(n+1)(n+2)....2n) = @2n)! ;= n

2

ez.
t2

Alors VteR, cosh(t)<e?

1+x 1-x 1+x 1-x 1+x 1—-x

9 —et——c¢e[-1,1]et —+——=1,deplus —t+ ——(—1) = tx,
2 2 2 2 2

I'application exp est convexe sur R, donc:

1+x
VieR, exp(tx) < Texp(t)+ exp(—1)

10) On|X|<letE(X)=0.De9 onaVvVteR:

1+X
E

IA

E(exp(tX)) exp(f) + exp(—1)

1+ E(X) 1-E(X) C
—exp(?) +Texp(— t) car E estlinéaire

IA

IA

1 1
Eexp(t) + Eexp(— t) car E(X)=0
< cosh(?)

2
< o7 d’apres Q8)

Donc X est 1-sous gaussienne.
2

X X
On suppose que x| <1, alors Vu € R, E(exp(u—)) < exp(u?), alors
a a
pour u = ta, on obtient :
a’t?
VteR, E(exp(tX)< exp(T). cqfd



11) SoitteR,ona:

n
E(exp(t)_ piXi)
i=1

(H exp(t; X;) )

(exp(tpiX;)) parindépendance des X;

t2 2

IA

xp(

n
[z
n
Il
) n a2

exp(z N,

2 2

exp(—) car Zul =1
i=1

IA

IA

Cqfd.

12) Soit (x;);esles valeurs possibles de X avec I dénombrable. Alors: E(exp tX) =
Y exptxiP(X = x;)
iel
Soit A >0, posons J={i€ I/x; = A} etsoitie Jett>0,alors:

txi=2At = exptx;=expAt
= ) e™MP(X=x;))=) P(X=x;)expAt
ie] i€
= E(exptX) =) exp(tx;))P(X =x;) = P(|JX = x;) exp (A1)
ieJ i€]
—

E(exptX)=P(X=A)expAt

242
Alors P(X = A) < E(exptX)exp—At < exp(aT —Ap).

Remarque : On peut le faire directement, par application de I'inégalité de
Markov,

Pourtout¢t>0:

242
E(exprX) _exp “b a’t?

P(X=A)=P(exptX=exptld) < < exp( —tA)

exptA  exptAd
OnaP(|X|=A)=P(-X=A)+ P(X = 1) par incompatibilité.

Mais d’apres la question 11) —X est aussi a-sous gaussienne.

Donc P(|X| = A1) < 2exp( 2 M) et ceci pour tout ¢ > 0, par conséquent

P(|X|>/1)<1anexp( 2~



2.2
a
Une étude tres simple a la fonction ¢ — (T — At) donne inf est atteint

A .
ent=—.Alors P(|X|=A) <2exp—.
a? 2a?

13) Ona[X]= X< [X]+1.
Supposons que E(X) est fini alors E([X]) est fini car [X] < X et [X] est a
valeurs positives de plus E([X]) < E(X).

Supposons que E([X]) est fini, alors E(X) est fini car X < [X]+1 et X esta
valeurs positives.
OnaVvkeN, ([X]=k) =(X=k),etpuisque [X] est a valeurs dans N,

+00 +00

alors E([X]) = )_ P([X]= k)= )_ P(X = k).lesinégalités [X] = X < [X]+1
k=1 k=1

donne E([X]) < E(X) < E([X]) + 1.

+00 +00

Alors )  P(Xzk)<EX)<1+) P(X=zk).
k=1 k=1
14) Ona

2 2y2
exp(ﬁlzk) = 'B—lenk
2 2
,_ 2lnk
X = ,62
V2Ink
p

X2 V2Ink —2Ink
Donc P(eXp(ﬁT > k)) = P(|X| > n ) < 28xp(2(a2)2
plication de 12)

— |X]|=

) =2k~ " par ap-

2 y2

1
Siaf <1, alors Z o est convergente. donc la série : Z P(exp = k)

k=1 k=1
Converge .

2 yv2 ,BXZ +00 ,6
> k) existe et E(exp—— = k) < 1+ )_ P(exp(
2 2 = 2

2vy2

Dela question 13) E(exp )=

1
k)SHgIE:Hsz)'

C. Recouvrements de la sphere

15) On raisonne par I'absurde. Soit ay € K, on a K n’est pas inclus la par-
tie finie Bao,%, soit a; € K — Buo,g, alors K n’est pas inclus la partie finie
Byt UBab%, il existe a, € K — By, UBal,g, et ainsi de suite pour tout
neN"ilexistea,e K— |J Bg,e.



16)

17)

18)

La suite (a;,) nen €st une suite du compact K, donc d’apres Bolzano-Weierstrass
il existe une sous suite (@), qui converge vers £ € K.

€
D’autre part de la définition de (a,),, on a Vi,j €N, || a; — a; || > 2 en
£
particulier Yn e N, | apm — apm+n || > 5 en tendant 7 vers 'infini on
. £ .
obtient || - /|| = 2 ce qui est absurde.

Supposons que A est infini soit donc une suite (@,)en € A < KN telle
queVn#meN, a, # an, donc ||la, — anll > €.

K est un compact il existe une sous suite (@yp(n)) n qui converge vers /eKk.
OrvVneN, |apm — apm+1|| > € car ¢ est strictement croissante, en ten-

. . . € .
dant n vers I'infini on obtient || — 4| = 2 ce qui est absurde.

A est donc fini posons, A = {by,..,b;}c K< | Bgc.
acA

Vje{l,..,r},3a;e Atelque b; € By, ¢, alors CardA < Card A.
On suppose que CardA = CardAetque K ¢ | B, il existe donc b € K et

acl
be¢ | Bae alorsVae A, |b—al > ¢, enposant A’ = A|_J{b} de cardinal
aceN
1+ CardA et il vérifie Vx,y € A', |x—y| > ¢, ceci contredit la maximalité

de CardA , alors
Kc | Bae

aen

Ici A c $" ! telle que Vx # y € A,

x-y|>e.
. € €
Soit x € Ba,%: alors |x—al < 2 Donc x| = llx—al +llall <1+ . Alors
Bg,e < Bo4t
Soient a,b € A, alors By ¢ () By, ¢ = 0, en effet : si x est un élément com-

£ €
mun alors || x — al| < > etllx—Db| < > donclla-bl <lla—xl+]x— bl <eg,
ce qui est en contradictoire avec ||a — bl > €.

Puisque [ J By < By.¢ et ce sont des compactes, alors pu( U Bye) <
ael ael

2 £ n
{(By,14¢), alors Y [(Bg,e) < p(By,1+¢) par conséquent CardA(E) <1+
aelN
2+¢€\"
E)", alors CardA < (—8) .
2 £

$"! estun compact de R”, de la question 16) il existe una partie fini A,
S" ! telleque S" ' < | B,

1.
)
acl,

1 2+ 1\
Par application de la question 17) avec € = > alors CardA;, < 2 )

D=



par conséquent CardA,, <5".

D. Norme d’une matrice aléatoire

i=1
et par application de la question 11), la variable aléatoire y; est a-sous
gaussienne, alors :

n n
19) On a pour tout i € {1,...,1}, y; = ) ijxj, orx€ §"!, donc ) x% =1,
j=i

Elexp(}. Wf))

i=1

E(exp(r [v]*)

Il
:|:

E(exp(yy?)) parindépendance des y;

~
I
—

—I=

=

5 par application de I'inégalité d’Orlicz

ST
—

<

On a par application de 'inégalité de Markov :

E epr”ynz
P(|ly|zrvn = P(exp””y||2 >exp!” ") < ( > ) < (5exp_7rz)n.
expYn
20) MontronsVaeA,, ((|M"]|,,z2rvn)c U (|M™a| = rvn).
aclh,

Supposons que Ya € A,, |[M"a| <rvn.
PourxeS"_I,ElaeAn;telquexeBa,%,carS”_lc U B, doncllx—al <

ael,
r ..
—, ainsi:
|M"x| = [M"x-M"al +|M"af
< || M" || op lx—al + ||M”a|| , Lutilisation de la question1)
< % HM " || op TTV N cette derniere inégalité est stricte

Donc |[M" op <27V/n, donc tout élément qui n’appartient au 2éme évé-
nement n'appartient pas aussi au 1 er événement, d’ou 'inclusion de-
mandée. On a alors (||M”|| >2rvmc | ([M™a| =rvn)

ach,

ors ({1, =2rv) <[ U M al 21

ach,
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Or P

U (M7 a|| = r\/ﬁ)) < ¥ P((IM™a|| = rvm) < CardA ,(5¢7"")" <

ach, aelhp

(257"

On a utiliser le fait que CardA, < 5" et la question 19) avec y = M"a et
P(A|JB) < P(A) +P(B) inégalité valable aussi pour un nombre fini d’évé-
nement.

Donc P (|[M"|,, =2rvn) < @25¢77™)".

Pour vos remarques ... sadikoulmeki@yahoo.fr



