Corrigé CENTRALE PSI 2002 MATHS 1

Reésultats préliminaires
A - e Vect(h) étant un sous-espace vectoriel de dimension finie d’un espace préhilbertien réel, I’égalité
% = Vect (h) & Vect (h)™

résulte directement d’un théoréme du cours.

L
e L’inclusion Vect(h) C (Vect (h)L> est évidente : tout vecteur de Vect(h) est évidemment orthogonal

aux vecteurs de Vect(h)*!

1
Inversement, soit f € (Vect (h)J‘) . On décompose f sous la forme f = II;,(f) + g, avec II,(f) le

projeté orthogonal de f sur Vect(h)* et g € Vect(h). Alors (I, (f)|f) = 0 puisque f € (Vect (h)*

(I (f)lg) = 0 puisque II,(f) € Vect(h)* done (IL,(f)[IIn(f)) = (Hn(f)If — g) = 0, doit I (f) =
f € Vect(h).

Cela prouve 'inclusion inverse.

h
e Le projeté orthogonal de f sur la droite Vect(h) est g = 7] >h (formule du cours), et II,(f) = f — g,

2
17215
ce qui donne la formule de I’énoncé.

B - e Notons d I'application définie sur <7 par d(¢) = £”. o étant formée de fonctions de classe 62 sur [0, 1],

d est bien a valeurs dans %.
d est trivialement linéaire.

Montrons que d est & valeurs dans 7, ¢’est-a-dire que, pour £ € &7, £” est orthogonal & u. Cela résulte

du calcul ci-dessous :
1
V3

puisque £ est un mouvement admissible.

(€ u) = /0 (1=1)g" @ dt = [(1 - HE®)], +/O §'(t)dt = —£'(0) +£(1) = £(0) =0

1
e Soit ¢ lapplication qui & z € J# associe 'application ¢ : ¢ — / (t —s)z(s)ds.
0
La linéarité de ¢ ne pose pas de probleme.

t t
Si €& = p(z), on a, pour t € [0,1] : £(¢) = t/ z(s)ds —/ sz(s)ds, ce qui prouve que £ est de classe
0 0

t t
Ctet &'(t) = / z(s)ds +tz(t) —tz(t) = / 2(s), donc ¢ est de classe €2 sur [0,1] et £ (t) = 2(t).
0 0

1
Les égalités précédentes montrent aussi que £(0) = £’(0) = 0. De plus, £(1) = / (1 —s)z(s)ds
0

1
7 (z|u) = 0 puisque u € JZ, ce qui montre que £ appartient bien & o7 et que ¢ est bien une application

linéaire de JZ dans <.

e La relation £” = z trouvée ci-dessus montre que d o ¢ = Id .
t
Inversement, si z = d(£) avec £ € &, on a p(z)(t) = / (t —5)&"(s)ds = £(t) — £(0) — t£'(0) d’apres la
0

formule de Taylor avec reste intégrale (ou en intégrant par parties directement!), donc ¢(2)(t) =
puisque £ est un mouvement admissible, ce qui prouve que p od = Id.
e En conclusion, ¢ et d sont bien des isomorphismes réciproques I'un de 'autre.

Partie I - Comportement asymptotique de racines d’équations

I.LA - Pour £,/ e Nona:

1 1
(exlee) = 2/ cos(wit) cos(wyt) dt = / [cos(wy + we)t + cos(wy, — we)t] dt
0 0

donc

1 1
e pour k =/, (exlex) = / [cos(2wy )t + 1] dt = / [cos(2k + D)t + 1]dt =1
0 0



sin(wg + we)t n sin(wy, — we)t]’!

= 0 puisque wy + wy et wr — wy sont des
Wk + we W — We 0

e pour k # £, {exles) =
multiples de 7.

La famille (eg)ren est donc bien orthonormale pour le produit scalaire considéré.

IB - -

I.B.1) f étant paire, 'axe des ordonnées est un axe de symétrie de sa courbe représentative. Compte
tenu de la définition, le point de coordonnées (1,0) est centre de symétrie. On a aussi comme
éléments de symétrie tous ceux qui se déduisent des précédents par 4-périodicité.

Puisque f est continue, f est évidemment continue par morceaux sur R, les points de dis-

continuité ne pouvant étre que des points entiers. De plus, f est continue en 0 puisqu’elle

est paire; elle est aussi continue en 2 puisque, par 4-périodicité, lim+ fi) = lim+ f(t) et
t—2 t——2

lim f(¢t)= lim f(—t)= lim f(u) par parité.
Jdim ()= lm f(—t) = lim f(u) par p
Par périodicité, f sera donc continue aussi aux points entiers pairs. Elle sera continue sur R si

et seulement si elle 'est en 1 (car alors, pour les mémes raisons que ci-dessus, elle le sera en —1,
puis, par périodicité, en tous les points entiers impairs). Cela équivaut a dire que f(1) = 0.

I.B.2) e Pour k € N,

a%ﬂ(f):%/ <2k+ )dt /f (2/€—;1)7rt) &
= /1 f(#) cos(wgt) dt —/ f(2 —t) cos(wyt) dt
0
1
= / f(t) cos(wgt) dt — / f(u) cos(2wy, — wgu) du  chgt de variable u =2 — ¢
0 0
= /1 f(t) cos(wgt) dt + /1 f(u) cos(wgu) du  car 2wy = (2k + 1)w
0 0
1
= 2/ f(t) cos(wyt) dt = V2 (flex)
0

e Puis

~ 1
ask(f 5/ ) cos(kmt) dt = / f(t) cos(knt) dt

/ " F(#) cos(hmt) di / F(2 = 1) cos(ert) dt

0

:/ f(t)cos(lmrt)dt—/ f(u) cos(2km — kru) du
0 0
1 1

:/ f(t)cos(kmf)dtf/ fw) cos(kmu)dt =0
0 0

e Enfin, les by (f) sont nuls puisque f est paire.
I.B.3) On applique ici les résultats du cours sur les séries de Fourier. Mais la norme utilisée dans le cours

est un peu différente de celle de ’énoncé. Plus précisément, la norme N utilisée dans le cours est

telle que, pour tout fonction g 4-périodique continue par morceaux, on ait N(g)? = 1 / g°.
—2

Le théoreme de Parseval, que I’on peut appliquer ici puisque f est 4-périodique et continue par
morceaux, donne (la fonction étant & valeurs réelles) :

2 1 too 5 N N
5 (@l + bulF)) = N()?
n=1
ce qui, compte tenu des résultats précédents, devient :

+oo 2 1
S e =NPr=1 [ P [ r=un

k=0



Les sommes partielles d’indice impair de la série de Fourier de f s’écrivent :

+2nf:1 [ap cos( 7;) +b,(f) sin (p;rtﬂ

S2n+1(

soit ici
Sovia(F) = 32 VB { ey cos (D) 57 (i
k=0 k=0

Le théoreme de Parseval donne la convergence en moyenne quadratique de cette série vers f, soit

lim N(f = Szn41(f)) =0

n—roo

n

Or, sig = 52n+1 Z f|ek ex,onag =g, (car les ej sont toutes paires et leur courbe
k=0

2
est symétrique par rapport au point (1,0)), donc [N(f — ¢)]2 = [N(f — g)]? = %/ (f—9)?=
-2
1
/O (f =92 =gl

On aura donc bien nh_}rrgo Hf - Z (flex) ex

k=0

=0.

2

I.B.4) Si f(1) =0 alors f est continue, et, si f est de classe € sur [0, 1], f est €' par morceaux.
Le théoreme de convergence normale des séries de Fourier assure alors que la suite Son+1(f)
converge normalement (donc uniformément) sur R vers f, donc vers f sur [0, 1] c’est & dire :

vEe0,1], f(t) =Y (Fler) ex(t)

k=0

I.B.5) e On applique les résultats précédents & f(t) = u(t) = v/3(1 —t). On obtient
1
(Flex) = \/6/ (1 t) cos(wit) dt
0

zx/é{[(l—t)mmrJr/olwdt}=x/6[—cosf;}’“ﬂ]1=\/6

Wik Wk

+o0
La relation précédente pour ¢ = 0 donne alors /3 = Z \[\f 2 donc Z
k=0

e On applique les résultats précédents a f(t) = sinw(t — 1) pour w € Q. On obtient :
1
(flex) = \/5/ sin(w(t — 1)) cos(wyt) dt
0

= ? /o [sin((w + wg )t — w) + sin((w — wg)t — w)] dt
_ _@ {cos((w + wg)t — w) N cos((w — wy)t — w)] 1

2 w + wg w — W
2 1 1 w cos w
fone [z i] -

0

= — COS W

2 wHwy w—wg w? — w?
w Ccos w
La relation de I.B.4 pour ¢ = 0 donne alors —sinw = 2 Z L ce qui donne le résultat
w
k=0 k
de I’énoncé en divisant par cosw # 0.
I.B.6) Simple calcul en utilisant les résultats précédents :
—+oo —+o00 +oo 2
1 1 1 1 w
w)=—-—— —tanw = — — = .
$(w) 2 2w Zw% Zwi—oﬂ sz(oﬂ—wz)
k=0 k=0 k=0



I1.C - -

I.C.1) Soit k € [0,n — 1]. Sur Vintervalle Jwy, wi41[ la fonction est strictement décroissante, puisque

. w? 1 ,
chaque fonction w = —————- = — + ——— lest.
wi(w? —wi)  wi  w?—wi
De plus, hm On(w) = oo et lim ¢, (w) = —o0, donc ¢, posséde bien une et une seule
UJ—)UJ w—>wk+1

racine dans ]wk, Wit1]-

OJ2

1.C.2) Pour w €Jwg,wi|, dnt1(w) = dn(w) + E =)
¢n(w). En particulier, ¢,+1(un) < 0 ce qui implique, compte tenu des variations de ¢,41, que
Pn+1 < tn-

La suite (p,) est donc décroissante et minorée dans l'intervalle |wg,w:[; elle converge vers un
réel p € [wo,wr].

. Puisque w < wpy1, on a ¢pi1(w) <

1.C.3) Par définition, pour tout w € Q, li_>rn On(w) = ¢(w), puisque ¢, (w) est la somme partielle
d’indice n de la série qui définit ¢(w)

= w? ™= 1 1 = 1 1
Deplus, [0(w) = ()| = | D, ara—ay|= 2 (wzwz - wz) < (M - wa)

Z k k Z k k = k 1 k

k=n+1 k=n+1 k=n+1
pour n > 1 et w €Jwp, w1 .
+o00
1 1 . )
Donc ||¢ — ¢l < Z o ) tend vers 0 quand n — oo, comme reste d'une
k=n+1 k 1 k

série numérique convergente. Cela montre que la suite (¢,) converge uniformément vers ¢ sur

Jwo, w1 .
On a donc, d’apres un théoreme du cours : ¢(u) = lirf ¢n(ftn) = 0. p est donc racine de ¢
n—-+0o0o
T 3T

dans Jwo, w1 [=]5, 5[ C'est aussi par définition de ¢ 1'unique solution de I"équation w = tanw

sur cet intervalle (I'unicité venant de la stricte monotonie de la fonction w — w — tanw).

Partie II - Estimation de la vitesse en moyenne quadratique

II.A - -
I1.A.1) Puisque z est continue sur [0, 1], y est de classe € et

vt e [0,1], ¥ (t) = 7/0 z(s)ds+ (1 —t)z(t) — (1 —t)z(t) = 7/0 z(s)ds

d’ou y est de classe €2 et " =
Les deux autres relations sont immédiates.

I1.A.2) La linéarité de T ne pose pas de problémes.
En notant y3 = T'(z1) et yo = T(22), on a

1 1 1
(T(21) ) = (o] — ) = — / (B () = — [ (s ()] + / o (Dt dt = / L (B (t) dt

puisque y1 (1) = y4(0) = 0.
L’expression obtenue étant symétrique en yj et y4, on a bien (T'(z1)|z2) = (z1|T(22)), autrement
dit, T est auto-adjoint.

I1.A.3) On calcule :
t
siy = T(ex / s)ds = \f/ cos(wgs) ds = f\fw, et, puisque y(1) =
0

Wi

cos(wgt 1
0 = coswy, on trouve y(t) = V2——~~ (wk ) , soit finalement T'(ex) = —5ex.
Wi

ek est donc bien un vecteur propre de T' pour la valeur propre —;.
w

On a donc, en vertu de I.B.3, pour tout z € ¥ :

400 400 +o0 400 4
TG = 3 (TGl = 3 Tl =3 2 lenls)* < 2 S fenlel? = (2) Il
k=0 k=0 k=0 "k k=0



. T
puisque wy = 5 pour tout k£ € N.

4

On a donc bien ||T'(2)]], < = 2|5

De plus, puisque wy est strictement plus grand que T s que k > 1, il y aura égalité dans

I'inégalité précédente si et seulement si (egx|z) = 0 pour k > 1. C’est le cas par exemple pour
Z = €.

II.B - .

I1.B.1) On notera pour la suite V,, = Vect(e,...,e,). 1l s’agit de montrer que Vect(u)* NV, =
Vect(u,)* NV, ce qui revient & dire qu'un vecteur v appartenant a V,, est orthogonal & u si
et seulement si il est orthogonal & u,,. C’est bien le cas, puisque (v|u — u,) = 0, car u—u, € V,*,
donc (v|u) = 0 <= (v|u,) = 0.

La famille (eg,...,e,) étant une base orthonormale de V,,, une formule vue en cours donne
n

directement u,, = Z (e |u) eg.

k=0

Puisque 7%, = Vect(u,, )NV, 7, est Porthogonal d’une droite dans V,,, c’est donc un hyperplan
de V,,et dim.s, =n+1—1=n.

I1.B.2) e

I1LB.3) o

Les ej étant des vecteurs propres de T, le sous-espace vectoriel V,, est stable par T. Donc
T(4;,) C V,. D’autre part, par définition, 'image de II,, est incluse dans J%,. On aura donc
bien I, o T'(#4,) C 4.

Pour 21,29 € 58, T(21) — Tp(z1) = T'(21) — I, (T'(#1)) appartient & Vect(u,) par définition
de TI,,, , donc est orthogonal azs :(T'(z1) — Ty (21)]22) = 0. Donc (T, (21 |22) = (T'(21)]z2).

En échangeant les roles de 21 et 2o, on a de méme (T, (22)|21) = (T(22)|21). Le résultat demandé
découle donc directement de I1.A.2.

T, est donc un endomorphisme auto-adjoint de .77;,, espace vectoriel de dimension finie, il est
donc diagonalisable.

n

6
On sait que u, = Z (ex|u) er, et on a calculé en 1.B.5 (ej|u) = w—\g Dans la base (eg, ..., en),
k=0 k
“ 1
le vecteur u,, s’écrit donc u,, = \/52 —5 €.
k=0 “k
n
Si z € V,, a pour coordonnées (zq,...,z,) dans la base (eg,...,ep,), on a z = szek d’ou
k=0
" " 2 z U,
J— — v A4 3 - " 7 . N
T(z) = szT(ek) = Z 2 er, de sorte que I’équation T'(z) oG équivaut a
k=0 k=0
1 1 1
Vke[[(),nﬂ , Rk (oﬂ_oﬂ) :ﬁ

k k

L’unique solution est donc z = Z ——5€k-
w2 —w
k=0 k
z € H;, si et seulement si (z|u,) = 0, ce qui donne (expression du produit scalaire dans une
n 2
w

base orthonormale) Z = 0, soit encore g, (w) = 0.

Ainsi, pour chacune des n racines de 1’équation ¢, (w) = 0, on a trouvé un vecteur z tel que

2o Un oo, 1 . 1 1
z L u, et T(z)— i 75 d’ou IT,,, o T(z) — pHun(Z) =0 soit T,,(z) = Eﬂun(z) = 5%
n 2
Ce vecteur z étant non nul (puisque z = Z %ek), il s’agit d’un vecteur propre de T,
w? —wyg,

k=0
1
pour la valeur propre — . L’équation ¢n(w) = 0 ayant n racines, cela nous fait n valeurs

propres de T,,, endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension n, on les a donc toutes.

I1.B.4) Notons (ef,..., e, ) une base orthonormale de vecteurs propres de T}, et (A1,...,\,) les valeurs
propres de T;,.

ren

k=1

n n
Soit z = Z zre), un vecteur de 7,. Alors T, (2) = Z 2k A€, et
k=1



I.C - -
I1.C.1)

I1.C.2)

To(2)) =Y Mzl < A 2= A
(2T (2)) ; kZh (kgﬁ?ﬁ] k)kz_lzk (ﬁ?ﬁn k> (2]2)

1
Or les A sont les réels de la forme — ol w est racine de ’équation ¢, (w) = 0, et on a noté u,
w

2

1
la plus petite de ces racines (I.C.1). Donc la plus grande des valeurs propres de T}, est —; .

n

1
Enfin, si z € J%,, on a déja vu que (T'(2)|z) = (T,.(2)|z), donc finalement (T'(z)|z) < "l (z]2).

zn € F;, est immédiat par définition.

n
Notons p,, la projection orthogonale sur V;,, de sorte que p,(u) = u, et p,(z) = Z (er|z) ex.
k=
On a vu en I.B.3 que lim ||z — p,(2)|, = 0, c’est-a-dire que (p,(z)) tend vers z au sens de la
n—oo

[}

norme || ||,. De méme, (u,) tend vers u au sens de cette norme.
D’autre part, z, = I, (pn(z)) et, d’aprés le résultat de la premiére question préliminaire,
pn(2) |0 pn(2)|u

[[unll [[tn]]

|(z]u)]
ull,

Finalement, l'inégalité triangulaire ||z, — z|ly, < ||2n — pn(2)|ly + ||Pn(2) — 2|, implique que
lim ||z, —z||, = 0.

n—oo

un, d'olt ||z, —pn(2)|l, = . Par continuité du

produit scalaire et de la norme, on a lim ||z, — pn(2)||, = = 0 puisque z € J7.
n—oo

. 4 _—
Enfin, dapres TLA3, [T(2) = T(:)lly = TG = 20)lly < = 12 = 2ally, dou [T(2) = T(za)ll,

tend aussi vers 0 quand n — oc.

1
On a, pour tout n € N : (2,|T'(2n) < —5 (2n2n). Pour obtenir I'inégalité demandée, il suffit

n
de passer a la limite quand n — o0, ce qui est possible car lapplication (x,y) — (x|y)
est continue (cela découle de l'inégalité de Cauchy-Schwarz et de la caractérisation d’une
application bilinéaire continue, voir chapitre du cours sur les espaces vectoriels normés).

Soit Cs tel que, pour tout z € I, (z|T(z)) < Ca (z]2).
En considérant, pour tout entier n, un vecteur propre z, € J%, de T, associé a la valeur propre

En faisant tendre n vers +oo, on obtient bien Cy >

2 )
n n n

1 . 1
—, on aura, puisque (2, |T(2,)) = (zn|Th(zn)) = oz (znlzn), C2 2 —.

E.

I1.D - Soit £ € &, et z = —£". z € # d’aprés la question préliminaire.
Puisque £(1) = £'(0) =0, on a £ = T'(z) d’apres II.A.1. Le calcul fait en II.A.2 donne alors :

1
(€'’ :/O €2(t)dt = (2|T(2)) = ("IT'(€"))-

D’apreés le résultat précédent, (¢'|¢') <

1

1
5 (2]2) = (£"[€") et on peut conclure : [[€']l, < — [|€”][,-
7 7




