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I. Somme de parties

1a) Par r�ecurrence sur n.

1b) On associe �a un t-uplet a = (a1, . . ., at) d'entiers naturels la suite �nie �a valeurs dans un ensemble �a deux �el�ements
{•, |} :

ϕ(a) = (•. . .•︸ ︷︷ ︸
a1 fois

| •. . .•︸ ︷︷ ︸
a2 fois

|. . .| •. . .•︸ ︷︷ ︸
at fois

).

Cette association d�e�nit clairement une bijection entre les suites �nies d'entiers naturels et les suites �nies �a valeurs
dans {•, |}. Et cette bijection envoie les t-uplets de somme N sur les (N+ t− 1)-uplets comportant N symboles •
et t− 1 symboles |. Il y a

(
N+t−1

N

)
tels (N + t− 1)-uplets, d'o�u le r�esultat.

1c) 1
tN

(
N+t−1

N

)
= 1

N! (1 +
N−1

t ). . .(1 + 1
t )(1 +

0
t ) d�ecrô�t par rapport �a t �a N �x�e, vaut 1 pour t = 1 et tend vers 1

N!
lorsque t→∞.

2a) Soit x ∈ G. Les ensembles A et x− B ne peuvent être disjoints car la somme de leurs cardinaux d�epasse cardG ;
il existe donc a ∈ A et b ∈ B tels que a = x− b, c'est-�a-dire x = a + b. Ainsi G ⊂ A + B et l'inclusion inverse est
triviale.

2b) G = Z/2Z, A = B = {0 mod 2}.

3a) Si b ∈ B on a A+ b ⊂ A+B d'o�u card(A) = card(A+ b) 6 card(A+B). De même card(B) 6 card(A+B), ce qui
donne la premi�ere in�egalit�e. Par ailleurs l'application (a, b) 7−→ a + b induit une surjection de A × B sur A + B

d'o�u card(A + B) 6 card(A× B) = card(A) card(B).

3b) La suite (card(kA)) est croissante d'apr�es la question pr�ec�edente. Pour prouver la derni�ere in�egalit�e on note
t = card(A), A = {x1, . . ., xt}, et on remarque que tout �el�ement x de nA s'�ecrit d'au moins une mani�ere sous la
forme x = a1x1 + . . . + atxt o�u a1, . . ., at sont des entiers naturels tels que a1 + . . . + at = n (r�eordonner une
d�ecomposition de x). Ainsi card(nA) est major�e par le nombre de t-uplets (a1, . . ., at), soit par

(
n+t−1

n

)
d'apr�es 1b.

4a) Si A = {a1, . . ., ap} et B = {b1, . . ., bq} avec avec a1 < . . . < ap et b1 < . . . < bq alors a1 + b1 < a1 + b2 < . . .
< a1 + bq < a2 + bq < . . . < ap + bq, donc on a ainsi mis en �evidence p + q− 1 �el�ements distincts dans A + B.

4b) Avec les notations pr�ec�edentes, si card(A+B) = p+q−1 alors A+B = {a1+b1, . . ., a1+bq, a2+bq, . . ., ap+bq}.
Les nombres a2+b1, . . ., a2+bq−1 forment une suite strictement croissante dans cet ensemble, strictement comprise
entre a1 + b1 et a2 + bq, d'o�u a2 + bi = a1 + bi+1 pour 1 6 i < q. En particulier bi+1 − bi = a2 − a1 donc les
�el�ements de B forment une suite arithm�etique de raison d = a2 − a1. Par sym�etrie des rôles, les �el�ements de A

forment une suite arithm�etique de raison b2 − b1 = d.

5a) Le caract�ere sous-groupe est imm�ediat. De plus si a ∈ H, on a H ⊂ a−A donc H est �ni et card(H) 6 card(A).

5b) Si B ⊂ H alors A + B = A par d�e�nition de H. Si B ⊂ b + H alors A + B = A + b. Dans les deux cas on
a bien card(A + B) = card(A). R�eciproquement, si card(A + B) = card(A), soit b ∈ G et B′ = B − b. On a
A + B′ = (A + B) − b est un sur-ensemble de A car 0 ∈ B′, de même cardinal que A par hypoth�ese sur B, d'o�u
A + B′ = A, c'est-�a-dire B′ ⊂ H. Et donc B = b + B′ ⊂ b + H.

6) On a card(A− B) > max(card(A), card(−B)) = max(card(A) card(B)) >
√
card(A) card(B) d'o�u dR(A,B) > 0.

In�egalit�e triangulaire : consid�erons l'application ϕ :

{
(A− C)× (B− C) −→ G

(x, y) 7−→ x− y.
Si z = a − b ∈ A − B alors pour tout c ∈ C on a z = ϕ(a − c, b − c) donc z a au moins card(C) ant�ec�edants
distincts par ϕ. On en d�eduit :

card(A− C) card(B− C) =
∑
z∈G

card(ϕ−1(z)) >
∑

z∈A−B

card(ϕ−1(z)) > card(C) card(A− B).
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En divisant les deux membres extrêmes par
√
card(A) card(C)

√
card(B) card(C) puis en prenant les logarithmes,

on obtient l'in�egalit�e triangulaire demand�ee.

7) Si dR(A,B) = 0 alors card(A − B) = max(card(A), card(B)) =
√
card(A) card(B) d'o�u card(A − B) = card(A) =

card(B). D'apr�es 5, −B ⊂ −b+H o�u −b est un �el�ement quelconque de −B et H le sous-groupe associ�e �a A en 5a.
Ainsi B ⊂ b − H = b + H, puis card(B) 6 card(H) 6 card(A) = card(B), donc B = b + H. En�n si a ∈ A, on a
H ⊂ a−A et les deux ensembles ont même cardinal, d'o�u A = a+H. R�eciproquement, si A = a+H et B = b+H avec
a, b ∈ G et H un sous-groupe �ni de G alors A−B = (a−b)+H, d'o�u card(A) = card(B) = card(H) = card(A−B)
et dR(A,B) = 0.

II. Valeurs aux entiers de formes quadratiques définies positives

1) Soit M la matrice de (−→v 1, . . .,
−→v n) dans la base canonique (−→e 1, . . .,

−→e n) de Rn. La famille (−→v 1, . . .,
−→v n) est une

base enti�ere si et seulement si M est �a coe�cients entiers et −→e 1, . . .,
−→e n sont combinaisons lin�eaires �a coe�cients

entiers de (−→v 1, . . .,
−→v n), soit si et seulement si M ∈ Mn(Z) et il existe P ∈ Mn(Z) telle que MP = In. Dans ce

cas, det(M) det(P) = 1 donc det(M) ∈ {−1, 1} car les deux facteurs sont entiers. R�eciproquement, si M ∈Mn(Z)
et det(M) = ±1 alors P = det(M)t com(M) ∈Mn(Z) et MP = In donc (−→v 1, . . .,

−→v n) est une base enti�ere.

2) Lorsque s(−→v ) = 1, −→v est au signe pr�es un des vecteurs de la base canonique et il existe donc une base enti�ere
commen�cant par −→v . Supposons la propri�et�e vraie pour tout vecteur −→v �a coordonn�ees premi�eres entre elles tel que
s(−→v ) < N et consid�erons −→v = (a1, . . ., an) ∈ Zn �a coordonn�ees premi�eres entre elles avec s(−→v ) = N > 1 : soit i

tel que |ai| soit minimal parmi les coordonn�ees non nulles de −→v et j 6= i tel que aj 6= 0 (j existe sinon −→v = ai
−→e i

avec |ai| = s(−→v ) > 1 donc les coordonn�ees de −→v ne sont par premi�eres entre elles). On note aj = q|ai| + r la
division euclidienne de aj par |ai| et on consid�ere le vecteur −→w = −→v + (r − aj)

−→e j (c'est-�a-dire le vecteur obtenu
en rempla�cant aj par r dans −→v et en conservant toutes les autres coordonn�ees). Comme 0 6 r < |ai| 6 |aj|, on a
s(−→w) < s(−→v ) = N. De plus le sous-groupe de Z engendr�e par les coordonn�ees de −→v et celui engendr�e par celles de −→w
sont clairements �egaux, donc les coordonn�ees de −→w sont premi�eres entre elles. Par hypoth�ese de r�ecurrence il existe
une base enti�ere commen�cant par −→w , donc une matrice M ∈Mn(Z) de d�eterminant ±1 dont la premi�ere colonne
repr�esente le vecteur −→w . Soit P = In + sgn(ai)qEji la matrice de l'op�eration �el�ementaire Lj ←− Lj + sgn(ai)qLi :
on a P ∈ Mn(Z), det(P) = 1 et la premi�ere colonne de PM repr�esente −→v . En�n PM ∈ Mn(Z) et det(PM) = ±1
donc PM repr�esente une base enti�ere qui commence par −→v .

3) La matrice M de � est caract�eris�ee par les relations : tM = M et ∀ −→x ∈ Rn, �(−→x ) = tr(tXMX) o�u X est la matrice
du vecteur −→x . Si U est la matrice de l'endomorphisme u on a alors : �(u(−→x )) = tr(t(UX)M(UX)) = tr(tXtUMUX)
et tUMU est sym�etrique, donc c'est la matrice de � ◦ u. La relation sur les discriminants s'ensuit.

4a) � �etant d�e�nie positive,
√
� est une norme sur Rn. En particulier, A = {−→v ∈ Zn \ {0} tq �(−→v ) 6 �(−→e 1)}

est une partie born�ee de Zn, non vide, donc �nie. Ainsi il existe −→v 1 ∈ A tel que �(−→v 1) est minimal. Alors
pour −→v ∈ Zn \ {0}, on a �(−→v ) > �(−→v 1) si −→v ∈ A et �(−→v ) > �(−→e 1) > �(−→v 1) si −→v /∈ A. Ceci prouve que
�(−→v 1) = min{�(−→v ), −→v ∈ Zn \ {0}} et ce minimum est strictement positif car −→v 1 6= 0 et � est d�e�nie positive.

4b) Il su�t de prouver que les coordonn�ees de −→v 1 sont premi�eres entre elles. De fait, si d est le pgcd des coordonn�ees
de −→v 1 alors d > 0 car −→v 1 6= 0 et −→v 1/d ∈ Zn \ {0}. Donc �(−→v 1) 6 �(−→v 1/d) = �(−→v 1)/d2, d'o�u d 6 1 et donc
d = 1.

4c) Soit f la forme polaire de �. Pour x1, . . ., xn ∈ R on a, en notant −→y = x2
−→v 2 + . . . + xn

−→v n :

�(x1
−→v 1 + . . . + xn

−→v n) = x21�(
−→v 1) + 2x1f(

−→v 1,
−→y ) + �(−→y )

= m(�)(x1 + f(−→v 1,
−→y )/m(�)︸ ︷︷ ︸

L1(x1,. . .,xn)

)2 +�(−→y )− f(−→v 1,
−→y )2/m(�)︸ ︷︷ ︸

�1(x2,. . .,xn)

.

4d) On reprend les notations de la question pr�ec�edente. Soit (x2, . . ., xn) ∈ Rn−1 et x1 = −f(−→v 1,
−→y )/m(�). Donc

�1(x2, . . ., xn) = �(x1
−→v 1 +

−→y ) > 0 et �1(x2, . . ., xn) = 0 si et seulement si x1
−→v 1 +

−→y = 0, soit si et seulement si
−→y = 0, soit encore si et seulement si x2 = . . . = xn = 0. Donc �1 est d�e�nie positive.
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Consid�erons �a pr�esent les endomorphismes u, v de Rn d�e�nis par u(x1, . . ., xn) = (L(x1, . . ., xn), x2, . . ., xn) et
v(x1, . . ., xn) = x1

−→v 1+. . .+xn
−→v n. On a det(u) = L(1, 0, . . ., 0) = 1 et det(v) = det

(
−→e 1,. . .,−→e n)

(−→v 1, . . .,
−→v n) = ±1

car (−→v 1, . . .,
−→v n) est une base enti�ere. Notons en�n �′1(x1, . . ., xn) = m(�)x21+�1(x2, . . ., xn). Avec 3, on obtient :

disc(�) = disc(�) det(v)2 = disc(� ◦ v) = disc(�′1 ◦ u) = disc(�′1) det(u)
2 = disc(�′1) = m(�) disc(�1).

4e) Prendre pour x1 l'entier le plus proche de −f(−→v 1,
−→y )/m(�).

4f) Soit (x2, . . ., xn) ∈ Zn−1 \ {0} tel que �1(x2, . . ., xn) = m(�1) et x1 ∈ Z tel que |L(x1, . . ., xn)| 6 1
2 . On a donc

m(�) 6 �(x1
−→v 1 + . . . + xn

−→v n) 6 1
4m(�) + m(�1), ce qui donne l'in�egalit�e demand�ee.

4g) Avec 4d et 4f on obtient
m(�)n

disc(�)
=

m(�)n−1

disc(�1)
6 ( 43 )

n−1 m(�1)
n

disc(�1)
, donc la quantit�e ( 34 )

1+. . .+(n−1) m(�)n

disc(�)
d�ecrô�t

quand la dimension augmente. Pour n = 1 elle vaut clairement 1, et l'on en d�eduit l'in�egalit�e demand�ee (in�egalit�e
de Hermite).

4h) Pour n = 1 c'est �evident. Pour n > 1 on choisit −→v 1 ∈ Zn \ {0} tel que �(−→v 1) = m(�) et on compl�ete (−→v 1) en
une base enti�ere (−→v 1, . . .,

−→v n). Soit �1 la forme quadratique sur Rn−1 d�e�nie en 4c. Par hypoth�ese de r�ecurrence
il existe une base enti�ere (−→u 2, . . .,

−→u n) de Rn−1 telle que �1(
−→u 2). . .�1(

−→u n) 6 ( 43 )
(n−1)(n−2)/2 disc(�1).

Soit −→u i = (xi,2, . . ., xi,n) et xi,1 ∈ Z tel que |L1(xi,1, . . ., xi,n)| 6 1
2 . On pose alors −→wi = xi,1

−→v 1 + . . . + xi,n
−→v n

et on v�eri�e que (−→v 1,
−→w2, . . .,

−→wn) r�epond au probl�eme :

on a �(−→wi) = m(�)L21(xi,1, . . ., xi,n) + �1(
−→u i) 6 1

4�(
−→wi) + �1(

−→u i) donc �(−→wi) 6 4
3�1(

−→u i). Ainsi :

�(−→v 1)�(
−→w2). . .�(

−→wn) 6 m(�)( 43 )
n−1�1(

−→u 2). . .�1(
−→u n) 6 ( 43 )

n(n−1)/2 disc(�).

Si −→v ∈ Zn, il existe des entiers α1, . . ., αn tels que −→v = α1
−→v 1+ . . . +αn

−→v n et il existe des entiers β2, . . ., βn tels
que (α2, . . ., αn) = β1

−→u 1 + . . . + βn
−→u n. Alors :

α2
−→v 2 + . . . + αn

−→v n = β2(
−→w2 − x2,1

−→v 1) + . . . + βn(
−→wn − xn,1

−→v 1).

Ceci prouve que −→v est combinaison lin�eaire �a coe�cients entiers de (−→v 1,
−→w2, . . .,

−→wn) et donc cette famille est
bien une base enti�ere de Rn.

III. Transformation de Fourier et somme d’ensembles

1) Calcul imm�ediat.

2a)
∑

x∈Z/nZ

f̂(x)ω−ax =
∑

x∈Z/nZ

∑
b∈Z/nZ

f(b)ω(b−a)x =
∑

b∈Z/nZ

∑
x∈Z/nZ

f(b)ω(b−a)x. La somme interne vaut 0 si b 6= a

et Nf(a) si b = a donc la somme double vaut Nf(a).

2b)
∑

x∈Z/nZ

f̂(x)ĝ(−x) =
∑

x∈Z

∑
a∈Z/nZ

f̂(x)g(a)ω−ax =
∑

a∈Z

∑
x∈Z/nZ

f̂(x)g(a)ω−ax =
∑

a∈Z/nZ

Nf(a)g(a).

2c) f̂ ∗ g(x) =
∑

a∈Z/nZ

(f ∗ g)(a)ωax =
∑

a∈Z/nZ

∑
b∈Z/nZ

f(b)g(a− b)ωax =
∑

b∈Z/nZ

∑
a∈Z/nZ

f(b)g(a− b)ωax

=
∑

b∈Z/nZ

∑
c∈Z/nZ

f(b)g(c)ω(b+c)x =
( ∑

b∈Z/nZ

f(b)ωbx
)( ∑

c∈Z/nZ

g(c)ωcx
)
= f̂(x)ĝ(x).

3a)
∑

x∈Z/nZ

|f̂A(x)|2 =
∑

x∈Z/nZ

( ∑
a∈A

ωax
)( ∑

b∈A

ω−bx
)
=

∑
a∈A

∑
b∈A

∑
x∈Z/nZ

ω(a−b)x =
∑

a∈a

∑
b=a

N = N card(A).∑
x∈Z/nZ

|f̂A(x)|4 =
∑

x∈Z/nZ

∑
a∈A

∑
b∈A

∑
c∈A

∑
d∈A

ω(a+b−c−d)x =
∑

a∈A

∑
b∈A

∑
c∈A

∑
d=a+b−c

N

= N card{(a, b, c, d) ∈ A4 tq a + b = c + d}.
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3b) On a de même
∑

x∈Z/nZ

|f̂(x)|4ω−tx = N card{(a, b, c, d) ∈ A4 tq a + b− c− d = t}.

4a) Si x ∈ X alors (x1, . . ., xκ, x) n'est pas ind�ependante au sens de l'�enonc�e, donc il existe ε1, . . ., εκ, ε ∈ {−1, 0, 1} non

tous nuls tels que
κ∑

i=1

εixi + εx = 0. On a ε 6= 0 car (x1, . . ., xκ) est ind�ependante, d'o�u x =
κ∑

i=1

(−εεi)xi.

4b) On a pour a ∈ Z : dN(a mod N) = 1
Nd(a,NZ) o�u d est la distance ordinaire sur Z. En particulier dN satisfait �a

l'in�egalit�e triangulaire. Soit x ∈ B(K, r/κ) : dN(ax) 6 r/κ pour tout a ∈ K, donc dN(ax) 6 r pour tout a de la

forme a =
κ∑

i=1

εixi avec εi ∈ {−1, 0, 1}, en particulier pour tout a ∈ X. Ceci prouve B(K, r/κ) ⊂ B(X, r).

5a) D�eriver deux fois.

5b) La courbe de y 7−→ exp(ty) est au dessous de sa corde entre les points tels que y = −1 et y = 1.

5c) cosh(t) =
∞∑

n=0

t2n

(2n)!
6

∞∑
n=0

t2n

2nn!
= exp(t2/2) car (2n)! = n!× (n + 1). . .(2n) > 2nn!.

6a) ĝ(x) =
∑

a∈A

g(a)ωax = 1
2

∑
a∈A

κ∑
j=1

(cjω
a(x−xj) + cjω

a(x+xj)) = 1
2

κ∑
j=1

(
cj

∑
a∈A

ωa(x−xj) + cj

∑
a∈A

ωa(x+xj)
)
.

Si x ∈ K alors il existe un unique j tel que x = xj et on a x 6= −xk pour tout k ∈ {1, . . ., κ} car (x1, . . ., xκ) est

ind�ependante. On a donc ĝ(x) = N
2 cj dans ce cas. De même si x ∈ −K, x = −xj, alors ĝ(x) = N

2 cj. En�n, si
x /∈ K ∪ (−K) alors ĝ(x) = 0. C'est en particulier le cas pour x = 0 donc 0 = ĝ(0) =

∑
a∈Z/nZ

g(a).

6b) D'apr�es 2b,
∑

a∈Z/nZ

g(a)2 =
∑

x∈Z/NZ

ĝ(x)ĝ(−x) =
∑

x∈K∪(−K)

ĝ(x)ĝ(−x) = 2
∑

x∈K

ĝ(x)ĝ(−x) = N
2

κ∑
j=1

|cj|2.

6c) Notons p = card(J). On a pour a ∈ Z :

∏
j∈J

cos( 2π
N a~xj + θj) =

1

2p

∏
j∈J

(ωa~xjeiθj + ω−a~xje−iθj) =
1

2p

∑
ε∈{−1,1}J

ω
a
(∑

j∈J
εjxj

)
e

i
(∑

j∈J
εjθj

)
.

Comme
∑

j∈J εjxj 6= 0, la somme de ces quantit�es lorsque a d�ecrit {0, . . .,N− 1} est nulle d'apr�es 1.

6d) Pour a ∈ Z et j ∈ {1, . . ., κ}, on �ecrit : t<(cjω
−axj) = t|cj| cos( 2π

N a~xj + θj) = t|cj|yj(a) avec θj ∈ R et
yj(a) ∈ [−1, 1]. Alors :

1

N

N−1∑
a=0

exp(tg(a)) 6
1

N

N−1∑
a=0

κ∏
j=1

(cosh(t|cj|) + yj(a) sinh(t|cj|))

6
1

N

N−1∑
a=0

∑
J⊂{1,. . .,κ}

∏
j∈J

yj(a) sinh(t|cj|)
∏
j/∈J

cosh(t|cj|)

6
∑

J⊂{1,. . .,κ}

1

N

N−1∑
a=0

∏
j∈J

yj(a) sinh(t|cj|)
∏
j/∈J

cosh(t|cj|)

6
∑

J⊂{1,. . .,κ}

( 1

N

N−1∑
a=0

∏
j∈J

yj(a)
) ∏

j∈J

sinh(t|cj|)
∏
j/∈J

cosh(t|cj|).

D'apr�es la question pr�ec�edente, seul le cas J = ∅ fournit une somme interne non nulle. Il vient :

1

N

N−1∑
a=0

exp(tg(a)) 6
κ∏

j=1

cosh(t|cj|) 6
κ∏

j=1

exp( 12t2|cj|2) = exp
(t2

2

κ∑
j=1

|cj|2
)
= exp

(t2

N

N−1∑
a=0

g(a)2
)
.

7a) D'apr�es 6b, 2
N

∑
a∈Z/NZ

g(a)2 =
κ∑

j=1

|f̂A(xj)|2 =
κ∑

j=1

f̂A(xj)f̂A(xj) =
κ∑

j=1

f̂A(xj)
∑

a∈A

ω−axj =
∑

a∈A

κ∑
j=1

f̂A(xj)ω
−axj .

m093m1ca.tex page 4



Cette somme est r�eelle, donc �egale �a la somme des parties r�eelles : 2
N

∑
a∈Z/NZ

g(a)2 =
∑

a∈A

g(a) =
∑

a∈Z/NZ

f(a)g(a).

7b) Par convexit�e de la fonction exponentielle et l'�egalit�e pr�ec�edente, on a :

1

cardA

∑
a∈A

exp(tg(a)) > exp
( 1

cardA

∑
a∈A

tg(a)
)
= exp

(2t
N

∑
a∈Z/NZ

g(a)2
)
.

Mais on a aussi avec 6d :

1

cardA

∑
a∈A

exp(tg(a)) 6
1

cardA

∑
a∈Z/NZ

exp(tg(a)) 6
N

cardA
exp

(t2

N

∑
a∈Z/NZ

g(a)2
)

6
1

α
exp

(t2

N

∑
a∈Z/NZ

g(a)2
)
.

Ainsi :

∀ t ∈ R, ln(1/α) +
t2

N

∑
a∈Z/NZ

g(a)2 >
2t

N

∑
a∈Z/NZ

g(a)2.

Le discriminant en t de la di��erence est donc n�egatif ou nul, ce qui donne l'in�egalit�e demand�ee.

7c) R�esulte de N card(A)2 ln(1/α) >
∑

a∈Z/NZ

g(a)2 = N
2

κ∑
j=1

|f̂A(xj)|2 > N
2 κρ2 card(A)2.

8a) D'apr�es 3a et compte tenu de card(A) > αN, il su�t de prouver que le nombre de quadruplets (a1, a2, a3, a4) ∈ A4

tels que a1 + a2 = a3 + a4 est minor�e par card(A)3/σ = card(A)4/ card(2A). Soit n ce nombre. On a :

n card(2A) = card(2A)
∑

t∈2A

card{(a1, a2, a3, a4) ∈ A4 tq a1 + a2 = t = a3 + a4}

= card(2A)
∑

t∈2A

card{(a1, a2) ∈ A2 tq a1 + a2 = t} × card{(a3, a4) ∈ A2 tq a3 + a4 = t}

= card(2A)
∑

t∈2A

card2{(a1, a2) ∈ A2 tq a1 + a2 = t}

=
( ∑

t∈2A

12
)( ∑

t∈2A

card2{(a1, a2) ∈ A2 tq a1 + a2 = t}
)

>
( ∑

t∈2A

card{(a1, a2) ∈ A2 tq a1 + a2 = t}
)2

= card(A)4.

8b) Pour x /∈ X on a |f̂A(x)| < ρ card(A) =
card(A)
2
√

σ
, d'o�u :

∑
x/∈X

|f̂A(x)|4 6
card(A)2

4σ

∑
x/∈X

|f̂A(x)|2 6
card(A)2

4σ

∑
x∈Z/NZ

|f̂A(x)|2 6
N card(A)3

4σ
.

Si l'on suppose card(A) = αN alors on obtient l'in�egalit�e demand�ee.

Dans le cas général l’inégalité demandée est fausse : Prenons N = 5 et A = {0, 1}. Alors σ = 3
2 et ρ = 1√

6
.

Par ailleurs, |f̂A(0)| = 2, |f̂A(1)| = |f̂A(4)| = 2 cos(π
5 ) ≈ 1.6 et |f̂A(2)| = |f̂A(3)| = 2 cos( 2π

5 ) ≈ 0.6, tandis que

ρ card(A) =
√

2
3 ≈ 0.8. Ainsi Z/5Z \ X = {2, 3} et

∑
x/∈X

|f̂A(x)|4 > 0. Cette somme ne peut rester major�ee par

α3N4/σ = 15
2 α3 sous la seule condition 0 < α 6 card(A)/N = 2

5 .

8c) Soit a ∈ Z et b ∈ a + NZ tel que dN(a) = |b/N|. On a |1−ωa| = 2| sin(πb/N)| 6 2π|b/N| = 2πdN(a).
Soit alors a ∈ B(X, 1

16 ). Pour x ∈ X on a |1−ω−ax| 6 2πdN(ax) 6 π
8 , d'o�u :∣∣∣∑

x∈X

|f̂A(x)|4 −
∑
x∈X

|f̂A(x)|4ω−ax
∣∣∣ 6 π

8

∑
x∈X

|f̂A(x)|4.
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On en d�eduit : ∣∣∣ ∑
x∈Z/NZ

|f̂A(x)|4ω−ax
∣∣∣ >

∣∣∣∑
x∈X

|f̂A(x)|4ω−ax
∣∣∣− ∣∣∣∑

x/∈X

|f̂A(x)|4ω−ax
∣∣∣

> (1− π
8 )

∑
x∈X

|f̂A(x)|4 −
∑
x/∈X

|f̂A(x)|4

> (1− π
8 )

∑
x∈Z/NZ

|f̂A(x)|4 − (2− π
8 )

∑
x/∈X

|f̂A(x)|4.

On a vu en a que
∑

x∈Z/NZ

|f̂A(x)|4 >
N card(A)3

σ et en b que
∑

x/∈X

|f̂A(x)|4 6
N card(A)3

4σ . Il vient alors :

∣∣∣ ∑
x∈Z/NZ

|f̂A(x)|4ω−ax
∣∣∣ >

N card(A)3

4σ
(4− π

2 − (2− π
8 )) >

N card(A)3

4σ
(2− 3π

8 ) > 0.

D'apr�es 3b, ceci implique a ∈ 2A− 2A.
Remarque : on peut par les mêmes calculs prouver que B(X, r) ⊂ 2A− 2A pour tout r < 1

3π .

8d) Soit (x1, . . ., xκ) une suite ind�ependante maximale dans X, et K = {x1, . . ., xκ}.
Donc card(K) = κ 6 2ρ−2 ln(1/α) = 8σ ln(1/α). Et, d'apr�es 4b, B(K, r) ⊂ B(K, 1

16κ ) ⊂ B(X, 1
16 ) ⊂ 2A− 2A.

IV. Progressions arithmétiques

1a) Soit i tel que ξi n'est pas divisible par N. Donc ξi est premier �a N ; soient a, bi ∈ Z tels que aξi +Nbi = 1. Alors
pour tout choix des bj, j 6= i, les nombres aξ1 + Nb1, . . ., aξn + Nbn sont premiers entre eux dans leur ensemble
puisque l'un d'entre eux vaut 1.

1b) On choisit −→v 1 = a
−→
ξ + N

−→
b de sorte que l'une des coordonn�ees de −→v 1 soit �egale �a 1 (question pr�ec�edente), soit

aξi + Nbi = 1, puis on compl�ete avec les vecteurs −→e j, j 6= i. On obtient ainsi une base enti�ere de Rn, not�ee

(−→v 1, . . .,
−→v n). On a −→v 1 = a

−→
ξ + N

−→
b et ξi

−→v 1 = aξi
−→
ξ + Nξi

−→
b =

−→
ξ + N(ξi

−→
b − bi

−→
ξ ), donc les groupes

L = Z−→ξ +NZn et L′ = Z−→v 1+NZn sont �egaux. En particulier un vecteur −→x = t1
−→v 1+ . . . + tn

−→v n appartient �a L

si et seulement s'il appartient �a L′, c'est-�a-dire si et seulement si t1 est entier et t2, . . ., tn sont des entiers divisibles
par N.

1c) Soit u l'endomorphisme de Rn d�e�ni par u(x1, . . ., xn) = x1
−→v 1+Nx2

−→v 2+ . . .+Nxn
−→v n et � la forme quadratique

sur Rn d�e�nie par �(−→x ) = ‖u(−→x )‖2. On a disc(�) = det2(u) = N2n−2 det2(−→v 1, . . .,
−→v n) = N2n−2, donc il

existe une base enti�ere (−→x 1, . . .,
−→x n) telle que �(−→x 1). . .�(

−→x n) 6 ( 43 )
n(n−1)/2N2n−2, d'apr�es II-4h. Alors la

famille d�e�nie par −→wi = u(−→x i) convient : c'est une base de Rn car image par u { lin�eaire bijectif { de la base
(−→x 1, . . .,

−→x n), et elle est constitu�ee d'�el�ements de L d'apr�es la question pr�ec�edente.

2a) Par d�e�nition,
n∑

i=1

µi
−→wi−p(µ)ξ ∈ NZn. Donc p(µ) = p(µ′) =⇒

n∑
i=1

(µi−µ′i)
−→wi ∈ NZn. Or, pour µ, µ′ ∈M, on a∥∥∥ n∑

i=1

(µi − µ′i)
−→wi

∥∥∥ 6 2Nr < N. On en d�eduit p(µ) = p(µ′) =⇒
n∑

i=1

(µi − µ′i)
−→wi =

−→
0 =⇒ µ = µ′ car (−→w1, . . .,

−→wn)

est libre.

2b) D'apr�es 2a et 1c, card(P) = card(M) =
n∏

i=1

(
1 + 2

⌊
Nr

n‖−→wi‖
⌋)

>
n∏

i=1

(
Nr

n‖−→wi‖
)

> N( r
n )

n( 34 )
n(n−1)/4.

2c) Comme
n∑

i=1

µi
−→wi − p(µ)

−→
ξ ∈ NZn, on a pour tout j : dN(p(µ)ξj) = dN

( n∑
i=1

µie
∗
j (
−→wi)

)
6 1

N

∥∥∥ n∑
i=1

µi
−→wi

∥∥∥ 6 r.

3) Si X = {ξ1, . . ., ξn} 6= {0}, on pose
−→
ξ = (ξ1, . . ., ξn) et on applique les r�esultats pr�ec�edents (c'est possible car il y a

au moins un ξj non divisible par N). L'ensemble P d�e�ni en 2 est une progression arithm�etique au sens de l'�enonc�e,
de raisons x1, . . ., xn et l'injectivit�e de la restriction de p �a M montre que c'est une progression arithm�etique propre.
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Si X = {0} alors B(X, r) = Z/NZ est une progression arithm�etique propre de dimension 1 et de raison x1 = 1. Et
la taille, N, de Z/NZ est bien minor�ee par ( 34 )

0( r
1 )

1N.

4) Cette question est fausse : si l'on prend A = Z/NZ, on a σ = 1 et on peut choisir α ∈ ]0, 1] arbitrairement. Le
minorant de l'�enonc�e est donc non major�e alors qu'il est cens�e minorer la taille d'une partie incluse dans Z/NZ.

Tentative de correction de l’énoncé : avec III-8, on a l'existence de K ⊂ Z/NZ tel que B(K, r) ⊂ 2A − 2A
o�u card(K) = d 6 8σ ln(1/α) et r = 1/(128σ ln(1/α)). Si l'on suppose r < 1

2 { ce qui est faux en g�en�eral, cf.
contre-exemple ci-dessus { alors on peut appliquer la question pr�ec�edente, qui met en �evidence une progression
arithm�etique propre de dimension d et de taille sup�erieure ou �egale �a ( 34 )

d(d−1)/4rdN/dd. Ce minorant, compte-

tenu de la valeur de r, est celui demand�e au coe�cient 1/dd pr�es. . .

V. Théorème de Freiman-Rusza-Chang

1a) Prolonger les listes (x1, . . ., xk) et (y1, . . ., yk) en ajoutant un même �el�ement x ∈ A, k− p fois �a chaque liste.

1b) Il faut v�eri�er que la quantit�e f(a1)+ . . .+f(am)−f(b1)− . . .−f(bn) ne d�epend que de a1+. . .+am−b1− . . .−bn.
Soient a1, . . ., dn des �el�ements de A. On a :

a1 + . . . + am − b1 − . . . − bn = c1 + . . . + cm − d1 − . . . − dn

=⇒ a1 + . . . + am + d1 + . . . + dn = c1 + . . . + cm + b1 + . . . + bn

=⇒ f(a1) + . . . + f(am) + f(d1) + . . . + f(dn) = f(c1) + . . . + f(cm) + f(b1) + . . . + f(bn)

=⇒ f(a1) + . . . + f(am)− f(b1)− . . . − f(bn) = f(c1) + . . . + f(cm)− f(d1)− . . . − f(dn).

1c) Imm�ediat.

1d) On note A = {x0 +
∑d

i=1 nixi, 0 6 ni < Ni}. Pour i ∈ {1, . . ., d} tel que Ni > 1, la quantit�e f(x + xi)− f(x) ne
d�epend pas de x ∈ A ∩ (A− xi) puisque f est 2-tendue ; soit yi cette quantit�e. Pour i tel que Ni = 1, on choisit
pour yi un �el�ement arbitraire dans H. Ainsi f(x + xi) = f(x) + yi pour tout x tel que x + xi et x appartiennent
�a A. On en d�eduit par r�ecurrence sur les ni :

∀ (n1, . . ., nd) ∈ [[0,N1[[×. . . × [[0,Nd[[, f
(
x0 +

d∑
i=1

nixi

)
= f(x0) +

d∑
i=1

niyi.

Ainsi f(A) est la progression arithm�etique de premier terme f(x0), de raisons y1, . . ., yd et de taille N1 . . .Nd = M.

2a) Soient f : A −→ B et g : B −→ A deux applications k-tendues r�eciproques et F,G les fonctions associ�ees telles
que d�e�nies en 1b. Alors F et G sont p-tendues si p 6 k/(m + n) et l'on a par construction :

G(F(a1 + . . . + am − b1 − . . . − bn)) = G(f(a1) + . . . + f(am)− f(b1)− . . . − f(bn))

= g(f(a1)) + . . . + g(f(am))− g(f(b1))− . . . − g(f(bn))

= a1 + . . . + am − b1 − . . . − bn.

Ceci prouve que G ◦ F = idmA−nA et l'on a de même F ◦G = idmB−nB.

2b) Avec p = 1 on obtient une bijection entre mA− nA et mB− nB donc ces ensembles ont même cardinal.

3a) Soient x1, . . ., xk, y1, . . ., yk ∈ f−1(I(j)) tels que x1 + . . . + xk = y1 + . . . + yk. Donc f(x1) + . . . + f(xk) et
f(y1) + . . . + f(yk) sont deux �el�ements de [(j− 1)p, jp[ ∩N congrus entre eux modulo p ; ils sont �egaux.

3b) Si N = 0, on consid�ere que Z/0Z = Z et que la relation de congruence modulo N est l'identit�e sur Z. Partitionnons

uA = {ux, x ∈ A} =
k⋃

j=1

(uA)∩ f−1(I(j)). La restriction de fu �a chacun de ces sous-ensembles est k-tendue d'apr�es

la question pr�ec�edente et l'addivit�e de l'application Z 3 t 7−→ t mod N ∈ Z/NZ, et comme u ∈ (Z/pZ)∗, on a
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card(A) = card(uA) =
k∑

j=1

card((uA) ∩ f−1(I(j)). L'un de ces ensembles a donc un cardinal sup�erieur ou �egal

�a card(A)/k.

3c) Si N > 1, les �el�ements x de (Z/pZ)∗ tels que f(x) ≡ 0 (mod N) sont les classes de congruence modulo p des
entiers jN avec 0 < j < p

N . Il y a bp−1
N c tels x. Pour z ∈ (kA− kA) \ {0}, les uz, u ∈ (Z/pZ)∗ sont distincts non

nuls, donc il y a au plus bp−1
N c valeurs de u telles que f(uz) ≡ 0 (mod N).

Supposons N > card(kA − kA) (et donc N > 1) : il y a au plus N − 1 �el�ements non nuls dans kA − kA et
(N− 1)bp−1

N c < p− 1, donc il existe au moins un �el�ement u ∈ (Z/pZ)∗ tel que :

∀ z ∈ kA− kA, f(uz) ≡ 0 (mod N) ⇐⇒ z = 0.

Je dis que pour un tel u, on a :

∀ a1, . . ., bk ∈ A(u), fu(a1) + . . ..fu(ak) = fu(b1) + . . ..fu(bk) ⇐⇒ a1 + . . ..ak = b1 + . . . + bk. (∗)

D�emonstration :
soit j ∈ {1, . . ., k} tels que f(ua1), . . ., f(ubk) ∈ I(j). Alors f(ua1)+ . . .+f(uak) = f(u(a1+. . .+ak))+(j−1)p
car les deux membres sont congrus entre eux modulo p et appartiennent �a l'intervalle [(j− 1)p, jp[. De même,
f(ub1) + . . . + f(ubk) = f(u(b1 + . . . + bk)) + (j− 1)p. Ainsi :

fu(a1) + . . ..fu(ak) = fu(b1) + . . ..fu(bk)

⇐⇒ f(u(a1 + . . . + ak))− (j− 1)p ≡ f(u(b1 + . . . + bk) + (j− 1)p (mod N)

⇐⇒ f(u(a1 + . . . + ak))− f(u(b1 + . . . + bk)) ≡ 0 (mod N)

Or,

f(u(a1 + . . . + ak))︸ ︷︷ ︸
α

− f(u(b1 + . . . + bk))︸ ︷︷ ︸
β

=

{
f(u(a1 + . . . + ak − b1 − . . . − bk)) si α > β,

−f(u(b1 + . . . + bk − a1 − . . . − ak)) sinon.

Comme kA− kA et la relation de congruence modulo N sont stables par oppos�e, on obtient :

fu(a1) + . . ..fu(ak) = fu(b1) + . . ..fu(bk)

⇐⇒ u(a1 + . . . + ak − b1 − . . . − bk) = 0

⇐⇒ a1 + . . . + ak = b1 + . . . + bk par choix de u.

Ainsi (∗) est prouv�ee. On en d�eduit en prenant a2 = a3 = . . . = an = b2 = b3 = . . . = bn que la restriction de fu

�a A(u) est injective, donc fu|A(u) induit une bijection de A(u) sur son image. En�n fu|A(u) et sa r�eciproque sont
k-tendues d'apr�es (∗).

4a) On sait depuis I-4a que card(2A) > 2 card(A)− 1, soit σ > 2− 1/ card(A) > 3
2 .

4b) On suppose k > 1 dans cette question. Soit p un nombre premier majorant strictement kA− kA (il en existe) et
ϕ l'application Z 3 x 7−→ x mod p ∈ Z/pZ. Par choix de p et stabilit�e de de kA− kA par oppos�e, on a :

∀ a1, . . ., bk ∈ A, ϕ(a1) + . . . + ϕ(ak) = ϕ(b1) + . . . + ϕ(bk) ⇐⇒ a1 + . . . + ak = b1 + . . . + bk.

Comme on l'a vu en 3c, ceci implique que ϕ induit une bijection k-tendue de A sur ϕ(A) dont la r�eciproque est
elle aussi k-tendue.

4c) On applique 3 �a ϕ(A) ⊂ Z/pZ : si N > card(kϕ(A)− kϕ(A)) alors il existe une partie B ⊂ A telle que ϕ(B) est
k-semblable �a une partie C ⊂ Z/NZ et card(ϕ(B)) > card(ϕ(A))/k. Ceci est vrai en particulier si N > σ2k card(A)
car on a :

card(kϕ(A)− kϕ(A)) = card(ϕ(kA− kA)) 6 card(kA− kA) 6 σ2k card(A),

d'apr�es l'in�egalit�e de Pl�unnecke admise. Par ailleurs card(ϕ(A)) = card(A) et card(ϕ(B)) = card(B) car la
restriction de ϕ �a A est injective. En�n la k-similitude est manifestement une notion transitive, donc B est
k-semblable �a C.
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4d) L'existence de N r�esulte du postulat de Bertrand : pour tout n > 2, il existe un nombre premier dans

l'intervalle ]n, 2n[. La partie C ⊂ Z/NZ d�e�nie �a la question pr�ec�edente v�eri�e :

card(C) = card(B) >
card(A)

8
>

N

16σ16 ,
card(2C)

card(C)
=

card(2B)

card(B)
= σ′ 6

8 card(2A)

card(A)
= 8σ.

Donc en admettant la question IV-4 (contest�ee), 2C − 2C contient une progression arithm�etique propre de di-

mension d 6 64σ ln(16σ16) et de taille sup�erieure ou �egale �a N
( 34 )

d(d−1)/4

(128σ′ ln(16σ16))d
> card(A)

σ16( 34 )
d(d−1)/4

(1024σ ln(16σ16))d
.

D'apr�es 1d, cette progression arithm�etique est 2-semblable �a une progression arithm�etique ayant même dimension
et même taille (donc aussi propre), incluse dans 2B− 2B et par cons�equent incluse dans 2A− 2A.

Comme σ > 3
2 , on a 16 6 σ7, d'o�u d 6 64σ ln(σ23) = 1472σ ln(σ). Par ailleurs,

ln
( σ16( 34 )

d(d−1)/4

(1024σ ln(16σ16))d

)
= 16 lnσ + d ln

( ( 34 )
(d−1)/4

1024σ ln(16σ16)

)
> −d ln(1024σ ln(16σ16))− d(d− 1)

4
ln( 43 )

> −d ln(1024σ ln(σ23))− d2

4
ln( 43 )

> −d ln(1024× 23× σ ln(σ))− d2

4
ln( 43 )

> −dλσ ln(σ)− d2

4
ln( 43 )

> −µσ2 ln2(σ),

o�u λ et µ sont deux constantes que l'on pourrait calculer explicitement. En prenant c1 = max(1472, µ) on obtient
le r�esultat demand�e.

Remarque : des calculs similaires peuvent être men�es avec la minoration e�ectivement �etablie en IV-4 { la condition
r < 1

2 est satisfaite dans le cas �etudi�e { et conduisent au même r�esultat avec des constantes di��erentes.

5a) Les relations card(Pt) = ct card(P) et Pt ⊂ (t + 2)A − 2A sont �evidentes. On en d�eduit avec l'in�egalit�e de
Pl�unnecke : 2tσt card(P) 6 ct card(P) = card(Pt) 6 σt+4 card(A), ce qui implique la majoration demand�ee.

5b) Soit x ∈ A. Si x /∈ St alors il existe y ∈ St tel que x+Pt et y+Pt sont non disjointes ; soit x+p = y+q un �el�ement
commun. On a x = q−p+y ∈ Pt−Pt +St. On obtient la même conclusion si x ∈ St car Pt−Pt contient 0. Ainsi
A ⊂ Pt−Pt +St = (P+S′0+ . . . +S′t−1)− (P+S′0+ . . . +S′t−1)+St = (P−P)+(S′0−S′0)+ . . . +(S′t−1−S′t−1)+St.

5c) Soit S = {s1, . . ., sn}. On a S ⊂ {0 +
∑n

i=1 nisi tq 0 6 ni 6 1}, donc S− S ⊂ {0 +
∑n

i=1 nisi tq − 1 6 ni 6 1}.
Ce dernier ensemble est une progression arithm�etique de dimension n = card(S) et de taille 3n. On en d�eduit que
S′0 − S′0,. . . ,S

′
t−1 − S′t−1 sont inclus dans des progressions arithm�etiques convenables et St est lui aussi contenu

dans une progression arithmm�etique de dimension card(St) et taille 2card(St). En ce qui concerne P − P, �ecrivons

P = {x0 +
∑d

i=1 nixi tq 0 6 ni < Ni}. Alors P − P est une progression arithm�etique de dimension d et de taille∏d
i=1(2Ni − 1) 6 2d

∏d
i=1 Ni = 2d card(P). D'o�u �nalement A est inclus dans une progression arithm�etique dont

la dimension δ est la somme des dimensions et la taille τ est le produit des tailles des progressions pr�ec�edentes.

Majoration de δ :

δ = d + card(S′0) + . . . + card(S′t−1) + card(St) 6 d + (t + 1)c 6 d + 2tc 6 d + 2c ln(σ4/β)/ ln(2).

La derni�ere majoration vient de l'in�egalit�e 2t 6 σ4/β vue en a. On a de plus c < 2σ + 1 6 8
3σ, d'o�u �nalement :

δ 6 d + 16
3 ln 2σ ln(σ4/β).

Majoration de ln(τ/ card(A)) :

ln(τ/ card(A)) 6 d ln(2) + ln(β) + ln(3)(card(S′0) + . . . + card(S′t−1)) + ln(2) card(St)

6 d ln(2) + ln(β) + ln(3)(t + 1)c

6 d ln(2) + ln(β) + 16 ln 3
3 ln 2 σ ln(σ4/β).
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On n'obtient pas les majorations demand�ees, et je ne vois pas comment obtenir ces derni�eres, mais cela su�ra
pour la question suivante.

6) D'apr�es 4, on peut trouver P telle que d 6 c1σ ln(σ) et ln(1/β) 6 c1σ
2 ln2(σ). En reportant ces majorations dans

celles obtenues �a la question pr�ec�edente, on obtient :

δ 6 c1σ ln(σ) + 64
3 ln 2σ ln(σ) + 16

3 ln 2c1σ
3 ln2(σ) = O(σ3 ln2(σ))

On trouve de même que ln(τ/ card(A)) est major�e par O(σ3 ln2(σ)).

Fin du corrigé
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