ENS MPI 2009 Maths-1 Corrigé de M. Quercia (michel.quercia@prepas.org)

I. Somme de parties

la) Par récurrence sur n.

1b) On associe & un t-uplet a = (ay, ..., ay) d’entiers naturels la suite finie & valeurs dans un ensemble a deux éléments

{o]}:

@la)=1(e...0]|0...0| .. |0.. 0)
a; fois as fois a fois

Cette association définit clairement une bijection entre les suites finies d’entiers naturels et les suites finies a valeurs
dans {e,|}. Et cette bijection envoie les t-uplets de somme N sur les (N + t — 1)-uplets comportant N symboles o
et t — 1 symboles |. Ily a (N‘H 1) tels (N + t — 1)-uplets, d’out le résultat.

1c) tiN(NJﬁ_l) = &1+ M=) (1 + 3)(1+ ) décroit par rapport 4 t & N fixé, vaut 1 pour t = 1 et tend vers %
lorsque t — oo.

2a) Soit x € G. Les ensembles A et x — B ne peuvent étre disjoints car la somme de leurs cardinaux dépasse card G ;
il existe donc a € A et b € B tels que a = x — b, c’est-a-dire x = a+ b. Ainsi G C A + B et l'inclusion inverse est
triviale.

2b) G = Z/2Z, A = B = {0 mod 2}.

3a) SibeBonaA+bCA+Bdoucard(A) = card(A 4+ b) < card(A + B). De méme card(B) < card(A + B), ce qui
donne la premiére inégalité. Par ailleurs l’application (a,b) — a + b induit une surjection de A x B sur A + B
d’otr card(A + B) < card(A x B) = card(A) card(B).

3b) La suite (card(kA)) est croissante d’aprés la question précédente. Pour prouver la derniére inégalité on note
t = card(A), A = {x1,...,X¢}, et on remarque que tout élément x de nA s’écrit d’au moins une maniére sous la
forme x = a;x; + ... + atx¢ ol ai,...,a¢ sont des entiers naturels tels que a; + ... + ay = n (réordonner une
décomposition de x). Ainsi card(nA) est majoré par le nombre de t-uplets (a4, ..., at), soit par (“":t_l) d’apres 1b.

4a) SiA ={ay,...,ap} et B={by,...,bq} avecavec a; < ... <ap et by < ... <bgalorsa; +b; <a; +by < ...
<ap+bg<ax+bg<...<ap+ by, donc on a ainsi mis en évidence p + q — 1 éléments distincts dans A + B.

4b) Avec les notations précédentes, si card(A+B) =p+q—1alors A+B = {ai1+by,...,a1+bg,a2+bg,...,ap+bg}.
Les nombres az+by, ..., ax+bg_1 forment une suite strictement croissante dans cet ensemble, strictement comprise
entre a; + by et az + by, d’olt az + by = a; + by pour 1 < i< q. En particulier bi;; — by = az — a; donc les
éléments de B forment une suite arithmétique de raison d = a; — a;. Par symétrie des roles, les éléments de A
forment une suite arithmétique de raison by, — b; = d.

5a) Le caractére sous-groupe est immédiat. De plus si a € H, on a H C a — A donc H est fini et card(H) < card(A).

5b) Si B C H alors A + B = A par définition de H. Si B C b+ H alors A+ B = A +b. Dans les deux cas on
a bien card(A + B) = card(A). Réciproquement, si card(A + B) = card(A), soit b € Get BB =B —-b. On a
A+ B = (A + B) — b est un sur-ensemble de A car 0 € B/, de méme cardinal que A par hypothése sur B, d’ott
A+ B’ = A, c’est-a-dire B’ C H. Et donc B=b+ B’ C b+ H.

6) On a card(A — B) > max(card(A), card(—B)) = max(card(A) card(B)) > /card(A) card(B) d’ou dr(A,B) >

Inégalité triangulaire : considérons l'application ¢ :

{(A—C)X(B—C) . G

(y) — x-v.
Siz=a—b € A—B alors pour tout c € Con az= @(a—c,b—c)donc z a au moins card(C) antécédants
distincts par ¢@. On en déduit :

card(A — C) card(B — C) Z card( o Z card(¢@*(z)) > card(C) card(A — B).
z€G zEA—-B
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1)

2)

3)

4a)

4b)

4c)

4d)

En divisant les deux membres extrémes par \/ card(A) card(C \/ card(B) card(C) puis en prenant les logarithmes,
on obtient I'inégalité triangulaire demandée.

Si dr(A,B) = 0 alors card(A — B) = max(card(A),card(B)) = /card(A) card(B) d’ott card(A — B) = card(A) =
card(B). D’aprés 5, —B C —b + H ot —b est un élément quelconque de —B et H le sous-groupe associé a A en 5a.
Ainsi B C b—H = b + H, puis card(B) < card(H) < card(A) = card(B), donc B=b+ H. Enfinsia € A, on a
H C a—A et les deux ensembles ont méme cardinal, d’ot A = a+H. Réciproquement, si A = a+H et B = b+H avec
a,b € G et H un sous-groupe fini de G alors A—B = (a—b)+H, d’ol1 card(A) = card(B) = card(H) = card(A —B)
et dR(A,B) =0.

II. Valeurs aux entiers de formes quadratiques définies positives

Soit M la matrice de (V'y, ..., V) dans la base canonique (€71, ..., €, ) de R™. La famille (V’, ..., V;,) est une
base entitre si et seulement si M est & coefficients entiers et €74, ..., €, sont combinaisons linéaires a coefficients
entiers de (V'y, ..., V'n), soit si et seulement si M € M (Z) et il existe P € M, (Z) telle que MP = I,,. Dans ce
cas, det(M) det(P) = 1 donc det(M) € {—1,1} car les deux facteurs sont entiers. Réciproquement, si M € M (Z)
et det(M) = +1 alors P = det(M)* com(M) € My (Z) et MP = I,, donc (V', ..., V') est une base entiére.

Lorsque s(V’) = 1, ¥V est au signe prés un des vecteurs de la base canonique et il existe donc une base entitre
commengant par V. Supposons la propriété vraie pour tout vecteur v’ & coordonnées premiéres entre elles tel que
s(V) < N et considérons V' = (ai,...,an) € Z™ & coordonnées premiéres entre elles avec s(V) = N > 1 : soit 1
tel que |ai| soit minimal parmi les coordonnees non nulles de V' et j # i tel que aj # 0 (j existe sinon V"= a; €}
avec |ai| = s(V’) > 1 donc les coordonnées de V' ne sont par premleres entre elles). On note a; = q|ai| + 1 la
division euclidienne de a; par |ai| et on considére le vecteur W = V' + (r — q;) €; (c’est-a-dire le vecteur obtenu
en remplagant a; par r dans V' et en conservant toutes les autres coordonnées). Comme 0 < r < |ai| < |g;/, on a
s(W) < s(¥") = N. De plus le sous-groupe de Z engendré par les coordonnées de Vet celui engendré par celles de W
sont clairements égaux, donc les coordonnées de W sont premiéres entre elles. Par hypothése de récurrence il existe
une base entiére commencant par W, donc une matrice M € M, (Z) de déterminant +1 dont la premiére colonne
représente le vecteur W. Soit P = I, + sgn(ai)qE;; la matrice de l'opération élémentaire L; «— L; + sgn(ai)qL; :
onaP € M, (Z), det(P) = 1 et la premiére colonne de PM représente V'. Enfin PM € M,,(Z) et det(PM) =
donc PM représente une base entiére qui commence par V.

La matrice M de $ est caractérisée par les relations : *M = MetV X € R", (X)) = tr(*XMX) o1 X est la matrice
du vecteur X". Si U est la matrice de 'endomorphisme u on a alors : $(u( X)) = tr(*(UX)M(UX)) = tr(* X' UMUX)
et *'UMU est symétrique, donc c’est la matrice de ® ou. La relation sur les discriminants s’ensuit.

$ étant définie positive, /& est une norme sur R™. En particulier, A = {V € Z™\ {0} tq (V) < &(e1)}
est une partie bornée de Z", non vide, donc finie. Ainsi il existe V'; € A tel que ®(V’;) est minimal. Alors
pour V€ Z"\ {0}, on a (V) > &(V1)si Ve Aet (V) = d(€1) > ®(Vy) si V ¢ A. Cecli prouve que
®(Vv'1) = min{®(V’), vV € Z™\ {0}} et ce minimum est strictement positif car V’; # 0 et $ est définie positive.

11 suffit de prouver que les coordonnées de V’; sont premiéres entre elles. De fait, si d est le pgcd des coordonnées
de v’y alors d >0 car v’y #0 et vy/d € Z™\ {0}. Donc (V1) < ®(V1/d) = ®(Vv'1)/d?, d’ott d < 1 et donc
d=1.

Soit f la forme polaire de . Pour x;,...,xn € Rona,ennotant ' =% Va+ ... +Xn Vn :

@(lel 4+ ... +xn7n) = Xl‘i’(\) 1) + 2X1f(\1 1, g)) + ‘i’(g))
=m(®)(x1 + f(V'1, T)/m(®))* + &(T) — f(V'1, T)*/m(®).

L1(X1,...,Xn) <I;‘1()(2y~~~>xn)
On reprend les notations de la question précédente. Soit (xz,...,xn) € R ! et x; = —f(¥'1, §)/m(®). Donc
B1(x2y -y Xn) =®(x1 V1 + T) = 0et ®1(xa,...,xn) = 0 si et seulement si x; V'; + § = 0, soit si et seulement si
Y = 0, soit encore si et seulement si x; = ... = xn = 0. Donc ®; est définie positive.
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Considérons a présent les endomorphismes u,v de R™ définis par u(xi,...,xn) = (L(x1, ..., Xn), X2, .-, Xn) €t
V(X1, ooy Xn) = X1 Vit X0 V. Onadet(u) =1(1,0,...,0) = let det(v) = det &, . @ )(V’l, ey Vi) = %1

car (V' ..., V'n) est une base entiére. Notons enfin ®{(x1,...,xn) = m(®)xZ+&1(x2,...,xn). Avec 3, on obtient :

disc(®) = disc(®) det(v)? = disc(® o v) = disc(®] o u) = disc(®}) det(u)? = disc(®]) = m(®) disc(®,).

4e) Prendre pour x; l'entier le plus proche de —f(V'y, §')/m(®).

4f) Soit (x2,...,xn) € Z™1\ {0} tel que ®1(x2,...,xn) = M(®1) et x1 € Z tel que [L(x1,...,xn)| < 1. On a donc

m(®) < @(x1 V1 + ... +xn V) < 3m(®) + m(&1), ce qui donne I'inégalité demandée.

n

m(@)" _ m(e)"t < (4t m(%,)" 14...+(n-1) M(2)
disc(®) — disc(®;) '3 disc(®$;) disc(®)
quand la dimension augmente. Pour n = 1 elle vaut clairement 1, et l'on en déduit 'inégalité demandée (inégalité
de HERMITE).

décroit

4g) Avec 4d et 4f on obtient , donc la quantité ($)

4h) Pour n = 1 c’est évident. Pour n > 1 on choisit v'; € Z™ \ {0} tel que $(V'1) = m(®) et on compléte (V1) en

une base entiere (V'y, ..., V). Soit ®; la forme quadratique sur R™~! définie en 4c. Par hypothése de récurrence
il existe une base entitre (s, ..., Wy) de R™! telle que $;(W>)... 1 (W) < (£)(M"D(M=2)/2 isc(d;).

Soit Wi = (Xi2y..-,Xin) € xi,1 € Z tel que [Li(xi1,..,Xin)| < % On pose alors Wi = X{,1V1+ ... +XinVn
et on vérifie que (V'y, Wa, ..., Wy, ) répond au probléme :

on a ®(Wi) = m(@)L2(xi,1, ..., Xin) + S1(Wi) < 2(W;) + $1(TW;) done (W) < $81(W;). Ainsi :
(V1)B(Wa)... 3(Wn) < M(B)(2)" 181 (Ws)...81(Wn) < ()M D2 disc(d).

Si V' € Z™, il existe des entiers o, ..., 0 tels que V=0 V'] + ... + ot V' et il existe des entiers Bo, ..., Pn tels

que (&a, .., 0n) = B1 W1 + ... + P Wn. Alors:
OC2V>2 + ...+ och’n = BQ(WQ — X201 VH) + ...+ Bn(wn —Xn,1 Vl)

Ceci prouve que Vv est combinaison linéaire a coefficients entiers de (V'y, W2, ..., Wy ) et donc cette famille est
bien une base entiére de R™.

ITII. Transformation de Fourier et somme d’ensembles

1) Calcul immédiat.

2a) Y fx)w = % S fb)wb-aox = ST f(b)w(P~ 9%, La somme interne vaut 0 si b # a
XEZ/MZ XEZ/MZYEZ/NZ beEZ/NZ xEZ/NZ
et Nf(a) si b = a donc la somme double vaut Nf(a).

2b) ¥ e =X X fe@w =Y ¥ f(xgla)w = 3 Nf(a)g(a).

XEZ/MZ X€Z a€Z/nZ a€Z x€Z/nZ acZ/MZ

2) fxg(x) = ¥ (fxg)@w™= Y 3 f(b)gla—bjw™= Y ¥ f(b)g(a—bw™

a€Z/NZ a€Z/MZbeEZ/nZ bEZ/NZ a€Z/NZ
= ¥ 3 i®e@wtor = (¥ fpe)( $ glw) = Fx)ax).
beEZ/NZ ceZ/nZ beZ/nZ CEZ/NZ

32) ¥ faP= ¥ (To*)(T e ™)=Y ¥ ¥ e =5 5 N=Ncard(A).

X€EZ/NZ x€Z/MZ “acA beA acEA bEA XxEZ/NZ a€a b=a
> o falt= X X Y X Y wlettrerdx= 37 3 3 N
XE€EZ/MZ XEZ/MZ aEA DEA cEA dEA acEA bEA ceA d=a+b—c

= Ncard{(a,b,c,d) € A*tqga+b=c+d}.

MO93M1CA.TEX PAGE 3



3b) On ade méme Y. [f(x)[*w " = Ncard{(a,b,c,d) € Atqa+b—c—d=t}.

XEZ/NZ
4a) Six € X alors (xg, ..., Xk, x) n'est pas indépendante au sens de 1'énoncé, donc il existe €1, ...,e¢, € € {—1,0,1} non
K K
tous nuls tels que > eixi + ex=0. On a € # 0 car (xq, ...,x«) est indépendante, d’ott x = > (—eei)x4.
i=1 i=1

4b) On a pour a € Z : dy(amod N) = L d(a,NZ) o1 d est la distance ordinaire sur Z. En particulier dy satisfait &
I'inégalité triangulaire. Soit x € B(K,r/k) : dn(ax) < v/k pour tout a € K, donc dn(ax) < r pour tout a de la

K
forme a = > eix; avec ¢; € {—1,0, 1}, en particulier pour tout a € X. Ceci prouve B(K,r/k) C B(X,r).
i=1

5a) Dériver deux fois.

5b) La courbe de y —— exp(ty) est au dessous de sa corde entre les points tels que y = —1et y = 1.

5c) cosh(t) = > (t2n) Z = exp(t?/2) car (2n)! =n! x (n+1)...(2n) > 2™"nl.
n=0 n=0
6a) 30 = ¥ g(@)w™ =1 ¥ Y (Gt 4 guettn)) = 13 (¢ ¥ @t g ¥ o),
acA acAij=1 j=1 acA acA

Six € K alors il existe un unique j tel que x = x; et on a x # —xy pour tout k € {1,...,k} car (x1,...,%.) est

indépendante. On a donc §(x) = Tlc; dans ce cas. De méme si x € —K, x = —x;, alors §(x) = 5'C;. Enfin, si

x ¢ KU (—=K) alors §(x) = 0. C’est en particulier le cas pour x =0donc 0 = §(0) = >  g(a).

a€Z/NZ

6b) D'apres 2b, > g(a)’= Y §()a(-—x)= > §()a(-—x) =22 §(x)4(-x) = XKZI il
a€Z/nZ x€Z/NZ x€KU(—K) x€K j=1

6c) Notons p = card(]). On a pour a € Z :
HCOS < Tak; + 6;) 2]9 H Wi 105 4y % o—10; 1) = 2% Z wa(ziel ijj)ei(zjel ejei).
je] je] ce{-1,1}]

Comme ) ;y &%j # 0, la somme de ces quantités lorsque a décrit {0, ...,N — 1} est nulle d’aprés 1.

6d) Pour a € Z et j € {1,...,}, on éerit : tR(c;w™ ) = t[cj|cos(3Fa%k; + 6;) = t[cjlyj(a) avec 6; € R et
y;j(a) € [-1,1]. Alors :

N-1 N-1 «
1 1 .
5 2 exp(ta(@) < 5 - ] (cosh(tles]) + uj(a) sinh(tles))
a=0 a=0 j=1
1 N-1
<y X ITvi(asinh(tie;) T cosh(tle; )
a=0 Jc{1,...,k}j€J igJ
1 N-1
< Y 5 2 [Tviasinhtie;) TT coshtle; )
Jc{1,...,x} a=0 jeJ €]
N-1
1 .
< Y (5 2 Hw(@) [Tsinbttes)) TT cosh(tles
Jc{1,...,x} a=0 je]J i€l ig]

D’apres la question précédente, seul le cas | = @ fournit une somme interne non nulle. Il vient :

2 N-1

= Z exp(tg(a Hcosh (tlc;]) Hexp 1%|c5%) = exp( Z |c; | ) = exp( Z g(a)2).

j=1 a=0

= T Halg) ¥ w0 = 3 Y Faly)w o,

a€eZ/NZ j=1 j=1 j=1 acA acAj=1

Z\
(o)
°«

[=)
S—r
[\v)
Il
0=
—
>
-
x
)
o
Il
=
—+»
>
oy

Kol
v
A
\_/

7a) D’aprés 6b,
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Cette somme est réelle, donc égale a la somme des parties réelles : % S5og(@)?= > gla)= Y f(a)g(a).
a€Z/NZ a€A a€Z/NZ

7b) Par convexité de la fonction exponentielle et 1'égalité précédente, on a :

carldA Z exp(tg(a)) > eXp(calrldA Z tg(a)) - exp(% Z 9(0)2)'
acA GeA

a€Z/NZ
Mais on a aussi avec 6d :
1 1 N t2 1 t2
< < — 2) <= (7 2)‘
— 2 exp(to(a) < —— > exp(tg(a)) < exp(N Y. 9@?) < sexp(g D o)
acA ac€Z/NZ a€Z/NZ a€eZ/NZ

Ainsi :

2
VteR, 1n(1/oc)+tN 3 g(a)2>% 3 g(a).

a€Z/NZ a€Z/NZ

Le discriminant en t de la différence est donc négatif ou nul, ce qui donne l'inégalité demandée.

< 2 > 2 _ N - 25 N 2 2
7c) Résulte de N card(A)? In(1/x) > anz/:NZg( a) ) );| A(%))|* = 5 kp? card(A)*.

8a) D’aprés 3a et compte tenu de card(A) > aN, il suffit de prouver que le nombre de quadruplets (ay, as, as, ag) € A*
tels que a; + a; = az + ag est minoré par card(A)3/o = card(A)*/card(2A). Soit n ce nombre. On a :

ncard(2A) = card(2A) Z card{(ai, az, a3, as) € Attgai+ay=t=az+ as}

te2A

= card(2A) > card{(a1, az) € A® tq a3 + az = t} x card{(as, as) € A* tq as + ag = t}
tE2A

= card(2A) Z card®*{(as,az) € A% tq a; + a; = t}
te2A

= (Z 12) ( Z cardz{(al, 0.2) € A2 tq a; +ag = t})

te2A te2A
2
> (Z card{(a;,az) € A’ tq a; + az = t}) = card(A)*.

te2A

8b) Pour x ¢ X on a [fa(x)| < pcard(A) = Ca;il(F ) d’ott :
- card(A)? - card(A)? - N card(A)?
S a0l <« LAY S g e < SEUAT $m e« NearAT
xgX xgX xE€Z/NZ

Sil'on suppose card(A) = aN alors on obtient l'inégalité demandée.

Dans le cas général I’inégalité demandée est fausse : Prenons N =5et A = {0,1}. Alors 0 = § et p= %
Par ailleurs, |fA(0)] = 2, [fa(1)] = [fa(4)] = 2cos(Z) ~ 1.6 et [fa(2)] = [fa(3)| = 2cos(Z) ~ 0.6, tandis que

pcard(A) = \/5 ~ 0.8. Ainsi Z/5Z\ X = {2,3} et 3 [fa(x)|* > 0. Cette somme ne peut rester majorée par
xgX
a®N*/o = L3 sous la seule condition 0 < « < card(A)/N = 2

8c) Soit a € Z et b € a 4+ NZ tel que dy(a) = [b/N|. Ona |1 — w?| = 2|sin(7rb/N)| < 27nt[b/N| = 2mdn (a).
Soit alors a € B(X Pour x e Xon a |1 — w™*| < 2ndn(ax) € F, d’olr :

S Al - Y Ao | < § 3 facor

xeX xeX xeX

)15)
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On en déduit :
Y Famlw ] > [ Fatotwme

_ ’Z H:A(X)|4w7ax
Xx€EZ/NZ xeX xgX

>(1-5) ) At =D Hfalx)?

xeX ngX
>(1-5) > lfam*- DAk
X€Z/NZ xgX
o 3 )
Onavuenaque Y [fa(x)]*> % eten b que > [fa(x)|* < % 11 vient alors :
X€Z/NZ x€X
2 N card(A N card(A)*
S fatgfwer| s NEAA x5 g NdAT 5 _amy s,

XEZ/NZ

D’apres 3b, ceci implique a € 2A — 2A.
Remarque : on peut par les mémes calculs prouver que B(X,r) C 2A — 2A pour tout v < %

8d) Soit (x1, ...,x) une suite indépendante maximale dans X, et K = {x1,...,x«}.

Donc card(K) = k < 2p~?In(1/x) = 80ln(1/«). Et, d’aprés 4b, B(K,r) C B(K C B(X,5) C2A —2A.

) lGK)

IV. Progressions arithmétiques

1a) Soit 1 tel que &; n’est pas divisible par N. Donc &; est premier a N ; soient a,b; € Z tels que a&; + Nb; = 1. Alors
pour tout choix des bj, j # 1, les nombres a&; + Nby, ..., a&, + Nb,, sont premiers entre eux dans leur ensemble
puisque 'un d’entre eux vaut 1.

1b) On choisit v; = a?—i— ND de sorte que 'une des coordonnées de V'; soit égale & 1 (question précédente), soit
a&; + Nb; = 1, puis on complete avec les vecteurs €75, j # i. On obtient ainsi une base entiére de R", notée

— — — — — — — — — — —
(Vi,...,Vn). Ona vy = a& +Nb et &V = a&i & + N&ED = & + N(& b — by &), donc les groupes
L=ZEF +NZ" et I/ = Zv; + NZ™ sont égaux. En particulier un vecteur X = t; v’y +... +t, V', appartient a L

si et seulement s’il appartient & L', c’est-a-dire si et seulement si t; est entier et t,, ..., t,, sont des entiers divisibles
par N.

1c) Soit ul'endomorphisme de R™ défini par w(x1, ...,Xn) = X1 V1+Nxo Vo +... + Nx,, V', et @ la forme quadratique
sur R" définie par $(X) = ||u(X )H2 On a disc(®) = det®(u) = N2"2det®(v,..., Vin) = N?"~2, donc il
existe une base entitre (X1, ..., X'n) telle que ®(X71)...®(¥n) < (2)"(""V/2N2"=2] d’aprés II-4h. Alors la
famille définie par W; = u(X}4) convient : c’est une base de R"™ car image par u — linéaire bijectif — de la base
(X1, ..., X'n), et elle est constituée d’éléments de L d’aprés la question précédente.

n n
2a) Par définition, > Wi —p(n)& € NZ™. Donc p(p) = p(v') = Z(Hi* u)wi € NZ™. Or, pour p, 1 € M, on a

N i=1
> (i — 1)
i=1
est libre.

Tl
< 2N < N. On en déduit p(p) = p(p') = > (wi — W) Wi = 0 = p =y car (Wy,..., Wn)
i=1

2b) D’aprés 2a et 1c, card(P) = card(M) = [] (1 + 2{n|?\h‘i||J) = 11 (nd\lrlﬂ) > N(Z)n(3)nin-1)/4,

i=1 i=1

2c) Comme i wwi — p( )E € NZ", on a pour tout j : dn(p(p)&;) = dN<Z uie ( l)) < %
i=1

3) SiX={&,...,&n} # {0}, on pose = (&1, ..., &n) et on applique les résultats précédents (c’est possible carily a
au moins un &; non divisible par N). L’ensemble P défini en 2 est une progression arithmétique au sens de ’énoncé,
de raisons Xxg, ..., X et l'injectivité de la restriction de p & M montre que c’est une progression arithmétique propre.
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Si X = {0} alors B(X,r) = Z/NZ est une progression arithmétique propre de dimension 1 et de raison x; = 1. Et
la taille, N, de Z/NZ est bien minorée par ($)°($)*N.

4) Cette question est fausse : sil'on prend A = Z/NZ, on a 0 = 1 et on peut choisir & € ]0, 1] arbitrairement. Le
minorant de 1’énoncé est donc non majoré alors qu'il est censé minorer la taille d’une partie incluse dans Z/NZ.

Tentative de correction de I’énoncé : avec ITI-8, on a l'existence de K C Z/NZ tel que B(K,r) C 2A — 2A

ou card(K) = d < 80ln(1/x) et r = 1/(12801n(1/w)). Si l'on suppose r < 1 — ce qui est faux en général, cf.
contre-exemple ci-dessus — alors on peut appliquer la question précédente, qui met en évidence une progression
arithmétique propre de dimension d et de taille supérieure ou égale a (2)4(4-1)/4rdN/d4. Ce minorant, compte-

1
tenu de la valeur de 1, est celui demandé au coefficient 1/d< pres...

V. Théoreme de Freiman-Rusza-Chang

1a) Prolonger les listes (xg,...,xk) et (y1,...,yx) en ajoutant un méme élément x € A, k — p fois a chaque liste.

1b) Il faut vérifier que la quantité f(a;)+... +f(am)—f(b1)—... —f(bn) ne dépend quede a1 +...+a;,, — by —... —by.
Soient aj,...,d, des éléments de A. On a :
(ll-l-...-l—(lm*bl*..‘ 7bn:C1+.‘.+Cm7d17 7dn

= a+...+tan+di+...+dn=c1+...+Cn+b+... +by
= f(a1) + ... + flam) +f(d1) + ... + f(dn) = f(c1) + ... + f(cm) + f(b1) + ... + f(bn)
= f(ai) + ... + f(am) — f(b1) — ... = f(bn) =f(c1) + ... + f(cm) — f(d1) — ... — f(dn).

1c) Immédiat.

1d) On note A = {xg + Z?:l nixi, 0 <y < Ni}. Pour i€ {1,...,d} tel que N; > 1, la quantité f(x + x;) — f(x) ne
dépend pas de x € AN (A — x;i) puisque f est 2-tendue ; soit y; cette quantité. Pour i tel que Ni = 1, on choisit
pour y; un élément arbitraire dans H. Ainsi f(x + x;{) = f(x) + yi pour tout x tel que x + x; et x appartiennent
a A. On en déduit par récurrence sur les n; :

d d

v (Tll, ...,Tld) S [[O,Nl[[x... X [[O,Nd[[, f(Xo + Znixi) = f(Xo) + Zniyi.
i=1 i=1
Ainsi f(A) est la progression arithmétique de premier terme f(xg), de raisons yi, ...,yq et de taille N;...N4q = M.

2a) Soient f : A — B et g : B — A deux applications k-tendues réciproques et F, G les fonctions associées telles
que définies en 1b. Alors F et G sont p-tendues si p < k/(m + n) et ’on a par construction :

G(F(ag + ... + @m — b1 — ... — b)) = G(f(ar) + ... + f(am) — f(b1) — ... — f(bn))
=9(f(a1)) + ... + g(f(am)) — g(f(bs)) — ... — g(f(bn))
:a1+.‘.+am7b17...7bn.

Ceci prouve que GoF =id,A_na et I'on a de méme Fo G = idg_nB-
2b) Avec p = 1 on obtient une bijection entre mA — nA et mB — nB donc ces ensembles ont méme cardinal.

3a) Soient xi,...,Xx,Y1, -, Yk € T 1(I(j)) tels que x; + ... + xx = Y1 + ... + yx. Donc f(x1) + ... + f(xx) et
f(y1) + ... + f(yx) sont deux éléments de [(j — 1)p, jp[ N N congrus entre eux modulo p ; ils sont égaux.

3b) Si N =0, on considére que Z/0Z = Z et que la relation de congruence modulo N est I'identité sur Z. Partitionnons
k

uA = {ux, x € A} = [J (WA)Nf1(1(j)). La restriction de f,, & chacun de ces sous-ensembles est k-tendue d’aprés
j=1

la question précédente et I’addivité de I'application Z > t —— t mod N € Z/NZ, et comme u € (Z/pZ)*, on a
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k

card(A) = card(uA) = 3 card((uA) N f~1(I(j)). L'un de ces ensembles a donc un cardinal supérieur ou égal
j=1

a card(A)/k.

3c) Si N > 1, les éléments x de (Z/pZ)* tels que f(x) = 0 (mod N) sont les classes de congruence modulo p des
entiers jN avec 0 <j < &. I1'y a |2} tels x. Pour z € (kA — kA) \ {0}, les uz, u € (Z/pZ)* sont distincts non
nuls, donc il y a au plus LPT_” valeurs de u telles que f(uz) =0 (mod N).

Supposons N > card(kA — kA) (et donc N > 1) : il y a au plus N — 1 éléments non nuls dans kA — kA et
(N —1)[ 2t <p — 1, donc il existe au moins un élément u € (Z/pZ)* tel que :

VzekA—-KkA, f(uz) =0 (mod N) <= z=0.
Je dis que pour un tel u, on a :
Y ag,...,bg € A(u), fu(al) + ....fu((lk) = fu(bl) + fu(bk) <~ a;+....ax = by + ... + by. (*)
Démonstration :
soit j € {1, ...,k} tels que f(uay), ..., f(uby) € I(j). Alors f(uas)+...+f(uay) = f(wlas +...+ax))+(G—1)p
car les deux membres sont congrus entre eux modulo p et appartiennent a 'intervalle [(j — 1)p,jp[. De méme,

fluby) + ... + f(uby) = f(u(bys + ... +bi)) + ( — 1)p. Alnsi:

fu((ll) + . ...fu(ak) = fu(bl) + fu(bk)

— f(wWar+...+a)—(G-—Dp=flwb; +... +b)+((—1)p (mod N)
<~ f(u(al + ...+ Clk)) - f(u(bl + ...+ bk)) =0 (IIlOd N)
Or,
Fu(as + -+ ay)) — F(u(by + .. +by)) = {_ﬁﬁggi L i;‘::zi o :zg; b

« B

Comme kA — kA et la relation de congruence modulo N sont stables par opposé, on obtient :

fular) + ....fulax) = fu(bs) + ....fu(by)
<:>u(a1+...+ak—b1— —bk):O
< a+...+ar=by+...+bx par choix de .
Ainsi (%) est prouvée. On en déduit en prenant a = a3 = ... = ap, = by = bz = ... = by, que la restriction de f,,

a A(u) est injective, donc fy|a(y) induit une bijection de A(u) sur son image. Enfin f|a(y) et sa réciproque sont
k-tendues d’aprés ().

4a) On sait depuis I-4a que card(2A) > 2card(A) — 1, soit ¢ > 2 — 1/card(A) > 3.

4b) On suppose k > 1 dans cette question. Soit p un nombre premier majorant strictement kA — kA (il en existe) et
@ lapplication Z 3 x —— x mod p € Z/pZ. Par choix de p et stabilité de de kA — kA par opposé, on a :

Vai,..,bx €A ola)+...+olax) =@b1)+ ...+ o(bx) <= a1+ ... +ax =br + ... + by.

Comme on I'a vu en 3c, ceci implique que @ induit une bijection k-tendue de A sur ¢@(A) dont la réciproque est
elle aussi k-tendue.

4c) On applique 3 & 9(A) C Z/pZ : si N > card(k@(A) — k@(A)) alors il existe une partie B C A telle que @(B) est
k-semblable & une partie C C Z/NZ et card(¢(B)) > card(¢@(A))/k. Ceci est vrai en particulier si N > o2 card(A)

car on a :
card(k@(A) — k@(A)) = card(p(kA — kA)) < card(kA — kA) < 0¥ card(A),

d’aprés l'inégalité de PLUNNECKE admise. Par ailleurs card(@(A)) = card(A) et card(@(B)) = card(B) car la
restriction de @ a A est injective. Enfin la k-similitude est manifestement une notion transitive, donc B est
k-semblable a C.
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4d) L’existence de N résulte du postulat de BERTRAND : pour tout n > 2, il existe un nombre premier dans

5a)

5b)

5¢)

Uintervalle In, 2n[. La partie C C Z/NZ définie a la question précédente vérifie :

card(C) = card(B) > card(A) S N card(2C) _ card(2B) _ o< 8card(2A)
card(A)

= ) = 8o.
8 16016 card(C) card(B) ’

Donc en admettant la question IV-4 (contestée), 2C — 2C contient une progression arithmétique propre de di-
(§)d(d71)/4 0.16(§)d(d71)/4
1 4

> card(A .
(1280’ In(160°))2 >~ 4N G020 In(16077)0
D’apres 1d, cette progression arithmétique est 2-semblable a une progression arithmétique ayant méme dimension
et méme taille (donc aussi propre), incluse dans 2B — 2B et par conséquent incluse dans 2A — 2A.

mension d < 6401n(160'%) et de taille supérieure ou égale & N

Comme 0 > 2, on a 16 < 07, d’'oit d < 6401n(0?%) = 147201n(0). Par ailleurs,

O.lﬁ(%)d(d—l)/4 (§)(d—1)/4
=16lno+dln( —2"————
11((10240111(16016))‘1) ne n(102401n(16016))
> —dlIn(102401n(160"%)) — wm(g)
d2
> —dIn(102401n(c*%)) — — In(%)

4
2

> —dIn(1024 x 23 x oln(0)) — %ln(%)
d2

> —dAoln(o) — Zln(%)

2 —H0'2 11’12(0_),

ol A et p sont deux constantes que ’on pourrait calculer explicitement. En prenant ¢; = max(1472, u) on obtient
le résultat demandé.

Remarque : des calculs similaires peuvent étre menés avec la minoration effectivement établie en I'V-4 —la condition
T< % est satisfaite dans le cas étudié — et conduisent au méme résultat avec des constantes différentes.

Les relations card(Py) = c'card(P) et Py C (t + 2)A — 2A sont évidentes. On en déduit avec l'inégalité de
PLUNNECKE : 20t card(P) < c'card(P) = card(P,) < o'**card(A), ce qui implique la majoration demandée.

Soit x € A. Six ¢ S¢ alors il existe y € Sy tel que x+ Py et y+ Py sont non disjointes ; soit x+p = y+ q un élément
commun. Onax=q—p+y € Py — P +S¢. On obtient la méme conclusion si x € Sy car Py — P; contient 0. Ainsi
ACP —P+S¢=(P+Ss+...+S1_1)—(P+Sg+ ... +S4_1)+S¢ = (P—=P)+(Sp—Sg) + ... +(St_1 —S{_1) + St

Soit S = {s1,...,8n}. Ona S C {0+ > misitq0<ny <1}, doncS—SC{0+> nisitg —1<ny <1}
Ce dernier ensemble est une progression arithmétique de dimension n = card(S) et de taille 3™. On en déduit que
Sy — Sg,---,St_1 — Si_; sont inclus dans des progressions arithmétiques convenables et S; est lui aussi contenu
dans une progression arithmmétique de dimension card(S;) et taille 2°2*%(St), En ce qui concerne P — P, écrivons
P={x+ Zle nix; tqg 0 < ny < Ni}. Alors P — P est une progression arithmétique de dimension d et de taille
Hf:1(2Ni -1 <24 Hid:1 N; = 29 card(P). Dot finalement A est inclus dans une progression arithmétique dont
la dimension § est la somme des dimensions et la taille T est le produit des tailles des progressions précédentes.

Majoration de b :
& = d+card(S}) + ... +card(S}_;) + card(S;) < d+ (t+ 1)c < d + 2tc < d + 2cln(c*/B)/In(2).

La derniére majoration vient de I'inégalité 2' < o/ vue en a. On a de plus ¢ < 20+ 1 < %G, d’otlt finalement :

5 < d+ 512 0ln(0*/B).

Majoration de In(t/card(A)) :

In(t/card(A)) < d1n(2) + In(B) + In(3)(card(Sg) + ... + card(S;_;)) + In(2) card(Sy)
< dIn(2) +In(B) + In(3)(t + 1)c
<dl

n(2) +In(B) + Pl oln(a?/B).
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On n’obtient pas les majorations demandées, et je ne vois pas comment obtenir ces derniéres, mais cela suffira
pour la question suivante.

6) D’aprés 4, on peut trouver P telle que d < c;0ln(0) et In(1/B) < ¢1021n?(0). En reportant ces majorations dans
celles obtenues a la question précédente, on obtient :

5 < c101n(0) + 5% 0ln(0) + 532-c,0° In(0) = O(0® In*(0))

On trouve de méme que In(t/ card(A)) est majoré par O(o® In(0)).

Fin du corrigé
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