CCP 2002 Mathématiques 2

Partie 1

1. La trace est évidemment linéaire.

2.SiA=B=1,etn>2 tr(AB) = tr(l,) = n et tr(A)tr(B) = n?, donc

tr(AB) # tr(A)tr(B)

Posons AB = C et Béél =D.Ona alorg ;
Vi e {1, ..,n}, Cii = Z a;kbr; et di; = Z aikb/ﬂ‘; D’ou :
k=1 k=1

tr(AB) = Z (Z aikbki) = > (Z aikbki) (addition commutative et associative)
k=1
= Z (Z bkzazk) = Z (Z bzkakz)
k=1 i=1 \k=1
= tr(BA). On a montré :

VA, B € M, (R), t(AB) = tr(BA)

3. tr(P7*AP) = tr (P71 (AP)) = tr ((AP) P~1) (d’apreés la question 2)
=tr(A).

On a montré :

tr(P~*AP) = tr(A)

4. Si A et B sont semblables, leurs polynomes caractéristiques sont égaux (polynomes caractéristiques
d’un méme endomorphisme).

ail — X . . . QA1n
22 ag — X
Pa(X) =
Qnl . . . App — X
ail 0. . 0 QA1n
n . . 0 . ,
=3 (=Xx)F > .0 . . . Tu (en développant par multilinéarité
k= 1<iy <oo<ip_p<n| . . .1 S
a1 0 . 0 ap n—k
dans chaque colonne)
1 0 a4 0 O
n| 0 1. . .
En particulier, le coefficient de X" ! est (—1)"_1 R .ag .. |, donc, il vaut

=1

(_1>n—1 Z Q..
=1

Donc Py(X) = (—1)" (X" —tr(HX" 14+ ..+ (—1)" det(A))|

Deux matrices semblables A et B ayant mémes polynomes caractéristiques, les coefficients de X"~1
dans chaque polynome étant égaux, 1'on a :

tr(A) = tr(B)

5. Soient A et B € M, (R) telles que AB—BA = 21,,, on a alors tr(AB—BA) = tr (21,,). Or tr(AB—
BA) =tr(AB)—tr(BA) =0 et tr (2I,) = 2tr(I,) = 2n. On ne peut donc avoir tr(AB — BA) = tr(21,).

6. Soit A € A, (R). On a alors tr(A) = tr(*A) = tr(—A) = —tr(A). D’ou :
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tr(A) =0

Partie 11

1. - VA B e M, (R), (A,B) = tr(*AB) = tr('(*AB)) = tr(*BA) = (B,A). Dou (.,.) est
symétrique.

— VA, B,C € M, (R), Vo, € R, (a¢A+ B,C) = tr(*(cA+ 8B)C) = a.tr(*AC) + S.tr(*BC) =
a. (A, C)+ [.(B,C). car la transposition et la trace sont linéaires. D’ou (.,.) est linéaire a gauche et a
droite puisque symétrique.(.,.) est

— VA € M, (R), (A, A) = tr(*AA). Posons B = 'AA. On a Vi € {1,...n}, by = Y a, et
k=1

(4,4)=% (i aii) Dot -

=1 \k=1
A#0=(A,A)>0et

[(.,.) est un produit scalaire|

2. 50 (R) N Au (R) = {A € My, (R) /'A=Aet'A=—A} = {0}.
VAeMn(]R),A:A+ A, A

2
antisymétrique. On en déduit que

. donc A est somme d’une matrice symétrique et d’une matrice

S, (R) et A, (R) sont supplémentaires.|

3. (S, Ay =tr(*SA) = tr(SA) car S est symétrique.
D’autre part, (S, A) = tr(*(*SA)) = tr(*AS) = tr(—AS) = —tr(AS) = —tr(SA) d’apreés la premiere
partie.
D’ou :
(5, 4) =0
On a alors A, (R) C S, (R)*; or dim&, (R)" = dim M, (R) — dim S, (R) = dim A, (R) (d’apres la
question 2); Donc :

‘f4n(ﬂ§> ::éil(ﬁg>l‘
et A, (R) et S, (R) sont supplémentaires orthogonaux.

4. On a vu que A’ est la projection orthogonale de A sur S, (R); d’ou si M € S, (R), l'on a
A—M=(A—-A")+ (A" — M) ou l'on a fait apparaitre la somme de 2 Imatrices orthogonales; d’ou :
IA = M|* = | A = A" + |4 = M]]* et

VM e S, (R). [A-M[">[|A- A

L’on en déduit, puisque A’ € S, (R), que inf |[|[A—M|*=|A- 4| <
MES(R)

MeSn(R) =1 \ j=1
n tA— Al
inf Q5 — My 2 =
MeSn(R)izzl <le< ! i) ) 2

5. Remarquons que ¥(z,y,2) € R3, f(z,y,2) = ||A— M| avec A = ( % i ) et M = ( g :g ) On
a alors :
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1
tA— Al 0 —3 1
min z,y,z) = inf |[A—M|*= = 2 =
(m,y,z)E]RSf( Y ) MESy(R) H | 2 1 0
2
D’ou :
i fla.y.2) =
min r,Y,2) = —=.
(z,y,2)ER3 y 2
A4+ 'A

Il est atteint pour M = , C’est a dire pour

=~ DN Ot

2

N OU =

D
le,yzﬁetz:ll

6. |AC — CB|*> = tr (* (AC — CB) (AC — CB))
—tr ("C*'AAC — 'C*ACB — 'B'CAC + 'B'CCB) =

|AC — CB|* = tr (\C*AAC) — tr (\C'ACB) — tr ("B'CAC) + tr ("B'CCB)

IPAC — C'B||* = tr (* ({AC — C'B) ({AC — C'B))
— tr (\CA'AC) — tr (\CAC'B) — tr (B'C*AC) + tr (B'CC'B)

= tr "C'AAC) — tr *B'CAC) — tr ("C*ACB) + tr *BB'CC) car A'A = 'AA et
tr(MN) =tr(NM)

= tr ("C*AAC) — tr *C*ACB) — tr ("B'CAC) + tr (B*'B'CC') car 'BB = B'B et
tr(*M) = tr(M)

= tr ("C'AAC) — tr (*C'ACB) — tr (*B'CAC) + tr ('B*CCB) car tr(MN) = tr(NM).

D’ou :

['AC = C'B||* = tr (‘\C'AAC) — tr (\C'ACB) — tr (‘B'CAC) + tr (‘B'CCB)

[[AC - CB|” = |'AC - C*BJ]

On en déduit évidemment :

AC=CB < "AC =C"Bl

Partie 111
1. Pour n = 1, toutes les matrices sont symétriques, permutent 2 a 2 et sont diagonale.
La propriété est donc vraie en prenant 2 = I;.

2.1. Si Sy, ..., S, sont diagonale, il suffit encore de prendre 2 = [,, et I'on a trouvé une matrice {2
orthogonale telle que Vi € {1,...,p}, Q7152 € D, (R) .

2.2. S étant une matrice symétrique réelle, son polynome caractéristique est scindé dans R, S; est
diagonalisable et il existe 1 € O, (R) telle que

Q1519 € D, (R). en ayant formé Q; apreés avoir ordonné les valeurs propres de S;, I'on peut assurer
I’existence d'un entier r, d’'un réel A\, d’'une matrice diagonale A d’ordre n — r ne contenant pas A tels que

QflSlQl = ( )\é’" g ) en outre si ’on avait » = n, I’on aurait QflSlQl =\, = S1 = \I,. or S; nest

pas diagonale; d’oul <r <n — 1.

i i) tBZ‘ tC,‘ car ) € O, (R) et S; €8, (R) .
1, 18, Q1) = Q7 Sy

t( Az Bz ) tAz‘ tDi
2.3. Vi€ {1,...p}," (' 88) = s

D'ou :
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(‘5 e )=(5 &)=~

'B; = D; et A; et C; sont symétriques.

2.4. Vi € {1, ...,p}, 5152 = 5251 = (Ql_l 191) (Ql_lsle) = (Ql_lsle) (Ql_llel)

S
-CH ) (8 8)-(5 81T 1)
B; MNA; B;A
AD A)

= (an ac)=(

B;A = \B;

AC; = C;A
Or, d’aprés 2.3., AD; = AD; <> A'B; = \'B; & B; 'A = A\B; & B;A = \B; car A € D, (R). D'otl :

Vi € {1, ...,p}, 5152 = 5151 = { iZCvAZ i E\;vZBAZ

O les colonnes de B; A sont les produits des colonnes de B; par les valeurs propres de S; distinctes de
les colonnes de AB; sont les produits des colonnes de B; par A

Par identification, on déduit B; = 0 et comme D; = 'B;, D; = 0.
D’ou :

On peut remarquer que tout ce qui précede est encore vrai pour ¢ = 1.
2.5. On a alors VZ,j S {1, ...,p}, SZSJ = SJSZ = (Ql_lsle) (Ql_lszl) = (Ql_lszl) (Ql_lsle)
A 0 A; 0 A; 0O A; 0O
=(0 )l e)=(vc)(va)
A A0 AjA 0 >
( OJ CiCj)Z( JO CC).Onamontre.

Vi, j e {1,...,p}, SiS; —SS@{é’éjiéjéf

2.6. Les A; et C; sont symétriques d’ordre strictement inférieur & n. Les A; (respectivement les
C;) commutent 2 a 2. D’ou d’apres 'hypothese de récurrence, il existe deux matrices Qs € O, (R) et
Q3 € O, (R) telles que

.. Q;lAZQQ €D, (R)
V’l,] € {17"'7p}7 { leCZQg c Dn—r (R) .

Qy 0

Soit alors €y = . Alors Q' = 1 )= et Qe 0, (R).
0 Q 4
A
0

Q
Vi,j € {1,...,]?}, Qzl (91_15191) Yy = ( 0 le ) Z CQz ) ( %2 83 )
07T AQ, 0 )
- 0 Q3 1Ci8
En posant €2 = {4, on obtient une matrice 2 de O
On a ainsi montré par récurrence que :

» (R) telle que Vi € {1,....,p}, Q7150 € D, (R).

Vn € N*,Vp € N*, VS, ..., S, € S, (R) permutant 2 a 2,

HQ € O, (R) telle que Vi € {1,...,p}, Q15,0 € D, (R)|
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3.1. Ap = A1+ I, dont AjAs = A2+ Ay = AyAy,; comme Az =0, Ay, As As commutent 2 a 2.; elles

sont aussi symétriques réelles.

De méme, Cy = Cy + Iy et C5 = —C} 4 21,. D’ou, C, Cy (s, symétriques réelles, commutent 2 a 2.

On a vérifié que :

{A1, Ay, As} et {C), 05, Cs} vérifient 'hypothese A(2)

Diagonalisons A; a I’aide d’'une matrice de passage orthogonale.

Ly V3
Py =4 4 =X? - X =X (X —1). Dou les sous-espaces propres de A; :
V3 3
Vo2 x
4 4
( 1
3 V3B 2
E4, (1) a pour équation gttt Y= 0ey=+3ret By (1) = Vect @
\ 2 J
1 V3 ( Vs
E4, (0) a pour équation ittt Y= 0 x=—V3yet By (0)=Vect 12
(\ 2
1 V3
En posant Qy = \%g 12 ,on aalors Vi € {1,2,3}, 9, 4;,Q = A} € Dy (R).
2 2

Ai=(g ) A=A+L=(g 1 )etA=0

Diagonalisons ('} a I'aide d’une matrice de passage orthogonale.
1 1
X -
Po, =1 2 1 2 = X? - X =X (X —1). Dot les sous-espaces propres de C :

1 1
E¢, (1) a pour équation —5% + Sy = 0 y=uxet B (1) =Vect

1 1
E¢, (0) a pour équation STty = 0 x=—yet Eq (0) =Vect

w‘§wi§w‘§w‘§

Ve
En posant ), = \/75 _g ,on aalors Vi € {1,2,3}, Q,'CiQly = C! € Dy (R)
2 2
10
00

),c;:chQ:(g ?)etCéz—C’{—l—QIQ:((l] g)

C{:(

On a bien sur aussi 22 et ), € Oy (R).

3.2. Posons ) = ( %2 gg]/ ) . On a alors, Vi € {1, 2,3},
2

g (B0 A 0N 0N _ (9040, 0 (A0
¢ SZQ_( 0 Q5 (0 Cz‘><0 Qé)‘ " 0 0, )\ 0 C
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En outre,

o

w

el o

€ 04 (R)

o b3‘<\PDIPA
o
[0‘<ﬁ ‘ o o
)
SR |

0

et les colonnes Vi, Vs, V3, Vy de © sont donc des vecteurs propres communs a Si, S, S3.

/
Comme Q715,Q = 132 CO,( ) , les valeurs propres associées (sur la diagonale) sont :

S1 ]Sy 53

Vil1l]27]0

VaTOTTTO

i 1]2]1

ViTOo 172
AAA
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