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Corrigé de I’épreuve de Mathématiques I concours Centrale-Supélec 2005
Partie 1

LA1)Va eR, VneN,

ch(na) = %
_ % i () eh(a)™* (sh(a)* + (~1)*sh(a)")
= Z_ (5) ch(a)" *sh(a)?* (simplification des termes de rang impair) °
0<2k<n
[n/2] o
= ;; (5) ch(@)"~?* (ch(a)? — 1)
D’ou :
[n/2] n i
_ n—2k 2
Va € R, Vn € N, ch(na) = kzo <2k> ch(a) (ch(a)® — 1)

[n/2]

I.A.2) Posons pour tout n € N, P, = > () X" 2% (X? — ",
k=0

Alors, d’apres 1LA.1), YVa € R, Vn €N, ch(na) = P,(ch(a)). Cela prouve l'existence des
polynomes P, cherchés et :

[n/2]

VneN, b= <27;> X (x2 1)

k=0

D’oti, par application de la formule précédente :
Po=1 P =X, P, =2X%2-1, P,=4X?-3X, P,=8X*-8X?+1

[.B.1) L'on a : Va € R, Vn € N\ {0,1},
ch(na) 4+ ch((n — 2)a) = 2ch((n — 1)a)ch(«a)
& P,(ch(o)) + P,—2(ch(r)) =2P,_1(ch(a))P;(ch(a))
Comme Vy € [1,4+00[, Ja € R, y = ch(«), on en déduit que le polynéme P, + P, 5 —2X.P, 4
s’annule pour tout y € [1, +oo[. Ayant une infinité de racines, il est nul et :

\Vn €N, Py+ Py =2X.P, 4]

Py et P, étant évidemment définis de maniére unique, la propriété précédente donnant P, en
fonction de P,_; et P,_s, une démonstration par récurrence simple justifie
I'unicité de la suite de polynémes (P, ) en-

[.B.2) On montrerait, comme dans la question I.A.1., que :
[n/2]

Vo € R, Vn €N, cos(na) = > (5;) cos(a)” % (cos(a)? — 1)",

les formules de trigonométrie hyperboliques se déduisant des formules de trigonométrie circulaire
en substituant ch a cos et ish a sin. D’ou :

Va € R, Vn € N, cos(na) = P,(cos(a))

[.B.3) Une récurrence simple montre que P, est de degré n, que son coefficient dominant est 1
pour n =0 et 2"~ ! pour n > 1 et que P, est de la parité de n.
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[.B.4) Soit z € R vérifiant |x| > 1 et n > 1, alors Ja € R*, |z| = ch(«)
Comme P, est pair ou impair, |P,(z)| = |P,(|z|)| = |P.(ch())| = ch(na) > 1 car na # 0.
Donc :

Vn e N, Ve e R, |z| > 1= |P,(x)] > 1

[.C - Résolvons I'équation cos(na) = 0.

cos(na) =0 < na= g 7]

2 1 :
s3keT, a= 2k + 1w
an 2k +1
D’ou P,(cos(a)) =0« Ik € Z, a = (QJ
n
2k +1
En particulier, pour tout k£ € {0,1,...,n—1}, P, (cos (%)) =0.

(2k+ 1)m

Or comme la suite (
2n

) est une suite de réels de |0, 7[ strictement croissante
ke{0,1,....n—1}

. . . 2k+1)m _
et cos est strictement décroissante sur [0, 7], la suite | cos u est une suite
2n ke{0,1,...n—1}

7777

strictement décroissante de n réels de | — 1, 1] qui annulent chacun le polynéme P, de degré n. Ce
sont donc les n racines de P,.

Les racines de P, sont donc toutes réelles, distinctes et appartiennent a l'intervalle | — 1,1[. Se-
lon I’énoncé, on peut poser :

21+ 1
xi:cos(%—)ﬁ)pourogign—l
n

Partie I1

IT.A.1) Pour f € E, f est bornée. Supposons M € R* tel que |f| < M.
f(®)
VIi- £

converge (simple), on en déduit que :

1
t
/ /) dt converge.

1 V1 =12

Comme ¢t —

t
est continue sur |—1, 1[, Vt €]—1, 1], ‘\/{( )tQ

M
< etf_ll—dt
V1—1t2 1 —¢2

IT.A.2. Comme l'intégrale est linéaire, ® est bilinéaire.
® est évidemment symétrique.

2
Soit f € E\{0}, alors (f|f) > 0. Si (f|f) =0, comme t — /) est continue et positive sur

Vi

|—1,1[, Pon a:
0 2 _
vVt el —1,1], m—@ & f(t)P=0
< f(t)=0

f étant continue sur [—1,1], f = 0. Il y a contradiction, donc ®(f, f) > 0 et ® est définie
positive. D’ou :
® est un produit scalaire sur E.

II.B - u — t = cos(u) est un difféomorphisme de classe C' de |0, 7| sur | — 1,1[. C’est donc un
changement de variables valide dans I,, et I, = foﬂ cos(u)"du. Une intégration par parties montre
que :
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Vn € N\{0,1}, nl, = (n— 1)1,

Or IO f 1 \/Tlf? [aICSin(t)]l_l =met [y =0car la fonction intégrée est impaire. Dot
2p—1
Vp e N*, Iy = : D Loy
@ -)e-3),
o 2p—4
(2p)(2p — 2)
= ... (récurrence simple)
(2p-1)...31
B Eng...zu 0
T(2p)! .
= 23 ())? (formule encore vraie pour p=0)
On a montré :
7(2p)!
VpeN, I, = W et Iopr1 =0

1 Po() Pa(t)
V-2

I1.C.1) Le méme changement de variables qu’en I1.B. montre que, pour m,n € N, f
J cos(mu) cos(nu)du. D’ou :

Sim#n f %gt)dt

% Jo (cos((m + n)u) + cos((m — n)u)) du
1 [sin((m +n)u)  sin((m —n)u)]”™
a{ : |
=0

m-+n m-—n 0

P 1
Sim=n#0, f1 =5 " (cos(2mu) + 1) du
llsm2mu }W
2
P, (t)? 2
mt ™
Sim=n=0, fll\/l(T)ﬁdt :fo du
=7
( P, ()P, (t
si m # n, 11%%:0
En résumé sim=n#0 fl P ()" dt = =
) - ; 1 /—t2 _5
: m(t)”
sim=mn=0, dt =
( fl\/—

On en déduit que (P,),, € N est une suite de polynémes orthogonaux pour le produit scalaire ®.

I1.C.2) (Py, P1,...,P,) est une suite de n + 1 polynomes de degrés échelonnés de F,,. C’en est
donc une base. Soient m et n € N tels que n < m.
ag, ay,...,a,) € R X" = 5" Py et :
k=0
1 t"Pp(t) 1 Pi(t) P (t)

fu g = e S

= 0 d’apres la question précédente.

dt
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1
t" P, (t)

Donc dt =0
/_1 Nigers

II.D - On a vu que Fy = Vect{Py,..., Py} et (Fo,...,Py) est une base orthogonale de Fj.

Py Py )
. est donc une base orthonormée de Fj.
(HPoll || Py

La distance de h & Fy vaut 1/ ||h||> — ||2||? ot h désigne la projection orthogonale de h sur Fj.

_ 4 P\ P

h=3%" (h| b ) i
im0 \ 1Bl 1Pl

4 P \? 4 (h|R)?
Do, [|A]* = - (h\ > Z :
=0 HP H =0 [|1P%l?

h(t) Py
Or (h|Py) = 1 MOLD) 4, Py(t)dt. Dot :
( ’ k) 1 f_1 \/1— f
(h’PO) = f_1 dt =
(h|P) = [',tdt =0
2
(h|Py) =2 [ (2% — 1)dt = -5
(h|Ps) = f11(4t3 — 3t)dt = 0 (polynome impair).
2

(h|Py) =2 [, (8t* — 82 + 1)dt = 5+ Donc :
Il = 4 8 8 1108

97 = 2257 2257

Enfin HhH2 = [} VI —8dt = [ sin(u)2du = g
1

. m 1108 /45072 — 4432

Partie II1

e}

IIILA.1) Vo €] — 1,1], [\/1 —2?P'(z)] = P'(z) ++1—22P"(x), ce qui montre que

—x
Wi
Vo el —1,1[, v1-— x2dix[\/1 — 22P'(z)] = —zP'(z) + (1 — 2?)P"(x).

Posons Q = —XP' + (1 — X?)P”.

Alors Vo €] — 1,1[, Q(z) = V1 — x2 [\/1 22 P'(x)]. D’ou l'existence de Q.

Si 2 polynomes Q1 et Q5 vérifient la meme propriété, alors Vo €] — 1, 1], Q1(x) = Q2(x); cela
montre que )1 — )2 possede une infinité de racines et donc qu’il est nul : ()1 = Q2. D’ou 'unicité
de Q.

Donc, pour tout P de F,,, il existe un polynome () unique tel que :

Vo €] —1,1], Q(z) = V1 — :EQC%[\/l — 22P'(x)]

La dérivation étant linéaire, ¢ est évidemment linéaire ; en outre, comme P € F,,, —X P’ + (1 —
X2)P" € F,. D'ou :

@ est un endomorphisme de F;,

IILLA.2) o(1) =0
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p(X) =-X
Vke{2,...,n}, o(X*) = -XEX*1+ (1 - X?)k(k—1)XF2
= —kXF 4+ k(k—1)X*2 - k(k-1)XF
= —k*XF 4+ k(k—1)X*2
D’ou la matrice de ¢ dans la base canonique de F,.

0 0 2
-1 0 (0)
—4 . k(k—-1)
M = 0
—k? n(n —1)
(0) 0

II1.A.3) Les valeurs propres de ¢ se trouvent sur la diagonale de M (triangulaire). On constate
que @ possede n+1 valeurs propres 2 a 2 distinctes. Comme en outre dim F,, = n+1, ¢ est diagonalisable.

IILB.1) VP, Q € F,,
1 (PR

2p(P)@) = !, AL
= LS (e t2p'<t>) @( &
[\/1 —t2P'(t ]1_ 1 V1 —t2P'(t)Q'(t)dt (intégration par parties)
= -4V 752P'( )Q( )
De méme, ®(P,¢(Q)) = 2(0(Q), P) = — [1, VI = EP(1)Q ()dt = ((P), Q).

On en déduit que ¢ est un endomorphisme symétrique de F,.

I11.B.2) La matrice M de ¢ montre que Vk € {0,1,...,n}, o(X*) € Vect{1,X,..., X*}; d’on,
comme Vk € {0,1,...,n}, d°P, =k, ¢(Py) € Vect{l, X, .., XM =Vect{R,..., P}

Posons donc Vk € {0,1,...,n}, o(Py) = Z i P
On a alors Vk € {0,1,.. ,n}, Vj e {O,l,...,lc}7

(o(Pr)|F5) (Z AiFi| F;)
K
;) i(Pi|F;)
= A\j(Pj|P;) (car (B;)icqo,..n} est orthogonale)
D’autre part :
(p(P)|Pj) = (Pelp(P))). Orsi j < k, (Pyle(P;)) = 0 car d’apres I11.C.2), pour tout polynéme
Q de Fj, (F|Q) = 0 et o(F;) € Fj.
Donc pour j < k, \;j(FP;|P;) = 0 = «a; =0 (car P; # 0). On en déduit que :

VkE{O,l,...,TL}, QO(Pk):)\kPk

k
Posons P, = > o; X' Alors oy, # 0 et p(P) = Z a;(X"). Le terme de plus haut degré de
i=0
©(P,) se trouve dans agp(X*) et vaut a la fois, ay x ( k:sz) et A\ x apX*.
On en déduit :

Vi e {0,1,...,n}, \p = —k?
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I11.B.3) I11.B.2) montre que (P, ..., P,) est une base de F,, formée de vecteurs propres de .

En outre, Vk € {0,1,...,n}, ¢(P:) est vecteur propre de ¢ associé a la valeur propre —k?. Donc,
on a retrouveé :

@ est diagonalisable, le spectre de ¢, ainsi qu’'une base de vecteurs propres de ¢.
[I.C.1) Posons py: F?—R
P + (P
(P.Q) — A(P|Q) + B ! (Ple(Q))

Alors p) est évidemment bilinéaire et symétrique (propriétés du produit scalaire ®).
D’autre part, VP € Fy, p\(P, P) = q\(P). Donc :

’q,\ est une forme quadratique sur F3 associée a la forme polaire p) ‘

P,
II1.C.2) Utilisons la base orthonormée de Fy, (Qo, Q1,Q2) ot Q) = L Posons, pour tout P

1P|
de Fy, P =1Qo+ yQ: + 2Qs.
Alors gA(P) = A2® +y° + 2°) + (—yQ1 — 42Q2|rQo + yQ:1 + 2Qs)
= A2 + g%+ 22) — o — 422
=X+ (A= 1D)y? + (A —4)22
La nature de la quadrique d’équation ¢,(P) = 1 est alors donnée par le tableau suivant :

A A<0] 0<A<1 1 l<A<4 4 A>4
Nature de hyperboloide cylindre hyperboloide | cylindre
la quadrique 0 a 2 nappes | hyperbolique | a une nappe | elliptique | ellipsoide
Partie IV
IV.A.1) L’application: R: E —R est linéaire

1 f(t)
i mdt — (Aof(x0) + Arf(21) + Aaf(22))

(car I'intégrale est linéaire et par définition des opérations dans E')
Sa restriction a Fy est nulle si et seulement si R(Fy) =0, R(P) =0 et R(P,) = 0.
Cela donne le systeme :

Ag+ A+ Ay = (R|P) =m
ToAg + 1A + 224, =(P|P)=0 ;&
Ao+ A+ Ay =

™
ono + QflAl + ZL‘QAQ =0
™
T3Ag + 23 A + 234y = =

Or zy = cos (%) = ﬁ, 1 = COs (f) =0, x9 = cos (5—7T> = —\/—g. D’ou :

[\

2 2 6 2
Ao+ A + A =7
V3 V3
—Ay——4, =0 & (Ag, Ay, Ag) = <z, z, Z). Donc :
2 g2 3°3'3
SAp+ 4, =2
4707y 2
™o T
(VP € By, RP)=0) & (Ao, A1, ) = (5, 5. 7)

IV.A.2) Soit P € F5; posons P = QP; + L ou @ et L sont les quotient et reste de la division
euclidienne de P par P5;. On a alors a la fois d°Q) < 2 et d°L <2 car d°P; = 3 et d°P < 5.
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Q1) P3(t) + L(t)

Dot R(P) = [}, \/ﬁ —AOP(xO) — A P(z1) — Ay P ()
= (Q|P5) f ) L(zg) — A1 L(x1) — Ay L(x2)
= (! L(t) — xXr — A — s
_0_1 Wow AOL( o) — A1 L(z1) — Ao L(zs)

(car Ps3(xy) =0 et (Q|P3) = 0 puisque d°Q < 2 (I1.C.2))

J’ai montré, que pour les valeurs de Ay, A; et Ay trouvées précédemment :

VP e Fs, R(P)=0

5175

vV—x?2 -2z

En outre, lim

z—0~

De plus, I(z)

IVB-z-5 est continue sur | — 2,0/

(=2)° K
- T (x+2)i2

z——27F

Donc I converge.
Effectuons dans I le changement de variables t = x 4+ 1. On a alors :
)5
f 1 /1 _ t2
Soit P = (X —1)°. Alors I = AygP(xo) + A1 P(x1) + Ay P(z2) puisque R(P)

(? — 1) + (—1)° + (—? — 1)

. Donc :

n—1

n—1
S cos((2j +1)x) = > Re @t
j=0 j=0
n—1
= Re eim Z eQz’jm
i=0
2inr __ 1
ez _
sin(nx)
sinix)

_ cos(nx) sin(nx)

IV.C.1)

= Re e” (car z # 0 [r])

= Re e

sin(z)
Donc :

_ _ sin(2nz)
2sin(x)

e =5 (o (257))
S ()

Zcos (27 + 1)z

IV.C.2)

S <.
— o

=0 (IV.A)). Dot :
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k k
Pour & = 0, on obtient S, =n et pour 0 < k < 2n —1, O<2—7T<7r:>sin<2—7r)7é0
n n

k
sin <2n2—7r)
Dot S =——~_ "/

- krm
2 si —
()

=0

’Onamontré que, pour k =0, Sy =n et pour 0 < k < 2n, Sk:O‘

P
IV.C.3) Analyse : Supposons qu'il existe @ € R tel que VP € F, 1, f_ll L)?dx =
—
n—1
a ) P(x).
i=0

1 PO n—1
Alors ffl ﬁ dr = aJ;PO(xj) = T = nao.

Doua=—
n 2n—1
Synthése : Soit P € Fy,,_y1; alors Al(Ag, ..., Aon_1) ER?", P = > \FB.
k=0
On a alors
2n—1 ) d
A T
f 1 W Z kf 1 \/7
|
Z k(P Fo)
k=0
= /\07'('
car (P, ..., Py,—1) est orthogonale.
De méme :
T n— 1 n—12n—1
— Z P(z;) =— ZO kZ Ak Py ()
n;
T 2n—1 1
== > A\ ZPk(l‘y)
n k=0
= E)\()n = )\07?'
n

s P(x
Dongc, il existe un réel unique o = — tel que VP € Fy,_y, [ 11 (z)
n

n—1
———dr =« Plxz;).
T ]Z:ZO (z5)

AAA
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