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CCP PSI 2020 - Un corrigé

PROBLEME 1
Autour de la fonction sinus cardinal

Partie I - Transformée de Laplace de la fonction sinus cardinal

Soit ¢t € R*. La fonction sinus est de classe C* sur [0,t] et pour tout = € [0,1],
I'inégalité des accroissements finis, on a donc |sin(¢) — sin(0)] < 1 x [t — 0] i.e.

sin’(t)| = |cos(t)| < 1. Par

|sin(t)] <t

sin(¢)

Notons 6 : ¢t > 0+ . 6 est continue sur |0, +o00[ et bornée par 1 d’aprés la question précédente.

Soit & > 0. Alors, pour tout ¢ > 0, |f(t)e™"*| < e™**. Mais ¢ — e~ est continue sur R et intégrable en +oo.
1 1

En effet, par limite usuelle, 2% — 0 lorsque t — 400 puisque = > 0. Ainsi, e = 0, (t2> Comme ¢t — 7]

est intégrable en 400 (intégrale de Riemann avec 2 > 1), on a bien le résultat annoncé.

Finalement, t + 0(t)e ™" est intégrable sur ]0, +oo[ donc F(z) existe.

Ce raisonnement n’a utilisé que le fait que 6 est continue sur |0, 400 et bornée donc c’est également valable pour
sin et cos ce qui donne bien finalement :

lles fonctions F, G et H sont bien définies sur 0, —|—oo[‘

On peut utiliser le théoréme de converge dominée mais on peut aussi faire plus simple : soit > 0. Comme on I’a
vu & la question précédente, pour tout ¢ > 0, [6(t)e™**| < e7'*. Ces fonctions de ¢ sont intégrables sur ]0, +oo]
donc

o0 400 00
Fal< [ omeas [ et -] T 2
0 T

0 t—0 x

ce qui donne bien

lim F(z)=0

xr——+00

—tx

Posons f : (z,t) €]0, +o0[x]0, +o0[— ,

0
(¢) pour tout x >0, t — 8—£(:c,t) = —sin(t)e” " est continue sur ]0, +-o0].
(d) Pour tous z,t > 0,
0
a—f(x,t)‘ = ‘ —sin(t)e | < et
x

Soit a > 0. Alors pour ¢ > 0 et = > «a,

of
ox

!, ¢ est positive, continue et intégrable (déja vu) sur ]0, +oo.

(0] < e < e = ()

a

en posant ¢ :t >0+ e~



Q5.

Qe6.

Q7.

Ainsi, par le théoréme de classe C! des intégrales & paramétre, F est de classe C'* sur [a, +00] et pour tout x > a,

F'(z) —/O+OO (—sin(t))e’“dt:m

Ceci étant valable pour tout a > 0,
tout = > 0.

» Soit z > 0. Alors

F est de classe C* sur 10, +oo[‘ et le résultat précédent est valable pour

+oo +oo +oo +oo
H(z)+1iG(x) = / e ' cos(t)dt + z/ e “sin(t)dt = / e ' (cos(t) +isin(t)) dt = / e ettt
0 0 0 0

- /+Oo et gt = [71 e#xﬂ‘)t} e _ L wwd
0 —x 41 t=0 x—i a?+4+1
. (—z+i)t 1 —xt it 1 —at :
En effet, si ¢t > 0, -e :7,|e e | = ——e¢ — 0 quand t — +o00 puisque = > 0. 11
—x 41 |-z + ] 22+ 1
reste enfin & prendre partie réelle et partie imaginaire pour obtenir
Glz) et H(z) = ——
T)=—5—" )= —F5—"
z2+1 2 +1
+oo
» Soit a > 0. Dans e cos(at)dt on pose u = at (changement de variable C' strictement croissant de
0
10, +o00[ dans ]0, +o0[ puisque « > 0). On obtient donc
oo T 2 du 1 1
/ e " cos(at)dt :/ et cos(u)—u =—H (E) =—— ac/zoz == i 5
0 0 a o« @ azx?/a?+1 2+«
1
On a vu que F’ = —G. L’expression de G donne donc : pour tout = > 0, F'(z) = —— 1= — arctan’(z).
x

Comme ]0, +o00] est un intervalle, il existe une constante réelle ¢ telle que pour tout = > 0, F(z) = ¢ — arctan(z).
. . . . T . T

Mais on a vu que lim F(z) = 0 et on sait que lim arctan(z) = —. En en déduit donc que ¢ = — de sorte
2>+ oo T— 0o 2 2

que pour tout x > 0,

F(x) = g —arctan(z) | donc | F(1) =

T
4

Partie II - Autour de la formule de Viéte

Attention, il y a une petite erreur d’énoncé : il se peut que le dénominateur du membre de droite soit nul,
ce qui arrive ssi t = 0 [27].

n .
t t
Soit ¢t > 0 fizé avec t # 0[27]. Montrons par récurrence que la propriété P(n) :” ,]:‘[1 cos (2k> = 2":111?((75;2") i

est vraie pour tout n € N* :

» Initialisation : P(1) est vraie car le produit vaut cos (2) et le membre de droite s’écrit via une formule

trigonométrique bien connue :

sin(t) sin(2 x t/2)  2sin(t/2) cos(t/2)

2sin (t/2)  2sin(t/2) 2sin (t/2)

= cos(t/2)



» Hérédité : soit n € N* tel que P(n) est vraie. Montrons que P(n + 1) 'est aussi avec la méme formule trigo :

e () = (5e) I (i) = (55 e

sin(t) t sin(t) sin(t)
= cos = cos =
2ntl J 2ngin (2 x ¢/2nt1) 2ntl ) ontlgin (¢/2n 1) cos (E/27F1) 27t lgin (¢/2n+1)

donc P(n + 1) est vraie.

- t 1 2k —1
. Soit t > 0 fizé. Montrons par récurrence que la propriété P(n) : 7 H cos <2k> = coS ( t> i

est vraie pour tout n € N* :
» Initialisation : P(1) est vraie car le produit vaut cos 3 et le membre de droite aussi.

» Hérédité : soit n € N* tel que P(n) est vraie. Montrons que P(n + 1) I’est aussi :
n+1 gn—1

t t 1 2k —1
H COS (2k‘> = COS (2n+1) H COS ( ) = COS <27l+1> 2n7_1 Z COS <2nt>
k=1 k=1

27171 277.71
1 t 4k — 2 1 4k — 1 4k — 3
= 27171 Z COS (2”“) COS (2"“1‘;) = 27 Z <COS <2n+1t> + cos (2n+1t>>

k=1

en utilisant la formule trigo rappelée dans 1’énoncé. Tous les nombres impairs de [1,2" — 1] s’écrivant 4k — 1 ou
(exclusif) 4k — 3 avec k € [1,2"7?] on a bien

e () = 7 5= (5

. Attention : on a toujours le méme probléme avec ¢ ...

Soit ¢t > 0 tel que t # 0 [27]. Q7 et Q8 donnent pour tout n € N* :

sin(¢)
o sin (t/27) 21 Z COS(

)

sin(t) sin(t)
sin(£/20) ¢

t t
t est fixé donc quand n — +oo, on 0 donc sin (¢/2") ~ on donc ce qui donne bien

. 2n !
sin(t) . 1 2k —1
. nETOO g1 Z cos ( on t)
k=1

» Essayons de résoudre le probléme de ¢ = 0 [27]. Pour ¢ # 0 [27],

277,—1
sin(t) = 2" sin (¢/2™) 2n1_1 Z cos (2k2; 1t)
k=1
On a ’égalité sur ]0, +oo[\{2p7,p € N*} de deux fonctions continues sur ]0, +oo[ donc elle se prolonge a tout
10, +o0l.
Soit ¢ > 0 fixé. Quand n — +o0, 2" sin (¢/2") — ¢t > 0 donc on peut diviser & partir d’un certain rang et on a
bien la limite demandée, sans restriction sur t.



Q10. Soit = > 0.

sin(t)
4

—t gur

» La question précédente montre que la suite (f,) converge simplement vers la fonction f : ¢ +—
10, 400l

> f et les f, sont continues sur |0, +oo].

» Pour appliquer le théoréme de convergence dominée, il reste & assurer la domination : pour n € N* et t > 0,

on—1 gn—1
1 2k —1 B 1 B -
IOIES=Y cos( - t)’e e LSt
k=1 k=1

Rappelons que = > 0 est fixé. La fonction ¢ + e ** est donc positive, continue et intégrable sur ]0, +oo[ (et ne
dépend pas de n). On a donc trouvé une fonction qui domine et le théoréme de convergence dominée donne

—+oo

+oo
lim fa(t)dt = /0 f@®)dt = F(x)

n—-+oo 0

e~ dt (c’est une somme finie) donc

- o 2% -1\ _,.
n_>+oo 2n Z:/ cos( om t)e dt

Q11. On applique ce qui précéde en z = 1. On a vu que F(1) = % et par ailleurs, pour tout n € N*,

n—1
1 /+°° <2k —
_— COS
=D

en utilisant la question Q5 pour le calcul des intégrales. On a donc bien montré que

2271 27:.71

2nfl on 1
1) ., 1 1 1 1
t)etdt = E = ontl E - -
n—1 n—1 2n —1)2 —1)2 2n
2 = 1+ (%L 1) T2 = 22n +(2k— 1) = (2k—-1)2+2

277.1

™
Z = 1l 2n+1
17 ot Z (2k — +22n

Q12. Soit n € N* :

2n71 on— 1 on— 1

n 1 77.
2+1§0W: 1Zk2 2n12 2n12 k/2n1

N
1 k
Ou pose f :z +— qui est continue sur [0,1]. Pour N € N*, Ry(f) = N E f <N> est une somme de

1
x?2+1
Riemann pour f sur [0,1] donc elle converge vers / f(z)dx = arctan(1) = Z A fortiori, Ron-1 — g 11 reste

0

juste & ajouter le terme pour k = 0 mais celui-ci vaut 1 et il est divisé par 2”71 donc il ne modifie pas la limite.
Ainsi,

Q13. Soient n € N* et k € [0,2" '] :

1 1
4k2 4220 (2k —1)2 4 220

1—4k

(2k — 1) — 4k2 B
- (4k2 + 22n)((2k _ 1)2 + 22n)

- ‘ (4k2 + 220)((2k — 1)2 + 221)




_ 4k +1 Jax2rTtyr 1
= (4k2 4+ 227)((2k — 1)2+220) —| 14220 4k2 4 227

puisque (2k — 1)% 422" > 1 + 2*" puisque (2k — 1)® > 1 puisque c’est un entier naturel non nul.
Q14. Soit n € N* :

217.71

27171
L P puat— - <2
S \4k? 220 (2k—1)2 4220 )|

1 1
< [4k2 4220 (2k — 1) + 220

n—1 n—1 n—1
2 2 2

4x2m 141 1 4x2n 141 1 4x2n 41 1
< ontl X = ontl <ontl_——Z —
- Z 1 + 22n 4k2 + 22n 1 + 22n Z;) 4k2 + 22n — 1 + 22n Z 22n

<53

_gepd X212 4Lttt 1
1+ 92n 922n 922n 922n ~ 9n—1

On a donc montré que

gn— 1
1
lim 2"*! - =0
n s boo Z (4k2 Fomm T (2k—1)2+ 22n)

on— 1
Comme on a montré que hm gntl Z 4k:2 o = %, on en déduit que
on— 1
™
Z = lim 2!
4 oo Z (2k —1)2 + 227




PROBLEME 2
Les matrices de Kac

Partie I - La dimension 3

Q15.

Xa(X) = X(X? —4) = X(X - 2)(X +2) |

Q16. Les valeurs propres de A sont les racines de x4 donc ’ Sp(A4) ={0,2,-2} ‘

A est une matrice de M3(R) qui a 3 valeurs propres réelles distinctes donc elle est diagonalisable sur R et les
sous espaces propres sont de dimension 1.

Q17.

[ X5(X) = X(X? +4) = X(X — 20)(X +2i)|

X (X?% +4) est la décomposition en facteurs irréductibles dans R[X] et X (X — 2i)(X + 2i) celle dans C[X].
De plus  ixp(iX) =i*X(i*X? +4) = —X(-X?+4) = x4(X). Donc :

’XA(X) =ixp(iX) \

Q18. Les valeurs propres de B sont les racines de xp donc

Spe(B) = {0,2i,~2} et Spe(B) = {0}]

B n’a pas toutes ses valeurs propres réelles donc n’est pas diagonalisable sur R. 0 étant valeur propre d’ordre de
multiplicité 1, le sous espace propre de 0 est un sous espace vectoriel de R® de dimension 1.

En revanche B est une matrice de M3(C) qui a 3 valeurs propres complexes distinctes donc elle est diagonalisable
sur C et les sous espaces propres sont de dimension 1.

Q19.
|D—'AD = —iB|
Q20.
0 V2 0
ATTAA =S avec S=[vV2 0 V2
0 V2 0

S est une matrice symétrique réelle donc est diagonalisable sur R. Il existe donc une matrice inversible P et une
matrice diagonale R telles que S = PRP~'. Ainsi A“'AA = PRP~! donc

A=APRP'A™' = (AP)R(AP)™!

A est donc semblable & la matrice diagonale R donc

A est diagonalisable sur R. ‘




Partie II - Etude d’un endomorphisme

n
Q21. Prenons  (Ag,...,An) € C"l tel que Z Mo fr = 0.
Montrons par récurrence finie que Vk € [0,n], A =0.
n
Par hypothése, nous avons :  Vz € R, Z A cos® () sin™~(x) = 0.
k=0
e Initialisation : En évaluant en x = g I’expression au-dessus, on obtient A9 = 0.
e Hérédité : Supposons que pour un j fixéentre0et n—1, Mo =---=2X; =0 et montronsque \;jy; =0.

Onadonc: VzeR, Z A cos® () sin™* () = 0.
k=j+1

Donc VzeR-— {g +jm [/ jEL}, Z i cost =71 (z) sin™ " * () = 0.

k=j+1
En prenant la limite de cette expression lorsque x tend vers 7/2, on obtient ;11 = 0.

e Conclusion : On a donc montré que lla famille est (fo, f1,---, fn) est libre. ‘

Par définition, c’est une famille génératrice de V,, donc c’est une base de V,, et

’ V. est un espace vectoriel de dimension n + 1. ‘

Q22. e fy=sin" et f)=nsin""'cos=nf.
o fp=cos" et fl=-ncos" lsin=-nf, 1.
e Pour ke [l,n—1],ona f =cos®sin" % et
fi = —kcos*Lsin" M 1 (n — k) cosPH sin" Pt = —kfpy 4+ (0 — k) frgn

Ces calculs prouvent donc que

Ykeo.n], fieV]

(n, est clairement une application linéaire et par linéarité de la dérivation et les calculs précédents, la dérivée de
tout élément de V,, appartient a V,.

’ n est donc un endomorphisme de V. ‘

De plus, les calculs montrent que la matrice B,, de ¢, dans la base (fo,..., fn) est
0 -1 0o ... ... 0
n 0 -2
R N U VY ¥
. . S . . O
: 2 0 —n
0 e ... 0 1 0

Q23. Vz € R, (cosz +isinz)*(cosz —isinz)"~F = (e®)F (e7®@)n=F = ¢ihe e Un=k)z — i2k—n)z gk ()

Q24. Soit k€ [0,n]. D’aprés la question précédente et le binome de Newton :

k —k
_ k J k=3 qink—J K n—k P An—k—p ;. . n—k—p
Ik = Z p cos’ "7/ sin Z » cos? (—1) sin

=0 p=0

k n—k .
ZZ( )( ) (—1)""“"’ i"TITP cogd TP gin™ I TP

j=0
C) (" P g,

3'@
??‘O

>

§=0 p=0



Q25.

Q26.

Q27.

Q28.

Q29.

Comme 0<j+p<k+n—k=mn, onabien

]wce [0,n], g eVn‘

On a:
Vke[0,n], g, =1i(2k—n)gk

Pour tout k € [0, n], la fonction gx n’est pas la fonction nulle donc est vecteur propre de ,, pour la valeur propre

i(2k—n). On obtient ainsi n+1 valeurs propres complexes distinctes et on en déduit que ’ pn est diagonalisable sur C.
De plus

’Sp(gan) ={i(2k —n) / k€ [0,n]} et SEP(i(2k —n)) = Vect(gx) ‘

L’endomorphisme ¢,, est un automorphisme de V,, si et seulement si 0 n’est pas valeur propre de ¢,, , c’est-a-dire
si et seulement si | n est impair |.

En reprenant le calcul de Q24., on a
n
n\ ., _.
w=> ("),
=0\

Comme  ker(yp, —inldy,) = Vect(g,), on en déduit bien que :

q0

q1
ker(B,, — inl,+1) = Vect

an

ot pour tout k € [0,n], on note g, = i"~* (Z)

Partie IIT - Les matrices de Krac de taille n + 1

Soit  (k,1) € [1,p]>. On a, par définition du produit matriciel, et comme D est une matrice diagonale :

p
(DM)p = dejmjl = dgxmp

Jj=1

P
(MD)y = kajdjl = mydy

Jj=1

Soit  (k,1) € [1,n+ 1]*. D’aprés Q28.,

1 1 g
(DY ALDy )k = i (AnDp)w = J dy =i"7F ay
kk Kk
e Pour ke[l,n], ona:
(D, AnDn)i k1 = ik = (—i)(—Fk)

e Pour ke[2,n+1], ona:
(D;lAnDn)k’k,1 = —i(n —k + 2)

e Dans tous les autres cas,
(D;*A,Dy)k =0



Q3o0.

Q31.

Q32.

Ainsi on a prouvé :
-1 .
D, A,D, =—iB,

A, et D, LA, D,, sont deux matrices semblables donc ont méme polynoéme caractéristique. Donc
Xa, (X) = Xp-1a,D, (X) = x—ip,(X) =det(XI,11+iB,) = det(—i(iXI4+1—By)) = (—z’)"Jr1 det(iXI,+1—By)

Ainsi

XA, (X) = (=)L xp, (iX) |

La matrice A,, est semblable a la matrice —iB,,. Comme la matrice B,, est diagonalisable de valeurs propres les
i(2k—n), on en déduit que la matrice A4,, posséde n+1 valeurs propres réelles distinctes égales aux —i X i(2k —n).
Donc

(Sp(An) = {2k —n / k € [0,n]}]

Il en découle que A,, est diagonalisable sur R et que les sous espaces propres sont tous de dimension 1.
De plus, si X est un vecteur propre de B,, pour la valeur propre \ , alors

AD,X = —iDy,B,X = D, X

Or D,, étant inversible, D, X n’est pas le vecteur nul donc D,, X est vecteur propre de A,, pour la valeur propre
—iA. On en déduit que

ker(A,, —nl,41) = Vect(D,X) avec ker(B, —inl,y1) = Vect(X)

q0
L. q1 b [TV
D’aprés Q27., on peut choisir X = | . on Vke[0,n], q=1i" (k)
dn
a0
/
a;
Donc D, X = | . o Vkel[0,n], q,=i"""ti""F (Z) =n! (Z)
a0,
Le facteur "~ ! étant indépendant de k, on en déduit bien que
Po
P
ker(A,, — nl,41) = Vect
Pn

n
ou pour tout k € [0,n], on note pj, = (k)

Partie IV - Un peu de probabilités

Soit k € N. A I’étape k, I'urne U; contient 0, 1, 2, ..., n boules et ces "ou" sont exclusifs. Ainsi,
’ (B0, Er, ..., Expn) est un systéme complet d’événements
» Si j =0, il n’y a pas de boule dans 'urne U; donc la boule tirée le sera dans U, et passera dans U; de sorte

que l'on aura j = 1 a 'étape suivante.

» Si j = n, toutes les boules sont dans 'urne U; donc la boule tirée passera dans Us et on aura j = n —1 &
I’étape suivante.

» Si j € [1,n — 1] alors I'urne U; va recevoir ou perdre une boule donc j = j £ 1.

0—1 n—-n-—1 j—3=x1




Q33.

Q34.

Q35.

Q36.

Q37.

» Si j = 0. Le seul moyen de se retrouver sans boule dans 'urne U; & I'étape k 4+ 1 c’est qu’avant, il y en avait
une seule (I = 1) et qu’elle a été tirée. Ainsi,

. 1
P (Brr0) =01 # 1 et P, (Biyrp) = —

puisque si & 'étape k, U; contient une seule boule, il y a une chance sur n qu’elle soit choisie puisque ’on tire
uniformément.

» Si j = n. Le seul moyen de se retrouver avec toutes les boules dans I'urne U; a I’étape k + 1 c’est qu’avant, il
yen avait n —1 (I =n — 1) et que celle de Us a été tirée. Ainsi,

. 1
]P)EkJ(Ek+1,n) = 0 S1 l 75 n—1cet ]P)Ek,n—l(Ek+1,n) = ﬁ

» Sij € [1,n — 1], puisque I'on peut avoir une boule en plus ou une boule en moins, Pg, ,(Ery1,5) = 0 si
1 # j+1. Puis, sil = j—1, il faut tirer une boule de Us (qui en contient n — (j —1) = n—j+ 1) pour en ajouter

i1
une dans U; et ceci se fait avec probabilité w De méme, on obtient
. . n—j7+1 j+1
Pow (Brirg) =0sil#j£1 Pp ;o (Brerry) = —— —— et P (Brerry) = —
» Soit j € [1,n —1]. Comme (Ey o, Ex 1, ..., Eryn) est un systéme complet d’événements, la formule des proba-

bilités totales donne

P(Exi15) = Y Pr,,(Eri1,) P(Bri) = Pr, _, (Ers1,5)P(Erj-1) + Pry oy (Ersr 5)P(Erjsa)
— \—/_/
1=0 =0 si l#j+1

ce qui, avec la question précédente donne bien

+1
B(Byj-1) + T —PB(Bi 1)

n—j7+1

P(Ery1,5) =

Pareillement, on obtient

1 1
P(Ext1,0) = EP(EM) et P(Ext1,n) = ﬁP(Ek,n—l)

1
La question précédente, interprétée avec les vecteurs Z; donne Zx,1 = —A,Z; et donc, par une récurrence
n
immeédiate,
1
Zy=—AkZ
L
Pour chaque boule j avec j € [1,n], on note X; la variable aléatoire de Bernoulli égale & 1 si elle se trouve au

départ dans U; et 0 sinon. Alors Ng = X; + - -- + X, (nombre total de boules dans Uy).
Comme on suppose que les affectations des boules se font indépendamment et équiprobablement, les X; sont

1
indépendantes et de paramétre 3 On sait alors que Ny suit la loi binomiale B(n,1/2) de sorte que pour tout

k€ [0,n], P(No = k) = 1<Z> :
"5 (1)

2n
1
D’apreés la question Q30, 7 est un vecteur propre de A,, pour la valeur propre n donc — A, 7 = w. Mais on a vu
n

1
que pour tout k € N, Zy1 = — A, Z. Comme Zy = 7, on a bien pour tout k¥ € N, Z; = 7 donc
n

10



Ni a la méme loi que Ny ‘

Q38. Un sens vient d’étre fait. Réciproquement, supposons qu’il existe 7’ une loi de probabilité ayant la propriété
suivante : si Ny suit la loi 7/, alors toutes les variables N, suivent la loi 7.

1
On a donc Zy = 7’ et Z; = 7’ donc — A, 7" = 7’ donc 7’ € ker(A4,, —nl, 1). D’aprés la question Q30, cet espace

est de dimension 1 et engendré par 7 donc il existe un réel « tel que 7’ = an.
Mais 7 et 7' sont des lois de probabilité donc la somme de leurs coordonnées vaut 1. On a donc

n n
r_ _ _
wj—g onrj—ag T, =«
=0

n
1 =
Jj=0 J=0

Ainsi, & = 1 donc 7’ = 7. On a donc bien montré que

7 est I'unique loi de probabilité telle que : si Ny suit la loi 7, alors toutes les variables Ny suivent la loi m

FIN

11



