SESSION 2022 MP1M1

CONCOURS COMMUNS
INP

EPREUVE SPECIFIQUE - FILIERE MP

MATHEMATIQUES 2

Durée : 4 heures

N.B. : Le candidat attachera la plus grande importance a la clarté, a la précision et la concision de la
rédaction. Si un candidat est amené a repérer ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il le signalera

sur sa copie et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été
amené a prendre.

Les calculatrices sont interdites.

Le sujet est composé de deux exercices et d'un probléme tous indépendants.
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EXERCICE 1

Pour n entier, n = 2, on définitle déterminant de Vandermonde de n nombres complexes X1, X2,..., X5,
par:

1 1 eee 1

X1 X2 ... Xp

2 2 2

Xy X5 .. X

V(X1,X2.00,X) = . . . . .
n-1 n-1 n-1
x; Xy e Xy,
Lobjet de cet exercice est de démontrer par récurrence que 'ona: V (x1,%3...,x,) = H (xj — x,-).

l<i<j<n
1°. Calculer V (x1,x2). Expliquer pourquoi il suffit de faire la démonstration pour n nombres
complexes xy, X2,..., X, deux a deux distincts.
Dans la suite, xy, xg,...,X, sont n nombres complexes deux a deux distincts.
2°. On considere la fonction t — P(£) = V (X1,X2,+++,Xn—1, £).
Démontrer que P est une fonction polynomiale de degré au plus n — 1 et justifier que le coef-
ficient de "~ ! est un déterminant de Vandermonde.

Démontrer par récurrence que V (x1,%z,...,%2) = [[ (xj—xi).
l<i<js<n

3°. Premiere application.
Calculer le déterminant de la matrice A = (i/) 1<i<» en faisant apparaitre le déterminant de
1sjsn
Vandermonde V(1,2,...,n).

4°. Deuxiéme application.
Donner un exemple de n nombres complexes ay, ay, ..., a, deux a deux distincts et tous non

n
nuls, tels que ) a% =0.
k=1

Soit n nombre complexes x;, xg, ceesXn deux adeux dlstlncts et tous non nuls, démontrer que
n

I'une au moins des sommes Z Xl Z xk, Z xk, .. Z xk est non nulle.
k=1 k=1 k=1 k=1
On pourra utiliser un déterminant de Vandermonde non nul.

EXERCICE 2

Dans cet exercice, |.|| désigne une norme d’algebre sur M, (R), c’est-d-dire une norme vérifiant,
pour tout couple (A, B) de matrices de M, (R), || A.B| < || All.||BIl.

1
5°. Démontrer que pour toute matrice A de M, (R), la série Z EAk converge.
k=0 **

On notera e sa somme.

6°. Démontrer que I'application A — e? est continue sur My, (R).

7°. Si H € M, (R) est une matrice non nulle de la boule de centre 0 et de rayon r > 0, déterminer

1 +o0o
la limite de —— )" — H* lorsque H tend vers 0.
IHI = k!

En déduire que I'application A — e est différentiable en la matrice 0 .
On précisera sa différentielle en 0.
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PROBLEME

. a_ +0o0 l k
Pour toute matrice A de M, (R), on note e” = Z i A".
k=0

Dans ce probléme, on note S, 'espace vectoriel des matrices de M, (R) symétriques.

On dit que la matrice A € S,, est symétrique positive lorsque toutes ses valeurs propres sont positives
ou nulles.

On note S, I'ensemble des matrices symétriques positives.

Partie I - Exponentielle d’'une matrice symétrique

Pour a et b deux réels, on note :

A=

S Q

b b 1 11
a b letJj=]1 11
b a 111

8°. Démontrer, en détaillant les calculs, que A € S37, si et seulement si, (a+2b =0et a = b).

9°. Calculer J* pour tout entier k non nul.
Cette relation est-elle valable pour k =0?
En utilisant la relation A = (a — b) I3 + b], calculer et expliciter el

On pourra utiliser sans démonstration que, si deux matrices A et B de M, (R) commutent,

alors eA*B = e4eB,

Vérifier que e? € S3™.
10°. Soit P une matrice inversible de M, (R).
Justifier que I'application M — PMP~! est continue sur My (R).

Si A€ S, est semblable a une matrice diagonale D, déterminer une matrice diagonale sem-

blable a la matrice e.

En déduire que e? € S}

Partie II - Produit de Hadamard de deux matrices

Dans cette partie, pour une matrice A = (a;,j) de M,(R), on note E(A) la matrice de M,(R), de
terme général e® : E(A) = (e“/).

Nous allons démontrer que si A€ S, alors E(A) € S;,.

On définit le produit de Hadamard de deux matrices A = (a,-, j) etB= (b,-, j) de M, (R) noté * par:

AxB= (ai,jbi,j) e M,(R).

On note le produit usuel de deux matrices A et B par AB.
On confond une matrice de M ; (R) avec son terme réel.

a b b
11°. Vérifier que, lorsque lamatrice A=| b a b |€ 83, lamatrice E(A) € S;.
b b a

12°. Si D est une matrice diagonale dont tous les termes sont positifs ou nuls et si ¥ est matrice de
M,,1(R), quel est le signe de * YDY ?

En déduire qu'une matrice A de S, appartient a S,; si, et seulement si, pour toute matrice
X €My (R)ona‘XAX>0.

13°. Si A et B sont deux matrices de S}, et a, § deux réels positifs, démontrer, en utilisant la ques-
tion Q12, que @A + BB est une matrice de S, .

Si A et B sont deux matrices de Sj;, a-t-on nécessairement AB € S, ?
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14°.
15°.

16°.

17°.

Si A€ S}, démontrer qu'il existe une matrice R € S}, telle que A = R?.

Si A et B sont deux matrices de S}, si on pose A= U? et B=V? avec U = (u;;) €S}, V =

n n
> VLl
=1

(vi,7) € S, etsi A*B = (c;,j), vérifier que, pour tout couple (i, j) € [1,nl?, ¢;,j = (kz Ui Uk, j
-1

En déduire que, si A et B sont deux matrices de S;;, ona AxB€ S;,.

Pour toute matrice A de M, (R) et pour tout entier naturel p = 2, on note A*P la matrice A *
Ax...x A(p fois).

On note A*® = (1) la matrice dont tous les termes sont égauxal et Al = A
Soit une matrice A de M, (R), déterminer la limite de la suite de matrices (Tx) définie pour

N
1
tout entier naturel N non nul par Ty = )_ — AP
p=0 P
Pour X € M, 1(R), justifier que I'application M — X MX est continue sur M,,(R), puis dé-

montrer que S;, est une partie fermée de S,,.
En déduire que si A€ S}, alors E(A) € S,,.

FIN

41/9



1°.

29,

3°.

CORRIGE

EXERCICE 1

Ona V(x1,x2) = X2 — Xx3.

Sidi # j tel que x; = xj, alors ce déterminant est nul, car ses colonnes sont liées.

Si on développe se déterminant P(#) suivant sa derniére colonne, on obtient P(#) est un poly-
nome de degré au plus n—1, dont son coefficient dominant est V (xy, x2, ..., X,—1) si ce nombre
est non nul.

La propriété est vraie pour n = 2.

Soit n = 2, on suppose qu’elle est vraie al’ordre n—1.

On a V(x1,X2,...,X,) = P(x,), mais comme P(x;) = P(x2) =...= P(x,_1) =0.

Alors (t — x1) (£ — x2)....(t — x,—1) divise P(t), et comme elle est de degré au plus n — 1, alors
P(t) = A(t—x1)(£—x2)....(t—x,_1), ou A est son coefficient dominant, donc P(t) = (t—x;1)(t—
X2)eeee(E = X5 1) V (X1, X2y 000y Xpp—1).

Donc:
V (X1, X2y 00y Xn) = P(X) = (X = 1) (X = X)eee (K = Xp- 1) V(X1 Xy oo o) = [ (05— x2)
l<i<js<n
la récurrence s’applique est le résultat est vraie pour tout n = 2.
Ona
1 1 ... 1
2 22 .. 2"
3 3 ... 3"
V(X1,X2.00yXp) = =nlV(Q,2,...,n).
n n® ... n"
n
Mais V(1,2,..,n) = [] (j-i)=nln-DL.@D)!=]] k.
l<i<js<n k=1
2ixk n-l n-l itk
. Posons wy. = exp( ), ona Z w =0, donc Z ai =0, avec aj = exp (7)
k:() k:O
n—1 n—1 n—1 n—1
Par 'absurde, si on suppose que Y xx =0, Y x5 =0, Y x; =0..et ) x} =0, ceci peut
k=0 k=0 k=0 k=0
s’écrire matriciellement :
X1 X2 Xn 1 0
xi x% le 1 0
Xy X X, 1 0
(*) . . =
n n n
Xy X X, 1 0
Mais la matrice
X1 X2 Xn 1 1 1
xf xg xi X1 X2 Xn
& .. x 2 K2 2
V= . est de déterminant égale a x; x2.X3...X, . . .
xn xn xn xn— xn—l xn—l
1 X2 n 1 2 n




Alors detV = x1 x2.x3...X, V (x1, X2, ..., X) # 0, donc inversible, alors le systéme () est équiva-

1 0
1 0
1 0
lentea| . |=]| . |, cequiestabsurde. Ainsile résultat s’en déduit.
1 0
EXERCICE 2
5°. Parrécurrence,onaVvVkeN, , ||Ak|| ||A|| or la série Z E ||A|| est convergente de somme
k=0

exp || All, doncla série Z 1 ||Ak | converge absolument, donc convergente car I’espace M, (R)
k=0
est de dimension finie.

1
6°. Soit A€ M,(R).OnaexpA= ) m 'Ak, posons fi(A) = EAk.
k>0 !

« Les applications f sont continues sur M, (R) pour tout k € N.

1
eSoitr>0etkeN,ona | fi(A) < —r pour tout A€ B(0,r), et Z —rk est convergente de
k=0
somme e’ .

Alors la série de fonctions Z [ converge normalement sur toute boule B(0, r) € M, (R), alors
k=0
sa somme A — exp A est continue.

7°. o Par la continuité de la norme, on a,

= f lHk ! Jio 1 IH|* < +Z IH|*! = =1, série géométrique
| HIl 1= k! IIHIIk 5 k! k=2 1-[H|I’
H
1 | ”L” tend vers 0 quand H tend vers 0. Donc _||H|| Z Hktend vers 0 lorsque H tend
vers 0.

1
e Soit H € M,(R), on aexp(0+ H) —exp0= H+ Z Hk et d’apres ce qui précede la quantité
k=2 k

Z Hk est un o(|| H||) et 'application H — H est linéaire, ce qui signifie que A — exp A

est dlfferentlable en 0 et sa différentielle est 'application idy,w), H— H.

PROBLEME

Partie I - Exponentielle d’'une matrice symétrique

X-a -b -b
8°. Onaya=| -b X-a -b
-b -b X-a
Avec |'opération Cy; — Cj + Cz + C3, on obtient :

1 -b -b
=(X-(a+2b)|1 X—-a -b
1 -b X-a

Avec les opérations, Lp < L, — L et L3 — L3 — Ly, on obtient :
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1 -b -b
=(X-(a+2b)| 0 X—-a+b 0 = (X - (a+2b) (X — (a— b))?
0 0 X-a+b

Les valeurs propres de A sont {a + 2b, a — b}, alors :
A€ S;, si et seulementsi,a+2b=0eta—b=0.

9°. Parrécurrence VkeN*, J¥ =3%1] et cette relation n'est pas valable pour k = 0.

(a-b)Is _ ,(a-b) I

Les matrices J et I3 commutent, et e de plus

+
b k rk k rk kqk— b
e]_kzok'b] I+Z b] 13+Z b3 J=D+= (e3 -1)J

Donc
1 1 1
1+§(e3b—l) g(e3”—1) —@r-1
_ 1 _ 1 1
eA:e(a b) (13"‘5(8317—1)]) :e(a b) _(e3b_1)b 1+§(e3b_1) _(e3b_1)

3
1 1
§(e"”’—l) §(e"”’—l) 1+§(e3b—1)

(a—b) a b b

1 el

Posons a’ = e@ P (1 +—(e®f - l)) eth =—— (3P -1),alorsed=| b a b
3 3 vV b a

a+2b a—b

D’apres la question 1 les valeurs propres de Asont a’ +2b' = e eta' -b' =e
Il apparait bien que ele S,;, car ses valeurs propres sont positifs.

10°. Lapplication M — PMP™! est linéaire sur 'espace M, (R) qui est de dimension finie, donc
continue.

Supposons que A= PDP!, alors :

pDpkp!
-1

et la continuité de 'application M — PMP ™! assure que :

P l1=pelp!

p[§ 5ot

Or si D = diag(Ay,...,Ay), alors el = diag(e’ll,..., eA”), ce qui signifie que e est semblable a

une matrice diagonale.

Remarque:La matrice A de la question 8 est symétrique réelle, donc en particulier
diagonalisable et ses valeurs propres sont a+2b et a—b , alors e est diagonalisab
et ses valeurs propres d’aprés la question 10 sont el ot e47b,

Partie II - Produit de Hadamard de deux matrices

e® e et

11°. Ona EA)=| e’ e® e?

e? el e

Donc ses valeurs propres sont e® + 2e” et e® — e?, donc si A€ S,, alors en particulier a = b,

alors ® + 2e” et e* — e” sont positifs, et eA € S
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N1
Y2
12°. Posons D = diag(Ay,...,A,),etY =| ~ |, alors:

Yn

n
'YDY =) Axy;=0
k=1

Soit § € S, alors 3P orthogonale et D = diag(A4,...,A,) telles que A = PDP 7! et soit X =
X1
X2 j -1

un vecteur colonne réelle, alors en posant Y =P~ "X, ona:

Xn

IXAX='XPDP 'x='YDY

« Supposons maintenant que A € S;,, alors ses valeurs propres sont positifs, donc d’apres ce
qui préceéde ‘X AX = YDY > 0.
e Réciproquement supposons VX € My, ; (R)," XAX = 0.
Soit A une valeur propre de A, donc 3X un vecteur propre colonne non nul telle que AX = 1X,
alors N
IXAX=A'XX=A) x2>0
k=1
t
Donc A = "—xz’ car X # 0 et X estréelle, donc A =0, d’ou I’équivalence.
k=1"k
13°. Supposons que A, B € S, et soit X un vecteur colonne réelle, alors d’apres la question 12;

'X(@A+BB)X=a'XAX +B'XBX =0

D’apres la question 12, la matrice « A+ B est dans S;,.

. 10
Sion prend A = (0 2

pourtant les matrices A et B sontdans S; .

11 11
) et B = (1 1), alors AB = ( 9 2) qui n’est méme pas symétrique, et

14°. Supposons que A est symétrique réelle donc orthogonalisement diagonalisable, Posons A =
PDP!, avec D = diag(A4,...,A,) et P € 0,(R).
Posons A = diag(v/ Ay...,V/ Ay) et cecia un sens car les A; sont positifs,
Posons R = PAP™!, on a bien R est symétrique, car P orthogonale, et R € S, car ses valeurs
propres sont = 0.
On a bien R? = A.
15°. Ona, A* B =(c;,j), avec ¢;,j = a; jb; j,
n n n n
a;j= Z Ui kUr,j = Z uy,iuy, j, car U est symétrique, de méme b; j = Z VikVk,j= Uk,i Uk, j>

k=1 o k=1 . k=1 k=1
car V est symétrique : D’ot1 I'égalité demandée.

Comme uy,;ug,j = U, jUr,i €t Vg ;Vk,j = Uk, jUk,i alors ¢;j = ¢j,;, et la matrice AB est donc

symétrique.
X1
+ X2
Pour montrer que A * B € §,,, on utilise la question 12, et on prend X = . € Mp;1 (R).
Xn

Par calcul matricielle, on a :

8/9



‘X(A*B)X= Y xicijxj

1<i,j<n

= Z XiUk,i Uk,jV1,iV1,jXj
1<i,j,k,l<n

n n
= ) (_inuk,ivl,i)(ijuk,jvl,j)

1<k,l<n\i=1 j=1
n 2
= Z Xiugivyi| =0
1<k,l<n | i=1
Car
n n
D XilljiVLi = ) XjU,jVLj
i=1 j=1
Donc
AxBe S;’l

1 1
16°. Par définition, on a —'A*” = (—,afj)’ donc
! p! b

lim Ty=E(A)

N—+o00

17°. « Lapplication M —* X MX est linéaire sur I'espace My, ; (R) qui est de dimension finie, donc
continue.

* On note ¢x I'application précédente, alors

Sp= [ ¢ (0,+00D[)Sn

XeM;,1 (R)

Alors S;; est un fermé de Sy,.
« Soit A€ S}, alors d’apres la question 15, la matrice A*? € S, pour tout p € N.

Par la question 13 la matrice Ty est dans S,; pour tout N € N, alors sa limite qui est E(A) est
dans S}, car S, est un fermé de S,,.

Conclusion E(A) € S;,.

FIN

Pour vos remarques sadikoulmeki@yahoo.fr
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