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CONCOURS INTERNE 
e t  

CONCOURS D'ACCES A L'ECHELLE DE REMUNERATION 
SESSION DE 1989 

DES PROFESSEURS CERTIFIES 
D U R ~ E  : 5 heures 

PREMI~RE COMPOSITION DE MATH~IATIQUES c_- 

L'usage d'instruments de culcul, en particulier d'une calculatrice dlectronique de poche - duentuellement 
programmable et alphanudrique - d fonctionnement autonome, non imprimante, est autorisd conformdment d la 
circulaire no 86-228 du 28 juillet 1986. 

Matdriel d fournir :feuilles de papier quadrilld 5 X 5, 
feuilles de papier millimdtrd. 

Ce problbme prhente des exemples de ddcoupages d'un intervalle conduisant 1 i'étude conjointe de suites et 
de fonctions. La premiCe partie erploite de manière Clhentaire une situation d'origine gbomdtrique. Dans la 
deuxibme partie, on en-e dea ddcoupeges du segment [O, 1). par des segmenta dont ter milieux ,ont fixes. 
La troisibme et la quatribme partie mettent en dvidence des comportements oscillants. 

P R E M I ~ H E  PARTIE 

1. Les donndes sont : un demi-cercle ( C )  d'extrtmitbs A et B, lu droite D portal~t A et 11. 

On pose N = Q (M) pour exprimer que M et N ,sont des points de ( C )  vdrifiant A N  f BM = AB. 

K dbsigne le point du segment AB tcl que BM _= BK. 

1.1. Indiquer par une figure une construction de N loroque M est donnb. 

1.2. On désignc par n et nles projections orthogonales sur D des points M et N respectivement. Exprimer, soit par un 
calcul analytique, soità l'aide de considkrations gCom6triques, les distances Am et An en fonction de AK et AB. 
Vérifier que K est le milieu du segment mn. 

1.3. Itérés par v d'un point de (C). 

On dCfinit une suite sur (C) par la donnée d'un point Mo de (C)  distinct de A et de B et par la condition 
M p + ,  = v(M,) pour tout entier naturel p .  

a. Faire une figure, en prenant AB = 10 cm, où l'on construira quatre points M, successifs. 

b. Montrer que M, tend vers A quand p tend vers + CO. 

2. Mioe en place de suites numériques. 

On suppose dorénavant que AB = 1. 

A la suite (M,),,, de points de (C), on associe la suite (K,),.N de points du segment AB dkfinie par : 
A K ,  = AM,,, pour tout entier naturel p 
et les suites numériques (c,),~, et (z,),~, définies par ' :  
c ,  = AK, et x ,  = Am, ,  oh rnp désigne la projection orthogonale de M, sur D. 

On a donc c p  = - (2, + zp+ ,). 
1 
2 

2.1. Exprimer zp et zp+ , en fonction de c,  puis c ,+ ,  en fonction de c,. 

Tournez la page S. V. P. 
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2.2, Pour x appartcriant au segment [O, 11, 011 pose u ( x )  = 1 - dl - z' et 4%) = k - 2. ReprQenter, sur un 
m&me grapliiqrie, ces deux foiictions (axes orthonormb, iinitd graphique : 10 cm). 

En utilisant cc graphique et en partant de c, = 

donnCe niille. 

8 
reprhenter les points d'abscisses c,, c,, zor x , ,  2, et d'or- 

2.3. On s'intéresse aux longueurs des segments K, K,+, . Montrer que. pour tout entier naturel p ,  
1 

CP - CP+ 1 = 5 (2, - z,+3. 

Ceci suggère le calcul de la somme des longueurs des segments K, K,+ 

Calculer \1 Ka, Ka,+ , et en ddduire, en fonction de c, , L(c,) = 

de L(c,) lorsque c, tend vers 1. 

pris de deux en deux. 

p = h  + m  

K,, K,,+ . DCterminer la limite A 22 
P - O  ,-O 

3. Sur la droite D, on donne deux points 1 et 1 choisis de telle sorte que le segment IJ contienne le segment AB et que 
ces deux segments oient le mCme milieu. 

Dans cette question, on pose N = q(M) pour exprimer que M et N sont des points de (C) vdrifiant 
IN + J M  = IJ. 

Peut-on Ctendre à cette situation I'Ctude faite dans la question 1 ? 

DEUXIBME PARTIE 

1. On donne B prCsent une application de Z dans le segment [O, 11, n - c,  , c'est-à-dire une suite sur Z de points 

lim c,=O , lim c,= 1. 

de [O, 11. Cette application est strictement decroissante (pour tout n daiis Z, c,+ , < c,) et vérifie : 

n+ + m n 7  - E 

Le but de cette question est d'btudier sur des exemples l'existence d'une suite sur Z, (nn)ncZ, de points du 
segment [O, 11. strictement dtcroissante et satisfaisant A la condition : 

pour tout n ClCrnent de 2, z, + z,+ , = 2 c, . 
Lorsqu'on peut dCterminer une telle suite, on dit qu'A la suite ( c , ) , ~ ~ ,  est associ6 un a pavage u du segnieiit 
[O, 11 à l'aide des segments [za+,, x,]. 

+ m  

1.1. On pose pour tout n tlbmentde Z, S, = 2 (- l)h c,+,, . 
h - O  

Justifier ia convergence de cette serie. 

Montrer que le problbme admet au plus une solutioii exprimée par x ,  = 2 S, pour tout n Clément cle Z . 
Montrer qu'il admet exactement une solution lorsque h suite (S"), est strictenient décroissaiite. 

1.2. Exemples. 

Dans chacun des trois cas ci-dessous, on observera que la suite ( c , ) , . ~ .  qui est donnée explicitement. préseilte 
une symktrie. 

1 1 
a. Si n appartient B Z+ : c, = 2.+( - c-; = 1 - 2n+1 - - 

Dtterminer x ,  lorsque n est un tltment de Z+ puis, en utilisant une symCtrie, z- , . 
Obtient-on un a pavage du segment [O, 11 ? 

'Iburae+ lu p u ~ e  S. V. p. 
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1 
x - *  

1 1  1 
27;' c - , = l - -  3 2n-I b. Si n appartient à Z+ : c, = - x 

Calculer x,, , z- , , r- a .  Représenter sur un axe les points d'abscisses c, , c-  , c -  , xo , x -  , , x -  a .  Peut-oii, 
dans ce cas, obtenir un u pavage u du segment [O, II ? 

1 4 

c. s i  n appartient à Z+ : c, = -L- C-, = I - A * 
n + 2  n + 2  

Exprimer x,  comme somme d'une série. 

Montrer que, pour tout t dément du segment [O, 11 et pour tout entier naturel p ,  

A l'aide d'une intégration, en ddduire que : 
1 1  (- l ) n + r  

In 2 = 1 - + + . . . + - + . . . et donner une nouvelle expression de z , .  n 

Pour tout dlément n de Z+ , montrer que : 
11 

dt et romparer r,, et z,+, . 

A ~n suite ( c , ) ~ ~ ~ ,  peut-on associer IIII  (( pavage 1) tlu segruent (O, Il ? 

xn = 2.1, r r  

2. Une dquation fonctionnelle. 

2.1. Soit f une bijection continue, strictement croissante, du segment [O, 11 sur lui-m2me, vtirifmnt, pour tout 
élément x de l'intervalle 10, 11, f ( x )  < x. 

On considkre une suite sur Z de points de l'intervalle ]O, 1[ , n ,-, c, , vdrifiant ia relation c,+, = f (c,,) 
pour tout dément n de 2 .  

Montrer que cette suite est strictement dbcroissante, que cn tend vers O quand n tend vers + 00 et vers 1 quand 
n tend vers - 00. 

2.2. Dans l'intention d'associer P toute suite (c,,),,.~ ain3i construite un u pavage n du segment [O, 11, on cherche une 
fonction g, dCfinie sur le segment [O, 11, telle quo : 

V x E [O, 11 , g (z) + g (f (r)) = 2z et iim g(x)  = O .  
= - O  

En s'inspirant des rbolutions numbriques qui pr6cbdent. comment peut-on déterminer une telle fonction ? 

Montrer que, si de plus, pour tout éldment x de I'intervaIIe ]O, II, g (r) > z, cette fonction g permet effective- 
ment d'associer A chaque suite (c,),,~Z un a pavage u du segment [O, 11. 

TROISIkME PARTIE 

Dans cette partie, a est un rkel donnb, strictement euphrieur à 1. 

1. Etude d'une a i e  de fonctions. 

1.1. On pose +(t)  = - * * t ddcrivant R .  1 + a' 
Montrer que; pour tout I ,  J, (1) + JI (- t )  = 1. 

Etudier les variations et faire une reprbentation graphique de la fonction J,. Montrer que, aur R i ,  J, est une 
fonction convexe. 

1.2. Pour tout del t ,  on dbigne par S(t) Ia somme de ia série +(t) - J,(t + 1) + ... + (- 1)" +( t  + n) + ... 

Tournez la page S. V. P. 

dont on justifiera fa convergence. 

Montrer que la fonction S est positive. 



La fonction S est-elle continue ? Est-elle dbivable ? A-t-elle une limite en + a3 ? 

Montrer qu'il existe un rcet C, tel que, sur i'intervde [to , + col, S soit ddcroissante. 

Montrer que, pour tout t r&l. 

Si S a une imite en - CO. quele est cette imite ? 
S(:) + S(r + 1) = J, (:). 

2. Etude de suites. Dans cette question. n est un entier naturel. 

2.1. Suite n C, S(- n). 
1 
2 
1 
2 
1 
2 

Montrer que : S(- 1) = - - S(2) 

S(- 2) = - - S(3) 

S(- n) = - - S(n + 1). 

Etudier la suite de terme gdndral S(- n). 

et que, p o u  tout entier naturel n, 

2.2. Suite n - S - n c -  1 
Montrer que, pour tout entier n suphieur ou Cgal B 1, 

puir que 

& l i e r  chacune des deux suit- n - S 
A queue condition ia suite n c, S 

et n C, S (i - (2n + 1)) - 
est-die convergente ? 

QUATRIaME PARTIE 

Etude de S (i) selon la vdeur de a. 

On rappelle que a est un r&l strictement suphieur B 1. 
+ m  

1 
Onposeb = fi et o(b) = 2 (-1)a + b ln  + 1 .  

n - O  

1 
l + b  

1. Montrer que, pour tout b rtrictement rupGieur A 1, a(b) < - - 

Que peut-on en ddduire concernant la ruite (s(: - n)),,.. loraquecr~tsup~rieurou~gal i9t  
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2. cplcuier une valeur dkciaale approchh de 4 2 )  P IO-) prh. 

1 Pour4 = 4,  cornparers (i) et a. 

3. On dtaire comparer S lorsque a est compris entre 4 et 9. 

1 1 
l + b  l + b *  On pose o(b) = - - - + R(b).  

Montrer que, pour tout entier naturel n :  
1 1 1 - 1 

1 + b 4 n + l  1 + b 4 n t 3  <-- w 9 '  

1 
bs (1 + 6 7 '  En déduire l'inCgalit6 R(b) < 

Montrer qu'on a aussi o(b) < -- - - 1 1, 1 
1 + b 1 + b3 i- ba (1 + b3)' 

1 Comparer, pour 6 strictement supérieur à 2 ,  u (b) et - 
4 

4. Un encadrement de a@). 

4.1. 0 1 1  pose, pour tout entier naturel n : 

l h d i e r  le signe de a,. 
+ m  

1 
l + b  4.2. Démontrer les Cgalités : 2u(b) = - 

et 
+ w  

n - O  

En déduire que, pour tout réel b strictement supérieur à 1, on a : 

1 1 1 
< ~ ( 6 )  < -- 

2 (1 + b) l + b  2 ( 1 + b 3 ) '  

1 
4 

4.3. On prolonge u en 1 en posant u(1) = - .  

Montrer que la fonction ainsi définie est continue en 1, puis. en comparant par exemple a(6) 

et--- (1 + 6) 
3 1 

(1 + 63) * qu'elle y est dérivable. 

5. Fonction f assouCe à S. 

On pose x = +(t)  [voir III.1.1] donc, lorsque t' décrit R , x décrit l'intervalle ]O, 1[. 

Ddterminer la fonction f, definie et continue sur le segment [O, 11, sachant qu'on a f (r) = + (I 4- 1) 
lorsque x = + ( t ) .  Verifier que f satisfait aux conditions du 11.2.1. 
On associe B f la fonction g comme au 11.2.2. Lorsque a est supdrieur ou Cgal à 4, a-t-on, pour tout x 
ClCrnent de l'intervalle ]O, 1[, g(z) > z ? 

. F ~ N .  


