Corrigé CCP PC maths 2 2007

Partie I
On notera Sy l'ensemble des solutions de (E) sur I.

I.1. Soit y une solution de (E) sur I, y est deux fois dérivable donc fortiori de classe C* sur I.
Supposons y de classe C" sur I pour un certain n € N*. Alors de ¢/ = —p.y, comme ¢ est de classe
C>, on déduit que 3" est de classe C" donc y de classe C"*? et donc aussi de classe C"*! sur I.

Par récurrence sur n, y est de classe C" sur I pour tout n € N* et donc de classe C* sur [.

I.2. Soit y € S;. Comme [ est symétrique par rapport a 0, on peut définir sur I la fonction
z: x+— y(—x) et elle est de classe C*° sur [ car y l'est.

De plus, pour tout z € I, 2'(z) = —y/(—x) et 2" (x) = y"(—x).

De plus, comme ¢ est une fonction paire,

Ve el 2'(x)+p(x)z(z) = y"(—z) + o(—z).y(-2) =0

La fonction z est donc solution de (F) sur I.

1.3. Notons gg la fonction définie sur I par : Vz € I, go(x) = fo(—2x).

On a d’aprs la question précédente : go(0) = fo(0) =1, g;(0) = —f}(0) =0 et go € S;.

D’apres le résultat rappelé en préambule, il existe une unique solution de (FE) sur I vérifiant ces
conditions initiales : par conséquent gg = fy et la fonction fj est paire .

Soit g; la fonction définie sur I par gi(x) = fi(—=x).

D’apres 1.2, g1 € S;. D’autre part, comme (E) est une équation différentielle linéaire homogene, Sy
est un espace vectoriel et —gy € S7.

De plus, pour tout = € I,

—g1(0) = —f1(0) = 0 et (—g1)"(0) = f1(0) = L.

D’apres I'unicité de la solution de (F) vérifiant ces conditions initiales, —g; = fi et la fonction f; est
impaire.

Le théoréme utilisé ici est le théoreme de Cauchy-Lipschitz pour une équation différentielle linéaire,
résoluble dont les coefficients sont des fonctions continues.

(E) est une équation différentielle linéaire homogene du second ordre, résoluble dont les coefficients
sont des fonctions continues sur I : on sait alors que I'ensemble S des solutions de (E) sur [ est un
espace vectoriel de dimension 2.

(fo, f1) est un systéme de solutions de (F) sur I, de cardinal 2. De plus il est libre :

Pour tout (o, 1) € R2 tel que agfo + a1f1 = 0, en prenant la valeur en 0, oy = 0 puis comme f;
n’est pas la fonction nulle, a; = 0.

On en déduit que (fo, f1) est une base de S;. Sy = {aofo + a1 f1 | (o, @1) € R2}, ce que 'on peut
encore traduire en disant que la solution générale de (E) est :
y=aofot+arfi (ap,on) € R2
Soit f = agfo + a1 f1 une solution de (E). Notons g la fonction définie sur I par :
Veel g(z)=f(—x).
Ve e, g(z) =apfo(—x)+ arfi(—z) = apfo(z) — a1 fi(x) en utilisant la parité de fy et 'imparité
de f1.
Finalement, g = agfo — a1 fi. et —g = —apfo + a1 f1
Comme (fo, f1) est une base de Sy,

f=9g<—=—a1=—a<=a;=0et f=—g<=qy=0.

Les solutions de (F) paires sont les fonctions agfy ot ag € R et les solutions de (F) impaires
sont les fonctions o f1 ou a1 € R.
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1.4.

L4.1. o = fifo—fof _

fo2
w est le Wronskien de (fy, f1). Comme (fo, f1) est une base de I’espace vectoriel Sy des solutions de
(E) sur I, la fonction w ne s’annule pas sur I.

w
2

/ f’ " fO
Drautre part, v/ = 2 — 2% avec w' = fI'fo— f/fi=0et| %L =220
fo2  fo3 ! 0 u’ fo

On en déduit alors immédiatement que la fonction w est constante de valeur w(0) =1 sur I et donc

1 . . . . . .
que u' = ﬁ Mais ce n’est pas la méthode envisagée par l’énoncé.
0

I.4.2. On en déduit que la fonction fZu’ a pour dérivée di (feu') = fau" + 2fofiu’ = 0 et donc que
T
cette fonction est constante sur I. D’autre part, f2(0)u’(0) = «/(0) = w(0) =1 D’ou
1
/
u=—
fo2

1.4.3. Comme u(0) =0, u = ug et

1.5.

I.5.1. Soit f: x + cos2z sur [ =] — ,g [.

Veel, f'(xr)=-2sinzcosx et f”’(z)=2(sin2zx — cos2x).

Comme f ne s’annule pas sur I et qu’elle est solution de (E), on a donc :

1
x
Vxe[,cp(x):—f (@)
f(x)
On remarque que f(0) =1 et f/(0) = 0. Comme la solution de (FE) vérifiant ces conditions initiales
est unique (th de Cauchy-Lipschitz), fo = f.

’Vx €l, folx)=cos2z et ¢(zr)=2(1—tan2x) ‘

SECIE]

= 2(1 — tan2z).

1.5.2. On a pour tout z €] —g g[
r T
1 1+ tan®t
= dt= [ =2 2 dt= [ (1+tan®t)tan’tdt = [t t
uo() /0 cos At /0 —n /0 + tan® ¢)tan’ [tan(t) + 1 tan 3(¢ )}
A osat 1 + tan 2t = tan'(t) sur ] _g’g [
vz €] —gg [, uo(x) :tanl‘+%tan3x

1.5.3. D’apres 1.4.3, pour tout z € I =] — g7g I

fi(x) = uo(x) fo(r) = (tanz + § tan 3x) cos 2z = tan z(cos 2z + § sin 2x)

filz) = ta;x (14 2cos2z)

Comme S; = Vect(fo, f1) = Vect(fo,3/1), la solution générale de (E) sur I est :

’ y(z) = ap cos 2z + aq tan z(1 + 2 cos 2x) (g, 1) € R2 ‘

Partie 11

II.1. Soit y une solution de (E) sur R. D’apres I.1, y est de classe C*° sur R, donc la fonction
g : x — y(x + 2m) est aussi de classe C* sur R et on a pour tout = € R, §'(z) = ¢/'(z + 27) et
7'(2) = o (& + 2m).
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De plus, pour tout z € R, comme ¢ est 2w-périodique,
§'(x) + e(@)g(z) = y"(x + 27) + p(z + 2m)y(z + 27) = 0.
’Si y est solution de (E) sur R, g : z — y(x + 27) 'est également. ‘

I1.3. En particulier les fonctions fo : 2 — fo(x +27) et fi : & — fi(x + 27) sont solutions de (E) sur
R.

Comme (fo, f1) est une base de Sy, fo et fi sont combinaisons linéaires de fy et fi; ce qui assure
'existence de constantes (w; ;) pour (i,5) € {0,1}2 telles que :

fo=woofo+wioft  f1 = worfo+wirhi

On a alors également : f(’] = woo fo + wiof] Nf{ = wo1 f) + wii f1
En considérant les valeurs de fo, f1, zf} et f{ en 0, on obtient finalement :

Jol@ 4 2m) = woo fo(@) + wiof1(x) woo = fo(2m) wio = fy(2m)
ek { fi(z 4 27) = wor fo(x) + wir fi(x) avee { wor = f1(27) wiy = f?(QW)

I1.3. Soit g une solution de (E) et g : z — g(z + 27). Notons («, 3) les coordonnées de g dans la base

(fo, f1). On a donc g = afo + Bf1.
Alors pour tout x € R, on a d’apres I1.2.

g9(x +2m) = (wo0c + wo18) fo(z) + (w10 + w1,13) f1().
1 pour valeur propre.

Les coordonnées (d, 3) de § dans la base (fo, f1) vérifient donc

e gge
= R

)

Sr — Sr (Iei I = R)

y +—— z:x e y(x+2m)
De plus, W est clairement linéaire. ¥ est donc un endomorphisme de Sy dont la matrice dans la base
(fo, f1) de St est la matrice W.
L’équation (F) admet une solution non nulle 27-périodique, si et seulement si il existe g € Sy telle
que g # 0 et U(g) = g, ce qui équivaut a dire que 1 est valeur propre de ’endomorphisme ¥ ou encore
que 1 est valeur propre de la matrice W de ¥ dans la base (fo, f1).

(i) g est 2m-périodique si, et seulement si, g = § c’est-a-dire < > w
(ii) g n’est pas identiquement nulle si, et seulement si, < > <
me

Les conditions (i) et (ii) sont réalisées si, et seulement si, W ad
Autre rédaction :
D’apres la question I1.1, on peut considérer WV :

II.4. Soit g une solution de (£) non nulle et 27-périodique.

D’apres la question 1.2, la fonction x +— g(—xz) est encore solution de (E).

De plus comme Sy est un R-espace vectoriel les fonctions b : x — g(z)+g(—z) et k : x — g(x) —g(—x)
sont encore solutions de (E).

On constate que h est paire et que k est impaire.

De plus elles sont toutes les deux 27-périodiques.

Comme g = % (
e Supposons que h # 0 :
Comme h est une fonction paire, élément de Sy,d’apres 1.3 il existe o € R tel que h = a.fy. De plus

h # 0 donc « # 0.
On a alors fy = éh . Comme h est 2w-périodique, fy est 2mw-périodique.

h+ k) et que g # 0, h est k ne sont pas toutes les deux identiquement nulles.

o . 1
Remarque : Dans ce cas, f est également 2m périodique et la premiére colonne de W est (O>
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e Supposons que k # 0.
Comme k est une fonction impaire élément de S7, d’apres 1.3, il existe € R tel que k = §.f;. Comme
k est non nulle, 3 # 0.

Comme k est 2w-périodique, f; = %l{: est 2m-périodique.

, L o 0
Remarque : Dans ce cas, f| est également 2w périodique et la deuxiéme colonne de W est <1 >

I1.5.
I1.5.1. Pour tout = € R, la fonction t — K(x,t) fo(t) est continue sur [—7, 7] donc F' est bien définie
sur R. De plus comme pour tout (z,t) € R x [—m, 7], K(—=z,t) = K(z,t), la fonction F' est paire.

Notons f : (x,t) — K(x,t).fo(t) . pat théoréemes d’opérations et composition, la fonction f est de
classe C* sur R2.

e Pour tout x € R, t — f(x,t) est continue sur [—m, 7] donc elle y est intégrable.

0 02
e f admet des dérivées partielles 8£ et 6;20 définies par :
8f 3 kcostcosx
92 (x,t) = —kcostsinxe fo(t)
V(z,t) € R2,
02
8]20 (z,t) = k2 cos? t sin 22k 0518 f(1) — k cost cos wek OStCosT £y (1)
x
3} 02
-V e R, t — 2 (x,t) et t — a‘; (x,t) sont continues sur [—m, 7| donc elles y sont
x
intégrables.
0 2
- Vte[-m7], z— 8f et z — 8“’; sont continues sur R.
x x
— Domination :

Pour tout = € R et pour tout ¢ € [—m, 7],

|% (. 6)| < [kle!™I] fo(t) | = ha(t) I% (@,0)| < (k2 + | k]).elFL] fo(t) | = hat).

Les fonctions hi et hy sont continues sur les segments [—m, 7| donc elles y sont intégrables

On déduit du théoreme de dérivation des intégrales & parametre que la fonction F est de classe C? sur
R et que :

VeeR, Fl(z)= / — kcostsin ek costeos® f(¢) dt

—Tr

s
F'(z) = / (k2 cos? tsin 22 — k cost cos x)eFcosteos® £, (¢) dt

—Tr

IL5.2. V(z,t) € R2,

%22{ (z,t) + (@ — k2sin? 2) K (2,t) = (k2 cos 2t sin 2z — k cost cos x + a — k2sin 22) K (z, )
x
= [—k2sin2zsin 2t — kcostcosx + al K (z,t).

%—‘Ij (z,t) = —kcosxsintK (z,t), 8827‘;{
822{ (z,t) + (a — k2sin 2t) K (z,t) = (k2 cos 2z sin 2t — kcosx cost + a — k2sin 2t) K (z, t)

= [—k2sin2tsin 2z — kcostcosx + a| K (z,t)

(x,t) = (k2 cos2xsin 2t — k cos x cost) K (x,t) puis
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Finalement

V(z,t) € R2

622{ (z,t) + (a — k2sin® 2) K (z,t) =

02K (1)

52 + (a — k2sin2t) K (z, t)

En utilisant ’expression de F” trouvée précédemment,

DO o) e+ (a— k2sin2e) [ K (o) fo(t) dt

Ve eR, F'(x)+ (a— k2sin2z)F(x) 522

| 2K w0+ (0 - kzsin? ) K o 0)fo(0)

/_Tr (% (z,t) + (a — k2sin 2t) K (z,t)) fo(t) dt

_ %2:5[2(( £) folt )dt+/_7;(a—k281n2t)K($C,t))f0(t) dt

x étant fixé, les fonctions t — 8—[; (z,t) et fo sont de classe C! sur R et en intégrant par parties avec

oy 2K 9K
{ 92 Ha,t) u= ot (@,7) , on obtient :
v=fo(t) v =fyt)
" 02K 0K i 8K
—_— t t)ydt = | = t t —
G S dr= S @0 fo0)] — [ G ) fin ar
Mais t — K(x,t) est 2w périodique donc ¢ — 68—}; (z,t) est également et par hypothese la fonction
fo est 2m-périodique.
L oK o . oK T
On en déduit que t — v (x,t) fo(t) est 2mw-périodique puis que T (z,t) fo(t) =0.
" 92K " OK
On a donc _W%( 1) fo(t)dt = — T (z,t).£(t) dt
r_ _ 0K -
On effectue une nouvelle intégration par parties : = ot (%) = —K(x1)
v = fo(t) v = fo(t)
" 2K n "
R (1) fo(t) dt = (K () J400  + [ K0 (0t

x étant fixé la fonction ¢ — —K(x,t)f}(t) est 2m-périodique en tant que produit de deux fonctions
2m-périodiques et donc [—K (z,t). f5(t)]",. = 0.

Finalement,
™ T

F'(z) 4+ (a — k2sin2z)F(x) = K(z,t) f§(t)dt + / (a — k2sin 2t) K (z,t)) fo(t) dt

—T —T

_ /”( U () + (a— k2sin 20) fo(£) K (, 1) dt

—Tr

= 0 car fy est solution de (E).

¥z €R, F"(x)+ (a—k2sin22)F(x) = 0]

I1.5.3. La fonction F est paire et solution de (E) sur R. D’apres 1.3, il existe A € R tel que F' = Af,
ce qui s’écrit encore :

™

INeER VzeR / ekeosteos (1) dt = Afy ()

—T

Remarque : On aurait pu utiliser les conditions initiales... On note X = F(0) et on remarque que
F'(0) =0 donc F = Afo+0f;...
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Partie II1

On note toujours Sy 'ensemble des solutions de (E) sur I avec ici [ =] — % , g [.

IIL.1. (E) "+ w2y =0 avec w > 0.
La solution générale de (E) sur I est :
’y(a:) = Acoswz + Bsinwzx (A, B) GRQ‘

Compte tenu des conditions initiales fy et fi sont définies sur I par :

Veel fo(r)=coswz fi(x) = %sinwx.

IT1.2. L’application @ : | | — g ,g [ — ] —1,1] est un C*°-diffeomorphisme .
r +—— sinzx
Si z est une fonction de classe C* sur | — 1,1 [ Papplication y définie sur I =| — % , g [ par:

y(x) = z(sinz) est de clase C* sur I. De plus,
Vz el y'(z)=~2(sinz).cosx y"(x) = cos 222" (x) — sin x2/(sin 1)

yeSr < Verel (1-sin2x)"(sinz)—sinzz/'(sinz)+ w2z(sinx) =0
= VXl -1,1] (1-X2)"X)-X/(X)+w2(X)=0 (E)

car ® est une bijection.

I11.3.
II1.3.1. =z est developpable en série entiere sur | — 1,1 [ donc de classe C*° sur | —1,1[. De plus, pour
tout X €] —1,1],

+o0
z2(X) = Z an X"
n=0

+oo +oo +o0
Z(X) = Z:nanX"_1 XZ(X) = ZnanX” = ZnanX” car pour n = 0, na, = 0. 2'(X) =
n=1 n=1

=0

+o0 +oo " +o00
Zn(n —1a, X" 2 X2"(X) = Zn(n —1Da, X" = Zn(n —1)a, X™ car pour n =1 et n =0,
n=2 n=2 n=0
n(n —1)a, = 0.
De plus en effectuant le changement d’indice k£ = n — 2,

+00 oo
Z(X) =) (k+2)(k+ DagoXF =) (n+2)(n+ 1an2 X"

k=0 n=0
z est solution de (E') si et seulement si pour tout X €] —1,1],
+oo oo
Z [(n+2)(n+1)apt2 —n(n—1)a, —nay, +w2a,] X" = Z [(n+2)(n+1)apto — (n2 —w2)a,| X" = 0.
n=0 n=0

Par unicité du developpement en série entiere de la fonction nulle, cette égalité équivaut a :
VneN, (n+2)(n+1apt2 — (n2 —w2)a, =0
+0o0
Comme pour tout n € N, (n+2)(n+1) #0, z = Z ap, X" est solution de (E’) si et seulement si :
n=0

Vn € N, an+2:( n2 — w2

ntmen ™ B

Soit (a,) une suite vérifiant (R)
(2p — 2)2 — w2)

(2p)(2p—1)

En particulier, pour tout p € N*, ag, = aop—2, puis par récurrence sur p :
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p—1

* agp
Vp e N agy = —= || (4k2 —w2). (1)
" (2p)! kl;[o
a v
En effet pour p = 1, —OH(4k2—w2) = —"ag=ay
@p)!
Si ’égalité est vraie pour un certain p € N*,
4p2 — w2 a r a u
agpro = 0 (4k2 — w2) = ——— T (4k2 — w2).
(2p+2)2p+1) (2p)! 2 (2p+2)! ;-
L’égalité est vraie au rang p + 1: la récurrence est établie.
A (2p —1)2 — w2 ,
De méme, pour tout p € N*, agpy1 = ———————— ag,—1. Par récurrence sur p, on a alors
(2p+1)(2p)
p—1
a1

Vp e N*, agyi1 = @1l .k[:[o((% +1)2—w2) (2)

Réciproquement, une suite (a,) vérifiant (1) et (2) vérifie (R).
Si (E') admet une solution polynomiale z non nulle, elle est développable en série entiere sur | — 1,11,

o0
z2(X) = ZanX ™ ou les coefficients a, sont nuls & partir d’'un certain rang et non tous nuls. En

n—
particulier si deg(z) = N, ay #0et Yk > N +1, a = 0.
Or, pour tout k € N, ag10 =0 <= ar =0 ou w2 = k2.
Comme w > 0, a2 =0<=ar =0o0u w=k.

Comme a2 =0 et ay # 0, necessairement w = N.
Réciproquement si w = N € N*,

e Si N =2q:
ap € R* sip=20
p—1
ap .
pour tout p € N posons ag, = H (4k2 — 4q2) sil1l <p <q et agpy1 = 0.
2p)! =
0 sip>gq
q 00
Soit pour tout X € R, z(X) = Z agy X% = Z apX*. z est une fonction polynéme non nulle.
p=0 k=0

La suite (ay)ren vérifie les relations de récurrence (R) donc z est solution de I’équation (E').

On utilise ici, comme dans la question suivante l’équivalence entre z solution de (E') et les relations
de récurrence (R). Le texte est ambigu car il ne fait établir que 'implication : si z est solution de
(E') alors (an) vérifie (R).

(—1)P4P ¢ (q¢+p)!

Remarque : pour tout p € N avec p < ¢, on a encore ag, = ag
(2p)! 4+P (¢—p)
e Si N =2¢+ 1 avec q € N*.
a; € R* sip=20
a L
Pour tout p € N, posons ag, = 0 et agpy; = § ———— H (2k+1)2—(2¢+1)2)) sil<p<gq.
2p+ D!y
0 sip>gq
q +oo
Soit z définie par VX € R, z(X) = ZangXQp“ = ZanX”. z est une fonction polyndéme non

nulle solution de (E’) car, comme précédemment, la suite (a,) vérifie la relation (R).

4P(—-1)P +p)!
Remarque Pour tout p € N, on peut écrire agp1 = (-1) . (4 +)

2p+1)! (¢ —p)!
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Soit (a,) une suite vérifiant les relations (1) et (2). Montrons que le rayon de convergence R de la
série entiere Z a, X" est supérieur ou égal a 1.

n>0
e Si w € N, d’apres ce qui précede , la suite (a,) est stationnaire de valeur 0 donc R = +o0.
eSiw¢N
Etude de Z a2pX2p.

p=0
Siag #0,Vp €N, ag #0. On a alors pour X # 0,
agp o X P12 2p)2 — w2 agp o X P2
i __ @) . lim |22 X = | X2 .
azp X P (2p+2)(2p+1)  poteo @2p
D’apres le théoreme de d’Alembert, si | X | < 1, la série Zang 2P est absolument convergente, et si
p>0

| X | > 1, elle est grossierement divergente : le rayon de convergence de Z agp X %P est 1.
p=0
Siap = 0 : pour tout p € N, ag, = 0 et la série entiere Zang 2P est la série nulle de rayon de
p=0
convergence infini :

Dans tous les cas, si | X | < 1, la série Z agp X ?P est absolument convergente
p=0
Etude de Za2p+1X2p+l.

p=0
Sia; #0,Vp €N, agy1 #0. On a alors pour tout X # 0,

agp3 X P8 _ @pt1)2-w2 m | agp3 XT3
agpr1 X (2p+3)(2p +2) " p—too a2p+1

D’apres le théoréme de D’alembert, si | X | < 1, la série ZangX 2r+1 est absolument convergente,
p=>0

X+ = | X2] .

et si | X | > 1, elle est grossierement divergente : le rayon de convergence de Za2p+1X 2r+l et 1.
p=0
Sia; =0 : pour tout p € N, agpy1 = 0 et la série entiere Z agp1X 2r+1 est la série nulle de rayon de
p=0
convergence infini :
Dans tous les cas, si | X | < 1, la série Z agp+1 X 2Pt est absolument convergente.
p=0
Pour tout p € N, notons ag, = agyp, agpt1 =0, By = 0 et Bopy1 = agpy1.
Soit X € R tel que | X | < 1:

Z ap X" = Z aop X 2P et Z O X" = Z aop1X 2r+1 sont absolument convergentes.

n>0 p>0 n>0 p>0

Comme Vn € N, [a, X" | = | X" + B, X" | < |, X" |+ | X" |, la série Z an X" est absolument
n>0

convergente.

On en déduit que le rayon de convergence de la série entiere g an, X™ est supérieur ou égal a 1.
n>0

II1.3.2. Toujours en utilisant I’équivalence z solution de (E’) et les relations de récurrence (R), on
déduit de ce qui précede que

p—1 p—1
les fonctions zg : X — 1+ (4k2—w?2 X%Petz: X — X+ —_— 2k+1)2—w?2
> g Lo > Gy L rvn-eo
sont définies sur | — 1,1 et solutions de (E’) sur cet intervalle.
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(E') est une équation différentielle linéaire du second ordre, homogene, sans points singuliers dans

] —1,1[. On sait alors que I’ensemble des solutions de (E’) sur | — 1,1 est un espace vectoriel de
dimension 2. Comme (2, z1) est un systeme libre de solutions de (E’) sur | — 1,1, c’est une base de
cet espace.

Plus précisément, pour toute solution z de (E') sur | — 1,1/,

il existe (agp,a1) € R2 tel que z = apzp + ay21.
En évaluant z(0) et 2/(0), on a :

z = 2(0)z0 + 2'(0)21
D’apres IT1.2, comme fj : © — coswx est solution de (F), la fonction Zy : X +— cos(w arcsin X) est

solution de (E’) sur ] —1,1].
Or Z(0)=1et Z'(0) =0 : Zy = zp:

Ve € I, coswx = zp(sinx)
| |

De la méme faon , on associe & y; : z — sinwz la solution de (E') : Z; : X + sin(w arcsin X).
Comme Z1(0) =0et Z1(0) = w, Z1 = w2y

’Va: €l, sinwr= wzl(sinw)‘

I1I1.3.3. Soit m € N*

Si on considere w = 2m, d’apres la question I11.3.1, z5 : X — 1+ Z
p=1

(p) H k2 — m2) X2

On a alors en utilisant les égalités précédentes :

Vo €] — g ,g [ cos(2mz) =1+ Z ' H (k2 — m2)(sin z)?P

(p)

Soit P, la fonction polynomiale P, : t — 1+ Z H k2 — m2)t? et g, = Pp, osin (définie sur
m m—1
R). deg(P,,) = 2m car [T (k2 —=m2)#0
(2m)! 0
Les deux fonctions ¢, :  +— cos(2mx) et g,, sont continues sur R et elles concident sur | — g ,g [
R - ) T
par passage a la limite, elles sont égales sur [— 9 5]
De plus ces deux fonctions sont 7 périodiques : 1’égalité c,, = g, est valable sur R.
On peut faire la méme chose en prenant w = 2m + 1 :
p—1
On aalors z; : X — X + Z —_— H ((2k +1)2 — (2m + 1)2)) X?P*L puis,
2p+ 1)! 0
m
YV €] —g ,g [ sin((2m+1)x) = (2m+1) sinz+(2m+1) pZ:; [T H (2k+1)2—(2¢+1)2))(sin z)?P !
om 1
Soit @y, la fonction polynomiale : @, : t — (2m+1) t+z smt L H ((2k+1)2—(2m+1)2))t?P+!
D+ 1)
et hp, la fonction définie sur R par h,, = Q,, o sin.
m—1
deg(Qm) = 2m + 1 car =L T ((2k +1)2 - (2m + 1)2)) £ 0.
@m+ D!
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Notons s, : & +— sin((2m + 1)x).
Les fonctions s,, et h,, sont continues, 7 antipériodiques et concident sur I'intervalle ouvert de longueur
7 I : Par continuité elles concident sur [— g , E] puis en utilisant leur m-antipériodicité, elles concident

sur R.
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