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Polynomes a racines toutes réelles

Log-concavité des suites

1. Pour tout k€ [[1,n—1]],
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La suite binomiale ((Z)) est donc bien log-concave.
k=0,n

2. Si (ak)k=0,.n est ultra log-concave, alors pour tout k € [[1,n —1]],
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donc, comme un coefficient binomial est positif, on a aussi
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car (( )) est log-concave.
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La suite (ag)k=0,...n est donc log-concave. cqfd.

3. Soit (ag)k=o,...n une suite strictement positive et log-concave.
Posons jo = max{j € [0,n]] : ap < a1 <- < a;}. jo existe comme maximum d’un ensemble fini (car inclus dans [[0,n]])
non vide (car 0 appartient a cet ensemble).
— Si jo =n, alors agp < a1,< - < ay, donc (ak)k=0,...» est unimodulaire.
— Si jo =n -1, alors, par définition de jo, on a a, < an,-1 = a;,, donc ag < ay < -+ < ap-1 > ay, donc (ag)k=0,...n €st
unimodulaire.
— Si jo < n—1, alors, par définition de jp, on a aj,+1 < aj,, et, comme (ax)=-0..n est log-concave, on a, pour

j=io+1e[Ln-1], )
Jo+1

2
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car tous les termes sont strictement positifs.
En itérant ce procédé (ou via une récurrence immédiate), on montre alors que pour tout k € [[jo,n —1]], ars1 < ax.
On a alors ag < ay <+ < aj, 2 ajg41 >+ > Gy, donc (ag)g=o,..,n st unimodulaire.
Rq : on peut méme montrer que apy1 < ap pour tout k € [jo,n — 1]].
Dans tous les cas, on a bien (ay)g=o,..,» unimodulaire.

Polynémes réels & racines toutes réelles

Rq : un polynome P € R[X] est donc a racines toutes réelles si et seulement s’il posséde deg(P) racines réelles (ou les
racines sont comptées avec multiplicité). En effet, P est scindé sur C et il est a racines toutes réelles si et seulement si toutes
ses deg (P) racines complexes sont réelles, donc si et seulement s’il posséde deg (P) racines réelles (encore une fois comptées
avec multiplicité).

4. Si P est constant non nul, alors P est a racines toutes réelles (il n'en a pas), mais P’ = 0 n'est pas a racine toutes

réelles (car par exemple le nombre compleze 1 +1i est racine complexe non réelle de P').

On va donc considérer un polynéome P de degré au moins égal 6 1 dans cette question, et la propriété sera fausse si
deg (P) = 0.

1l aurait été souhaitable d’inclure, par convention, le polynéome nul dans les polynémes a racines toutes réelles.

n
Soit P = Z arX® e R[X] un polynéme & racines toutes réelles, notées oy < -+ < ., et de multiplicité respective

k=0
NiyeoeyNp.



— Pour tout 7 € [1,7]], a; est racine de P’ de multiplicité n; — 1 (en considérant que si un nombre est racine de
multiplicité 0, il n’est pas racine).

— Pour tout i € [[1,7—1]], P: x — P(x) est continue sur [«;, a;41], dérivable sur Ja;, a;1[ et P(a;) = P(aiy1) (=0),
donc, d’aprés le théoréme de Rolle, il existe 3; €]as, azy1[ tel que P'(3;) = 0.
B; est racine de multiplicité au moins 1 de P’.

Par construction, on a a3 < 81 < ag < B2 < -+ < Br_1 < o, €t la somme des multiplicités est au moins égale &

(m-1)+1+(na-1)+1++1+(n-1)=>(n;-1)+(r-1)x1=> n;—r+r-1=deg(P)-1=deg(P’),
i=1 i=1
et, comme elle est aussi au plus égale a deg (P"), on obtient que chaque j3; est racine de multiplicité exactement 1 de
P’, et que la somme des multiplicités des racines réelles de P’ est égale a deg (P'), donc P’ est & racines toutes réelles.

. On a . N
(*)  QX)=X"P(1/X)=> arX"*=>a,;X" (en posanti=n-k).
k=0 i=0
Comme a, #0, on a Q(0) = a, # 0, donc 0 n’est pas racine de Q.
Enfin, pour tout z € C~ {0}, on a

PR 1
Q(2)=0«e 2"P(1/2) =0 P(1/2)=0=>1/2e R=z = €R,
0 — 1/Z
* eC

donc @ est & racines toutes réelles.

. Supposons ici deg (P) =n > 2 (sinon [[1,n - 1]] est vide).

Dans toute la suite de ce corrigé, on considérera n > 2.

e En itérant la question 4, on peut démontrer par récurrence immédiate que pour tout k € [[0,n]], P™) est a racines
toutes réelles.

e Par suite, pour tout k € [1,n - 1]], comme k —1 € [[0,n - 2], Q1 = P~V est a racines toutes réelles, de degré
n—-(k-1)=n-k+1lcark-1<n.

Puis, d’apreés la question 5, Qy = X" *"1Q,(1/X) est a racines toutes réelles.

De plus, lécriture (*) obtenue a la question 5 montre que Q2 est de degré au plus égal a deg(Q1) =n—-k+ 1.

Enfin, Q = anﬁk*l) est de degré

deg(Q) <deg(Q2) —(n-k-1) (car on perd au moins un degré a chaque fois que 'on dérive)
<n-k+l-(n-k-1)=2.

Si @ # 0, alors il est a racines toutes réelles car Q)2 lest et on a dérivé ensuite, sans "atteindre" le polynoéme nul (cf
question 1).
Remarque : si Q =0, en l’absence de convention sur le polynome nul, Q n’est pas nécessairement & racines toutes
réelles. Ce cas peut arriver en considérant par ezemple P = X° et k=1, on a Qq = PO - P, Qs = X5P(1/X) =1cet
Q= Q§3) =0, donc Q n’est pas a racines toutes réelles.
Plus généralement, on aura ce probléeme dés que 0 sera racine de P d’ordre strictement supérieur a k + 1.
e Dans la suite de cette question, on va supposer que () est bien a racines toutes réelles...

n

Pour tout k € [1,n - 1]], comme P =Y a;X’, on a
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— Si ag_1 =0, alors




— Si ag-1 # 0, alors @ est un trinome a racines réelles, donc son discriminant est positif, i.e.

() Gelaza)- () (i) (ess)-»

( ag ) > ( ) ( k+1 ) .

Dans tous les cas, on a le résultat souhaité, celui-ci étant valable pour tout k € [1,n—1]], la suite (ag)k=o,..,» est ultra
log-concave.

Si, pour certaines valeurs de k, on obtient Q = 0, alors avec l’expression de Q que l’on a obtenue ci-dessus (qui est
toujours valable), on aura ax—1 = ag = ags1 =0, et on a alors linégalité souhaitée qui reste valable.

Cette inégalité est donc valable pour tout k € [[1,n - 1], donc la suite (ax)k=0,.. n est ultra log-concave.

Soit o € R. Notons h:z e R~ e **P(z).

e Pour tout z e R,

e“"D(e”* P(2)) = e**h'(x) = e** (—~ae " P(z) + e ** P'(x)) = —aP(z) + P'(x),

donc =~ e**D(e”**P(x)) est une fonction polynomiale comme combinaison linéaire de fonctions polynomiales.
e Notons Q = —aP + P'.
En reprenant les notations de la question 4, pour tout ¢ € [[1,7]], «; est racine de multiplicité n; de P et racine de
multiplicité n; — 1 de P’, donc o est racine de multiplicité n; — 1 de Q (et n’est pas racine si n; -1 = 0, méme convention
que dans la question 4).
De plus, pour tout ¢ € [[1,7 — 1]], h est continue sur [, a;11], dérivable sur Ja;, 1] et h(a;) = h(a;p1) = 0, donc,
d’aprés le théoréme de Rolle, il existe (3; €]ay, aiy1[ tel que h'(B;) = 0, et, par suite, Q(3;) = b h'(B;) = 0.
On a donc trouvé, comme a la question 4, au moins n — 1 racines réelles de Q.
— Si a =0, alors Q = P’ est a racines toutes réelles d’aprés la question 4 (ou en notant qu'on a assez de racines
réelles)
— Si a#0, alors deg (Q) = deg (P) =n.
Si a> 0, alors e”** P(x) e 0. En appliquant la généralisation du théoréme de Rolle & h sur [, +oo[, il existe

Bn > an > Bno1 tel que h'(B3,) = 0. On obtient ainsi une n-iéme racine réelle pour Q.
Si <0, on opére de méme sur | — oo, 1| car alors e **P(z) — 0.

T—>—00
Q est donca racines toutes réelles.
Autre version : S’il existe une racine z € C\R de Q, alors, comme Q € R[X], Z # z est aussi racine de Q, et on
aura donc au moins 2 nouvelles racines (car les racines que l’on avait exhibées sont dans R, donc différentes de z
et z). On aura donc en tout au moins n+ 1 racines de Q, polynome de degré n, ce qui est exclu.
Q n’a donc aucune racine complexe, ce qui assure que toutes ses racines sont réelles, et donc que () est a racines
toutes réelles.)

m
Notons @ = b,, H(X - B;j) ou Bi,..., By sont les racines de () comptées avec multiplicité.
j=1

Alors
(Q(D))(P) =bp((D = B11d) 0 -0 (D - B,1d) ) (P).
Or, d’aprés la question précédente, si P € R[X] est un polynome a racines toutes réelles, alors —aP+ P’ = (D-ald)(P)
est & racines toutes réelles.
Par suite, en itérant, on obtient

(QD))(P) =bm((D = pild) 0+ 0 (D - B,1d)) (P)

est a racines toutes réelles.
Rq : J’ai occulté ici le probléeme posé par le polynéme nul (qui peut arriver si 0 est racine multiple de @), probléme
qui semble aussi avoir été occulté par le concepteur du sujet!

Quelques exemples

9.

10.

Comme A est symétrique réelle, elle est diagonalisable sur R, donc son polynome caractéristique est scindé dans R[ X1,
ce qui assure que toutes les racines de y 4 sont réelles, donc que x4 est & racines toutes réelles.
Comme A est symétrique réelle, il existe P orthogonale et D = diag(A1,...,A,) diagonale avec sur la diagonale les
valeurs propres de A, qui sont aussi les racines de x4, telles que A = PDP.
Comme, par hypothése, toutes les racines de y 4 sont positives, on peut poser D’ = diag(\/)\_l,...,\/x), puis C =
PD''P.
On vérifie alors que
C?=PD' 'PPD''P=P(D)*'P=PD'P=A.
——
=1
De plus, 'C = (PD''P) = {('P)'D’'P = PD''P = C, donc C' est symétrique.
On a donc bien trouvé une matrice C' = PD''P symétrique telle que A = C2.



11. Il faut dans cette question supposer B a coefficients réels, sinon le résultat est fauz (prendre A =1, et B =1il,).
e Soit A € C une valeur propre de AB et X € M,, 1(C) un vecteur propre associé¢ (X est donc non nul).
On a donc ABX = AX ou encore C2BX = AX. En multipliant & gauche par "X B, on obtient

XBC?’BX = \XBX
ou encore, comme B et C sont symétriques a coefficients réels,
{CBX)(CBX) = \'XBX.

Y1

De maniére classique, en posant Y= CBX =| : |, on obtient {CBX)(CBX) = > lyi|? € R.
Yn =1
De plus comme B est symétrique réelle, il existe R orthogonale et A = diag(u1,...,u,) diagonale réelle telles que
B =RA'R.
21
On a donc, comme R est & coefficients réels, en posant Z = ‘RX =| : |,
Zn

XBX = XRA'RX = '(TRX)A'RX = ZAZ =Y pilzf? € R.

i=1

{CBX)(CBX
Si XXBX %0, on en déduit que \ = % est réel en tant que quotient de deux réels.
Si XBX =0, alors . |y;|> = 0, donc tous les y; sont nuls (somme de termes positifs) et CBX est la matrice colonne

i=1
nulle, donc C(CBX) = C?BX = AX aussi, et comme X n’est pas la matrice colonne nulle, A = 0 est un réel.
En conclusion, les valeurs propres de AB sont toutes réelles.
o Autre méthode :
Si A est inversible, alors les valeurs propres de A sont strictement positives, donc celles de C' sont strictement positives
(\/X ou M est valeur propre de A), donc C est inversible.
Alors on a

C'ABC =C™'C*’BC = CBC.

oit CBC est symétrique (car (CBC) = 'C'B'C = CBO).

Par suite, les valeurs propres de CBC sont toutes réelles, donc, comme AB et C'BC sont semblables (donc ont les
meémes valeurs propres), les valeurs propres de AB sont toutes réelles.

Si A n’est pas inversible, alors on considére A, = A +¢<1.

Les valeurs propres de A, sont A +¢, ou A € Sp(A), donc, comme Sp(A4) c R,, A, a des valeurs propres strictement
positives, donc est en particulier inversible.

En appliquant la méthode décrite dans le cas inversible, on exhibe une matrice C, = Pdiag(\/ A+e, ..., \/ A\p +¢)'P
inversible telle que

C-Y(A.B)C. = C.BC..

Les matrices A.B et C.BC. sont donc semblables, donc ont le méme polynome caractéristique.
Soit A € R. ¢ : M € mathcal M,,(R) = xar(A) = det(A — M) € R est continue car polynomiale en les coefficients de M.
Comme A.B=AB+¢B >, AB, on a donc

E—

xa.8(A) =(A:B) = “(AB) =xap(}).

De méme, comme C.BC. e CBC, on a
e

xc.sc. (N) o xcBc(A).

Par unicité de la limite de xc.pc. (A) = xa.8(A), on a donc

xcBe(A) = xap(A).
Ceci étant valable pour tout A € R, on a x a5 = xcBc et, enfin, comme C'BC est symétrique réelle, xopc est a racines
toutes réelles, donc y 4p aussi.
12. o Soit P,Q € R[X].
z— P(2)Q(z)e™™ est continue sur R, et, par croissances comparées, P(z)Q(z) = o (e*?), donc P(2)Q(z)e™™ =
T—>+00
—x/2
O

Or 2 — ¢™®/? est intégrable sur R, (de la forme z — e~ avec a = 1/2 > 0), donc, par comparaison, z ~ P(z)Q(x)e™

+o00
est intégrable sur R, donc, en particulier, / P(2)Q(z)e *dx converge.
0



13.

14.

15.

¢ est donc bien définie sur R[X] x R[X ], & valeurs réelles.
e Pour tout (P,Q,R) € (]R[X])?’7 pour tout A € R,

POP+QR) = [T OP+ Q)R dr
= f0+°°(/\P(x) +Q(2))R(x)e "dx (par linéarité de 1’évaluation)

+o0o +oo
=A f P(z)R(x)e “dx + f Q(z)R(x)e ®dx (par linéarité de I'intégrale convergente)
0 0
=Ap(P,R) +¢(Q, R),

donc ¢ est linéaire a gauche.
e Pour tout (P,Q) € (R[X])?, par symétrie du produit dans R,

o(P.Q)= [ P@QE@e A= [ Q@)P@)edr = ¢(Q. P),

donc ¢ est symétrique.

e © est linéaire & gauche et symétrique, donc bilinéaire.

e Soit P e R[X].

Pour tout z € R, (P(x))% ™ >0, donc, par positivitée de I'intégrale (qui converge et "0 < +c0"), on a :

+o00
o(P,P) = f (P(z))2e%dz > 0.
0
e Soit P € R[X], supposons maintenant p(P, P) = 0.

+00
z v (P(x))%™™ est continue et positive sur R,, 0 < +oo, et f (P(z))%e “dx converge et vaut 0, donc, pour tout
0

x>0, (P(x))% =0, donc P(x) =0 (car e > 0).

P a donc une infinité de racines, donc P = 0.

@ est donc définie positive.

e En conclusion, ¢ définit donc bien un produit scalaire sur R[X].

Le procédé de Gram-Schmidt appliqué & la famille libre (X™ ),y (ou plus précisément & toutes les familles (1, X, ..., X™),
n € N) assure Dexistence de la famille (L,,)nen - En effet :
— les polynomes obtenus seront bien deux & deux orthogonaux et normés (c’est le principe du procédé!)
— pour tout n € N, on a, d’aprés le théoréme de Gram-Schmidt, Vect(Lo,...,L,) = Vect (X°,...,X") = R,[X],
donc, en particulier, pour tout n € N, L,, e R,,[X].
De plus, pour tout n € N*, (Lg,...,L,) est libre, donc L,, ¢ Vect(Lo,...,Ln-1) = R,_1[X], donc L,, est bien de
degré exactement n.
1
Enfin, pour n =0, Lg = ml est bien de degré 0.
Soit n > 1, et supposons par ’absurde que L, n’est pas & racines toutes réelles, donc il a 0 < r <n — 1 racines réelles
(comptées avec multiplicité) notées oy, ..., q;.
Notons aussi a,, # 0 le coefficient dominant de L,,.
T
Posons alors P =a, [[(X —a;),sir>1let P=a, sir=0. PeR,[X].
i=1
Comme, d’aprés le procédé de Gram-Schmidt, Vect (Lg,...,L,) = Vect (1, X,..., X") = R,.[X], il existe (bo,...,b.) €
T
R™! tel que P =" bpLy.
k=0
On a alors

L)O(L’I’HP) = (p(an Z bkLk) = Z by QO(Ln7Lk) =0.
k=0 k=0 ﬁr—k’
=0 car n#*

Or, par construction, il existe @ tel que L, = P(X)Q(X) ou @ est unitaire de degré au moins 1 et n’a pas de racines

réelles, donc @ est de signe constant sur R (car sinon, le théoréme des valeurs intermédiaires permettrait de montrer

qu’il a au moins une racine réelle) et, comme lim Q(z) = +oo (car @ est unitaire non constant), @ est positif sur R.
Tr—>+00

On a donc

©(P,Ly) = fOWO P(z)Lp(x)e “dx = fom az Ij(x - ;)?Q(x)e " dx > 0,

T

car la fonction z - a? [[(z- @;)?Q(z)e™™ est continue positive non identiquement nulle sur R,, 0 < +oco et Pintégrale
i=1

converge. On a une contradiction.

D’ou, par ’absurde, L,, est & racines toutes réelles.

Attention a ne pas dire de bétises... Les B; sont des variables de Bernoulli indépendantes, mais pas de méme paramétre.
On n'a donc pas B — B(n,p)...
Comme B(2) c [[0,n]] (car B;(2) ={0,1}),

x> P(x)= i P(B=k)z" = f P(B = k)z"
k=0 k=0



est la série génératrice de B, notée Gp.
Or les B; sont indépendantes, donc on a aussi

Gp=[]Ga,
i=1
et, comme
+o00
Gp, v~ Y P(B;=k)a"=P(B;=0)+P(B;=1)z (car B;(Q) ={0,1}),

k=0
on a

P(x)=Gp(z) = ﬁlGBi(x) = ﬁ(P(Bl- =0)+ P(B; =1)x),

. . , . P(B; =0)
ce qui assure que P a toutes ses racines réelles (et ses racines sont | ——= ).
P(BZ = 1) i=1,-n

n
16. e pi > 0 pour tout k € [[0,n]]. De plus, 1= P(1) = Zpk, donc les pi ne sont pas tous nuls et 0 < py < 1.
k=0

n
Par suite, pour tout a >0, P(a) = Z pra® >0 comme somme de positifs non tous nuls.
k=0
Les racines réelles de P sont donc négatives.
e Quitte a changer la valeur de n, on va supposer p, # 0 (possible car au moins un des py est non nul d’aprés le
premier point).
Comme on a supposé que P a racines toutes réelles, il existe aq,...,a, € R" tels que

P =Dn H(X - ai)
=1

et, d’aprés le premier point, tous les a; sont négatifs ou nuls.

—a; —a:/(1-a; ) —a; 1
Comme -a; >0,onal-a; >1>0, donc —a; = Z:M:%oﬁqi: — e[0,1], r; =
1 1/(1—(11) T 1—CL1‘ 1—0,1‘

€]0,1] et
T, +q; = 1.

Considérons alors n variables aléatoires indépendantes de Bernoulli B; = B(r;), i € [1,n]]. Posons aussi B = ) B;.
i=1

Alors on a
n

n n H?"i
Ggp(x) = HGB (z) = H(rzmwtql) H”H(x"“*) Hrin(x—ai):zzl P(z).

i=1 =1 i=1 =1 DPn

De plus, comme G est une série génératrice, Gg(1) =1, donc on a

n

I IIn
1=Gp(1)= = —P(1) = “—,

n pn

donc on a Gg(z) = P(x) pour tout = € R.
Or on a aussi Gp(x) = Z P(B = k)z", donc, par identification des coefficients de méme degré des fonctions polyno-

k=0
miales Gp et P, on a, pour tout k € [[0,n]], pr = P(B = k).

Théoréme de Hermite-Sylvester

17. o Comme la somme des multiplicités des racines complexes de P est égale a n = deg(P), on a

T s r S
r+23$21+22$Zmi+2(ni+"i):n‘
i=1

i=1 i=1 i=1

e Soit (A1, Apy 01,71, 05, 7s) € €725 tel que
T S S .
Y Xipi+ .8k + > v, = 0.
i=1 i=1 i=1
Alors, en notant (eq,...,e,) la base canonique de C™, on a, pour tout j € [[1,n]],

0= Z Xipi(e;) + Z divpi(ej) + z;%%(ej)v
i=1 i=1 i

i.e.

Nod U 26 BT+ Zwﬂ Loy,

‘M*

i=1



Le systéme obtenu en prenant Lq,..., L.,2s (possible car r + 2s < n) s’écrit matriciellement

A1
1 1 1 1 1 1 )\'T
o e o b Bs b By 51
a% af f 55 br Bs =0
: : : : : : ds
Oé11”+25—1 Oé:+25—1 B{+2s—l ﬂ;"JrZs—l ET+25—1 7sT+23_1 71
Vs
On reconnait dans la matrice du systéme la matrice de Vandermonde V(«y,..., ., B1,...,Bs, B1,...,Bs) qui est
inversible car ces parameétres sont deux a deux distincts, donc on obtient Ay = -+ =\ =4y ===y = =7, =0,
donc la famille (1, -, @r, 1,901, s, s ) est libre.
18. Pour tout k€ [[1,r]],
n .
@k(xlv""zn)Z - (szai ) Z LiLjx HJ 2
i=1 i,j=1
De méme, pour tout k € [[1, s]],
—_— —i+j—2
wk(xlf”awn) Z T ijlJrj 2 et ¢k(x17"’7xn) Z xl‘rj/gk‘
i,j=1 ,5=1
On a donc
T S 9 _ 9
q(@1, - 20) = > mupr(@1, -, 20)° + Z g (Ve(@1, o 20)? + (@1, 20)?)
k=1 k=1
i n + 2 S n + 9 S n 71‘1’]‘*2
i i
=) D mEgmyay 7 Z Z TN 3 2 > miwyne B
k=11i,j=1 k=114,j=1 k=114,j=1
. i+j—2 2 i+j—2 2 i+j—-2
:Z T,x; kaaj Z xw]Znﬁ = z xzijnk,Bk
,j=1 ,j=1 ,j=1
= i+ 2 s 1+ -2 i+j—2
:Z T, kaaj Z 7= +Znﬁ;€
i,j=1 k=1 k=1
n
= Z LiTjSit5-2-
i,j=1
19. Si P est aracines toutes réelles, alors s = 0, donc, d’aprés le calcul fait & la question précédente, pour tout (x1,...,%,) €
RTL
q(z1, - 2n) = Z Sitj-2TiTj = Z mi i1, 20)% 20,
i,5=1 1W_I>o —_—
>0

car pp(x1,, xn) € R, donc son carré est positif.
20. Soit (A1, A, 01,71, 0, 7s ) € R™5 tel que

T

Z )\j@j + ZS: (SjRB (wj) + ZS: 'yjIm(wj) =0.
j 7=1 j=1

Alors, comme Re (¢;) = %(wj +10;) et ITm () = %(% -1;), ona:

SueB(3-F)u B3 F)u-e

donc, d’aprés la question 17,

5y 5, i 61 i 5y i,
Moo, 2O i 0 6 i
2 2 2 2 2 2 2 2

En effet, les arguments utilisés dans la question 17 restent valables car on peut toujours évaluer en e;, qui est un

vecteur de R"™. 5,
Enfin, pour tout j € [[1, s]], comme 5 + % =0 ou d; et 7; sont réels, on obtient, en identifiant partie réelle et partie
imaginaire,

5j = ’}/j =0.
La famille (@1, ¢r, Re(¢1),Im (¢1), -+, Re (¢5),Im (¢5)) est donc bien R-libre.



21.

T>O.

) n
On a supposé r <n, et donc s> 1, car se N et r+2s=n, donc s =

Comme proposé par 1’énoncé, soit (z1,...,2z,) € R" tel que

Im (Y1) (z1,...,2,) #0

vielll,rll, wj(z1,...,20) =0
ViellL,s], Re(y;)(z1,...,20) =0
Viel2,s]], Im(v;)(z1,...,2,)=0

Alors
n
q(xlv s ;xn) = Z Si+j—2Li X4
ij=1
. JE—
= 2 mpr(wn, ) k (Vk (@1, 20)? + Pr(21, -+, 20)?)  (daprés la question 18)
k=1

Mk (T1, -, 2,)?

S
+3n
=1
S
+yn
=1

M=

p K (2(Re (r) (21, 20))? = 2(Im () (21, 20))?)

=0+n.(0-2(Im (¢1)(z1,...,2,))%) +0

=-2 ni (Im(wl)(xla .. 'axn))2 <0
:’6/ >0

Il
—

car (Im (¢1)(z1,...,2,))? est le carré d’un réel non nul.
On a donc prouvé que

P n’est pas a racines toutes réelles = 3(x1,...,2,) e R" 1 q(x1,...,2,) <0,
donc, par contraposé, on a :
(V(x1,...,2n) eR", g(x1,...,2,) 2 0) = P est a racines toutes réelles.

On a prouvé 'autre implication dans la question 19, donc on a bien I’équivalence souhaitée.

Suite multiplicative de Polya-Schur

Etant donné une suite réelle (7, )nen, on considére Iopérateur T': R[ X ] — R[X] défini par la formule

F(Zn: aka) = i 'ykaka.
k=0

k=0

Une suite (7, )nen est dite multiplicative au sens de Polya-Schur si 'opérateur I" préserve I’ensemble des polyndomes a racines
toutes réelles; i.e. si P a toutes ses racines réelles alors I'( P) aussi.

22.

23.

n
Soit P = Z a, X" un polynome a racines toutes réelles. On a
k=0

T(P) = Y wanX" = 3 kapX* = 3 kap X* = X 37 kap X*1 = XP/(X).
k=0 k=0 k=1 k=1

Or, d’aprés la question 4, P’ est & racines toutes réelles, et, comme I'(P) = X P’, les racines de I'(P) sont 0 et les
racines de P’, donc sont aussi toutes réelles.
La suite définie par -, =n est donc bien multiplicative au sens de Polya-Schur.

Soit (v, )n=0 une suite multiplicative au sens de Polya-Schur et k € N.

n n
Posons (1n)nen = (Yn+k )nen €t ¥ (Z anJ) = Y tpja; X7, Soit P un polynome a racines toutes réelles, et montrons

j=0 j=0
que W(P) est encore & racines toutes réelles.
n+k
Soit Q = X*P = Z a;-,X’. Les racines de @ sont 0 (k fois) et les racines de P (qui sont toutes réelles et peuvent
j=k

éventuellement étre aussi nulles), donc @ est un polynome & racines toutes réelles.
Comme (7, )ns0 est multiplicative au sens de Polya-Schur,

k+n n n

D(Q) = Y. vjaju X’ = 3 ypaja; X5 = XF S a0, X7 = XM (P)
J=k 7=0 3=0

est a racines toutes réelles, donc U(P) aussi (car les racines de ¥(P) sont celles de I'(Q) auxquelles on a enlevé k fois
la valeur zéro).
(Yn+k )nen est donc bien multiplicative au sens de Polya-Schur.



24. Soit (Y5 )nso0 une suite non nulle, multiplicative au sens de Polya-Schur et telle qu’il existe k > 0 tel que v = 0 avec
Yr-1 # 0.
x o P=(1+X)*" est scindée dans R[X], donc & racines toutes réelles.
Comme (¥, )neny est multiplicative au sens de Polya-Schur, I'(P) est aussi a racines toutes réelles.

De plus,
r(P) :F(ki':l(k-rl) ) kf%(k:-l)

=0

k+1
est ultra log-concave, donc, (%](Hi )) = (7i)i=0,... k+1 est
( i ) i=0,...,k+1

k+1
donc, d’aprés la question 6, (%( . ))
1 i=0,...,k+1

log-concave (par définition d’une suite ultra log-concave).
On a donc vj_17;41 < 7]2 pour tout j € [[1,k]], donc, en particulier, pour j = k,

YVr-17k+1 < Vi = 0.

e Soit & présent P = X1 - x*1 = xF (X2 1) = XX -1)(X +1).
P est a racines toutes réelles, donc T'(P) aussi.
Or I'(P) = YVer1 XL~y X R = X’“‘l(ykﬂX2 —k-1), donc Y41 X2 = y4-1 est un trindme qui a ses racines réelles.
Son discriminant est donc positif, i.e.
Ayk1Vk11 20 < Ye1Vkr1 2 0.

e On a donc, par double-inégalité, y5_17x+1 = 0, donc, comme ;1 # 0, on a yg41 = 0.
= Supposons qu’il existe m > k tel que v, # 0 et posons alors

m =min{j > k: v, #0}.

m existe comme minimum d’un ensemble d’entiers naturels non vide.

De plus, par définition de m, on a v, # 0 et, pour tout j € [k,m —1]], v; = 0.

Comme on a de plus v; =vg+1 =0, onam >k + 2.

Considérons le polynéome P = (1 + X )™, a racines toutes réelles. On a donc I'(P) & racines toutes réelles, ou

r(§0))- 50

Notons z1, 2, ..., Ty, les racines (réelles) de I'(P).
D’aprés 'expression rappelée dans 1’énoncé, on a :

(vm—l(mnj 1))2 -2 (7’"(2)) (Wm’z(mnj 2)) ) ( (m))2 im v

k
ie, comme Y,,-1 = Ym-2 =0 (car, comme m >k +2,onam-1¢€[[k,m-1] et m-2¢€[[k,m-1]]),

m
0="2 > 7.
k=1

m
Par suite, comme ,, # 0 (par définition de m), on a Y. 2} = 0, donc, comme x7 > 0 pour tout k € [1,m]] (comme
k=1
carré d’'un nombre réel), on a xy = 0 pour tout k € [[1,m]] (car une somme de positifs est nul si et seulement si tous
ses termes sont nuls). Par suite, I'(P) a une seule racine, 0, d’ordre m, donc il existe a € R tel que T'(P) = aX™.

Or ~-1 # 0, donc le coefficient du terme d’indice k — 1 de T'(P), 'yk_l(kml), est non nul, ce qui est en contradiction

avec l'égalité T'(P) = aX™.
D’ou, par ’absurde, pour tout m > k, v, = 0.

25. Soit k € N*.
Comme dans la question précédente, P = X1 — X*=1 = X*=1(X —1)(X + 1) est a racines toutes réelles, donc T'(P)
aussi.
OrI'(P) = X’“’l(leX2 - Yk-1), donc 'yk+1X2 — -1 est & racines toutes réelles. Par suite, on a 4y,_1vk4+1 = 0, donc
Yre-1Vk+1 2 0, et comme on a supposé que la suite (7, )neny ne s’annule jamais, on a Yx_17g+1 > 0, donc yee1 et Yr_1
sont de méme signe.
La suite (75 )nen est donc de signe constant (si 7o et 1 sont de méme signe) ou alternée (si vo et 1 sont de signe
Opposé).

Théoréme de Polya-Schur

n

26. P=(1+X)"=>" (Z)XlC est & racines toutes réelles.
k=0
Comme (7, )nso0 €st multiplicative au sens de Polya-Schur,

Qux) = 3 ) ¥+ =)



27.
28.

29.

30.

31.

est aussi a racines toutes réelles.
De plus, pour tout a > 0,

Qn(a)

Il
0=
2

Eal
—_
> 3
SN—
Q

Y
o

donc, en particulier, @ n’est pas racine de @,,, ce qui assure que toutes les racines de @,, sont (réelles et) négatives.

Pas trouvée.

Pour tout n e N*, Q,, = Z %( )X ¥ est a racines toutes réelles (d’aprés la question 26). D’ou, d’aprés la question 6,

n

) » :

(’Yk (Z)) est ultra log-concave, donc, (7(7(1])6)) = (Vk)k=0,...n st log-concave (par définition d’une suite
k=0,..., k) Jk=0,...,n

ultra log-concave), donc
Vk e [[17n - 1]]) ’713 2 Vk+1Vk-1-
Ceci étant valable pour tout n € N*, on a bien :
Vk > 17 7]3 2 VYk+1Vk-1,

e. (Vn)nen est log-concave.

e Comme on a supposé 7y, >0 pour tout n €N, on a :

Yk Yk 1
Vo 2 Vorl Vo1 = —— > =
Ye-1 Yk
ceci étant valable pour tout k > 1.
La suite (i) est donc décroissante et positive, donc minorée par 0, donc elle admet une limite ¢ > 0.
Ve-17k>1

e Posons, pour tout z # 0, pour tout n € N, u,(z) = y,2" # 0.
Pour tout n e N,

’U/n+1(x) _ '7n+1 |.’I,'| N €|$|
Par suite,
— si £ =0, alors, d’aprés le critére de d’Alembert pour les séries numeériques, comme f|z| = 0 < 1, la série Z Un ()

n>0
converge absolument pour tout x # 0, donc Z Ynx™ a pour rayon de convergence +oo.
n>0

— si £ > 0, alors d’apreés le critére de d’Alembert pour les séries numériques, comme f|z| < 1 < |z| < 1/¢, la série

> un(x) converge absolument pour tout |z| < 1/¢ et diverge grossiérement pour tout |z > 1/¢, donc ). y,z" a

n>0 n>0

pour rayon de convergence 1/¢ > 0.
Dans tous les cas, Z Y,z a bien un rayon de convergence strictement positif, que ’on note R dans la suite.

n>0
e Posons, pour tout x # 0, pour tout n € N, v,(z) = ’len +0.
n!

Pour tout n e N,
Vn+1(7)

vp ()

_ P)/n+1| | 1 N
Yn n+1 notoo

D’apreés le critére de d’Alembert pour les séries numériques, comme 0 < 1, la série Z v (2) converge absolument pour
n>0

tout z # 0, donc Z 2" a pour rayon de convergence +oo.
n>0
e Notons f la somme de la série entiére. On souhaite montrer que I’on peut trouver une suite de fonctions polynomiales,

a racines toutes réelles négatives, qui converge uniformément sur tout segment de R vers f...
Non trouvée...

Non cherchée
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