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concours inferne
de recrutement de professeurs cetlifiés
et concours d’accés a I'échelle de rémunération

s :%iﬁx? S

i ;ﬁf;n&‘a}u‘ LR

L'usage d'instruments de calcul, en particulier d'une calculatrice electronique de poche
— eéventuellement programmablg et alphanumériqus -~ & fonctionnement autonome, non
Imprimante. est autorisé conformément & la circulaire n° 86-228 du 28 juillet 1986.

Materiel & fournir : feuilles de papier quddri/lé 5 X 5.
feuilles de papier millimétré.

Ce probleme propose I'étude de suites de nombres réels et de suites de nombres complexes défi-
nies par des relations de récurrence analogues (partics 1 et ).

La partie I rattache au nombre x certaines des suites étudicées au I et donne des méthodes de
calcul approché de n.

Dans la partie I1I, on définit les fonctions racine carrée ¢t argument cosinus hyperbolique sur C, corps
des nombres complexes, fonctions que 'on utilise dans I'étude des suites complexes envisagées.

I. ETUDE DE SUITES REELLES

L objectif de cette partie est I'étude de suites adjaccnles.

1. On désigne par (C,), ey lasuite de réels définic par la relation de récurrence :
' ' I+ C,
(1) Covr= =5

et Ia donnée de son premier terme C,, C, 2 - 1.
a. Construire. dans un repere orthonormal, la courbe représentative de la fonction f définie sur

. I + x
lintervalle [~ 1, + o[ par  f(x) = 5
b. Etudier, suivant la valeur de C,, le comportement de la suite (C,), en

Chaque cas sera illustré par un graphique.

: monotonie, convergence, limite.

2. On définit deux suites (a,),en €t (b,),en~ de récls strictement positifs par les relations de récurrence :

1
an + 1 5-( n u)
hn+ = VBH"M# I

et la donnée des premicrs termes @, et b, strictement positifs.

(2)
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a. Etudier le cas a, = b,. Dans lasuite, on suppose a, # b,.

b. Proposer une construction géométrique de a, et b, connaissant a, ct b, dans chacun des
cas a, < b, et ay, > b,.

c. Montrer que les suites (a,),en €t (b,),en sontadjacentes.

3. Suite auxiliaire.

o i A
n pose, pour tout entier naturel n, vy, = b
n

Montrer que la suite (y,),en Vérifie la relation de récurrence (1) et que, pour tout entier naturel
n, hn+l = bnYn+l'

4. Limite des suites (a,),en € (D,)en-
a. Onsuppose a, < b,.
Soit a le réel compris emre()etzz-t défini par y, = cos a.

Montrer que :

sin o

¥, = cos (21 et b, = b, p”
2 sin —

sit 3

h. On supposc a, > b,
"Soit a le réel positif défini par y, = ch «. Par une démarche analoguc a la précédente, déterminer la
limite commune aux suites (a,), gn €t (b)), e -

On rappelic que. pour tout réel a.

1 | o 4] u
ho =—(e* + e-), sha=—(e* —e™), sha=2sh—ch cha =2chh—-1.
C 2 (( ) ( 2 ( ) 2 2 ’ 2
5. Montrer que, pour tout entier naturel n,
2 k] (‘l
bl-l?l - “1-14-1 = %l(bn - “n)'
En déduire, dans le casou «, < by, que, pour tout entier naturel n,
b < i . 1
n+ | = all#l = Z(bn - ll") pl"s (lllC bu - (l" < 4—,,(’)0 - “0) .
6. On prend :
1 2
a, = , b, = —=
() 3 3 (] 3 ﬁ
et on pose, pour tout entier naturel n,
p 1 ¢ P 1
] e _— — .
" bll " all

a. En utilisant I'algorithme décrit au 3. et en s’aidant de la calculatrice, calculer p, et P, pour les valeurs 1, 2,
3,4, 5 de n. On en donnera des valeurs approchées a 107* prés que I'on présentera dans un tableau.

Montrer que les suites (p,), en €t (P,),en convergent vers x.

b. Montrer que, pour tout entier naturel n,
1
0<P,,—p,,<z;‘x3,/§ puis que 0<n—p,,<4i"'x3/§.
A partir de quel rang n, est-on assuré que p, approche & a moins de 107# prés ?

Tournez la page S.V.P.
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ll. CALCUL APPROCHE DE n PAR LA METHODE D’ARCHIMEDE

A. Interprétation géométrique des suites (p,), en €t (P,), en

1. On désigne par r, et R, le rayon respectivement du cercle inscrit et du cercle circonscrit a un polygone
convexe régulicr a k cotés de périmetre 2. Ultilisant L configuration ci-dessous ot la corde AB du cercle de
centre O représente le c6té de ce polygone convexe régulicr a k cHtés, ou C est le milicu de l'arc AB, A’ et B
les milicux des segments [AC| et [BC|, H et H' les intersections de la droite (OC) avec les droites (AB) et
(A'B’), établir qu’on a, pour k > 3

2

(3) 2 Tk = I + Rk ct ) R.%A = ray Rk'
C
A A H B
H
O

NPT Lo s a2 . ¢
2. On désigne par I, et L, les demi-périmétres des polygones convexes réguliers a k cotés respectivemen
inscrit of cireonscrit au cercle unité,

En utilisant une homothétie convenable, montrer que :

I |
lk - Rk, k = rk.
Déduire de (3) qu'on a, pour k 2> 3,
1 1 {1 l) _
—_— = == 4 - et L, = JLy, I
(4) sz 2 (Lk [[( 2k 2k

3. Etablir, indépendamment des résultats précédents, qu'on apour k > 3,

n T
(5) I, = ksin % et L, = ktan P

b ¢ i Efini aragraphc 1.6, ?
4. Comment rattacher a cette étude celle des suites (), o~ €l (P,), < définics au paragrap

B. Accélération de la convergence

Les notations sont celles du paragraphe 1.6.

I. Montrer que, pour tout entier naturel n,
1
3 p%4 Zn

p, = 3 X 2"sin et P, =3 x 2"tan

11
3 x 2"
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2. Déterminer les constantes Ay, Ay, Ay, py, p, tellesque:

P =n+——'+—):;;-+-)-"—3-+0—
n 4" 40 43:1 41:1

1 | I )
=n+ =+ 224 ol
P" n 4" 42:1 0 (421:

On rappelle, qu'au voisinage de (),

M - .l_l.]. -+ .li: — ."_7 + ( 77
sinu = u EY 51 71 o(u')
3
u 2

wu=u+—+ —u+ o(1’).

& 305 ()

1
3. On pose : W, = 3 (2p, + P,)

1
Yo T _5 (4,)n+l - pn) .

Montrer que, lorsque 1 tend vers + <,
nt -t 1

M, —m - TX A % 427t ct v, -~ §1 3t x ginel’

partir du tableau dressé au paragraphe Lo, donner des valeurs approchées de u, et v, pour les valeurs
2. 3. 4 dc i en précisant Fapproximation. On présentera les résultats dans un nouveau tableau.

4. A
1.

5. A partir de la suite (v,),cn. construite une suite (w,), ¢ permettant unc n(.)u.vcllc.amélinratinn de Ia
convergence, cn définissant w, comme barycentre de v, et v, avee des coelficients indépendants de .

. ETUDE DE SUITES DE NOMBRES COMPLEXES

__ Définition préliminaire. On prolonge a € la définition de la racine carrée d’'un nombre réel positif de la
maniere suivante
— si z est réel négatif, on pose Jz = i/Tz] (ainsi /= 1 = i),
— sinon Jz estle nombre complexe de carré z dont la partic réelle est positive.

Vérifier que, dans ce dernier cas, Ji = s
vzt z+ 2|z
_ Le plan # orient€ est muni d'un repere orthonormal direct (O, u, v). On considére dans ce
plan les points A, M, N daffixes respectives 1, z, Jz .

Pour z non nul, vérifier Pégalité (OA, ON) = (ON, OM) (2=).

A . . i Py
Montrer que le point N appartient & langle saillant AOM
On désigne par (v,), e la suite de complexes définie par la relation de récurrence

/1 +
Yu+l = 2‘Y"

et la donnée de son premier terme y,, v, # |, et par (a,), ey €t (b,),en les suites de com
par leurs premiers termes a, = y,, b, = 1 etles relations de récurrence :

plexes définies

bnfl = buYn*I’ “u+| = bntiYnf-l .

Tournez la page S.V.P.'
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A. Etude des suites (a,),.,, ¢t (D), en

1. Vérifier, pour tout entier naturel n :

1 )
dy+1 < 7(“11 + bn)! ”1-14-! = hu”u*l'
2. Exemple :
On choisitici y, = — 1 + 4. Caleuler, avee éventucliement une préeision de 1078 sur les parties réelles

et imaginaires, les termes y,, ¥, ag, dy, by, by de o ces osuites et placer dans e plan &2 les
points A,, B,, A, B,, A,, B, dalfixes respectives «,,, by, a,, b, a5, b, .
3. Pour ¢ludicr la convergence des suites (Yuhveres (@ )ugr et (D), eq. il et commode, par extension de
I'étude faite dans le cas réel au paragraphe L4, dintroduire les fonctions hyperboligues sur C.
Pour tout complexe z, de partie réclle x et de partic imaginaire y, on posce:
‘_,.'_i_‘,’l e:_e‘l

¢t = ¢'(cos y + isiny), chz= —, shz= >
On ¢n déduit :
chz=chxcosy + ishxsiny;
shz = sh xcosy + ichxsiny;
ch2z=2chiz -1, sh2z=2shzchz, fch z|2 = ch®x + cos?y — | .

(Il estinutile de vérifier ces résultats qui seront admis.)
a. Soit y un nombre complexce.
Montrer que, si z est solution sur € de Péquation vy = ¢h 2, ¢@ prend Pune ou Tautre de deux valeurs Z,
et Z, inverses Pune de Fautre.
Montrer que Uéquation y = ch z aune solution etune seule z = x + iy pour laquelle :
(x,y) € (R} x | = m al) v {0} x [0, a]).
Cette solution est notée Arg ch y.

£ . ~ e
Etudicr le cas ot y est réel.

b. On pose z,= Argchy, (onasupposé y, différent de 1 donc z, n'est pas nul).

Montrer, pour tout naturel n :

Zg _ shgz,
Yn = Ch—z—"‘ hn - (Z
2" sh ~2°,-
et vérifier :
. z ) 24
lim ch=%-=1, lim (2"sh—)=z.
et 27 et 27—

Conclure : les deux suites (a,),en €t (5,),en ont méme limite L.

Retrouver, pour y, réel convenable, Ics résultats du paragraphe 1.4,

B. Etude des suites des arguments

On pose z, = u + iv ou 1 et v sont des nombres récls. On désigne par A, et B, les images
respectives de a, et b, dans le plan £ '

N
1. Montrer que, pour tout entier naturel n, A, , , se trouve dans I'angle saillant A,OB,,.

A SUIVRE
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Pour tout nombre complexe Z non nul, on note Arg Z 'argument de Z appartenant a l'intervalle | — =, n].

Ainsi, en se reportant a la définition de z,. on constate que Arg e’ = v.

Montrer que, pour tout entier naturel n,

n
"

A < -
[Arg v, >

etque Arg vy, améme signe que v.

. X /\
Montrer que, pour tout entier naturel n, B, , , se trouve dans I'angle saillant A, ,,O0B,.
Préciser le comportement des deux suites (Arg a,),en €t (Arg b,),en -

Dans le cas o | Arg yo| < comparer b,,, et /b, a,., .

z
2 ’

C. Etude des suites des modules

u et v sont définis comme au titre B.

. Etude d'une configuration.

On désigne, dans le plan.?, par D le disque fermé de centre O et de rayon 1 et par A le disque fermé de dia-
metre [OA]. On rappelle que A est le point d'affixe 1.
Au point P intéricur & D, on associe :
— le point P' milieu du segment [AP}; ___
— e point Q situé dans I'angle saillant AOP' tel que (OA, OQ) = (OQ, OP") (2x) et OQ = JOFP';
— I point Q' milieu du segment [AQ] .
Montrer que :
— les points P’ et Q sont intéricurs a A ;
—~
— langle OQA st obtus ;
- 00 <0Q'<OA.

Quelles sont les affixes des points P’ et Q si P a pour affixe y,-,(n > 1)?

2. On suppose u 2 |v|.

Montrer que, pour tout entier n, |y, > 1, que la suite (|b,]),en est croissante, la suite
(1 a,1),en décroissante et que ces deux suites sont adjacentes.

3. On suppose les conditions suivantes réalisées :

O0<u<|vl, Iyl<T1.

Montrer que, pour tout 1, |y, | < 1, quelasuite (| b,]),en est décroissante et qué la suite (| a,l]),,, est
croissante. .

On pourra utiliser les résultats de Ja question | en remarquant par exemple que A est Pimage de B, dans la
similitude de centre O associée au nombre complexe vy, .

4. On supposc seulement 0 < u < | v|.

On définit, pour ¢réel, y () = sh? (a) — sin? (v). Déterminer le signe de v au voisinage de 0.

Montrer qu’a partir d’un certain rang n,, les résultats de la question 3 sont encore valables.

FIN




