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SESSI 
concours interne 
de recrutement de professeurs certifies 
et concours dgacc&s a I'6chelile de remuneration 

première composition de mathématiques 
.A... 

L'usage d'instruments de calcul. en particulier d'une calculatrice Blectronique de poche 
- Bventuellement programmable et alphanumciriqua - - d fonctionnement autonome, non 
imprimante, est autorise conformément 12 la circulaire no 86-228 du 28 juillet 1986. 

Materiel 2i fournir : feuilles de papier quadrillé 5 X 5. 
feuilles de papier millimétré.. 

I 

Ce problème propose l'étude de suites de nombrcs I.~L!Is CI Je suites de nombres complexes difi- 

La partie I I  rattache au nombre n ccrlaiiics tlcs siiitcs c~iidii.es au 1 et donne des méthodes de 

Dans la partie III, on difinit les fonctions racine carrtk CI argument cosinus hyperbolique sur C, corps 

nies par des relations de récurrence analogues (parties 1 CI 111). 

calcul approché de n . 

des nombres cornplexes, fonctions que l'on utilise dans I'tituclc dcs suites complexes envisagées. 

1. CTUDE DE SUITES FICELLES 

L'objectif de cette partie est l'étude de suites adjaccnlc$. 

1. On désigne par (C,,),, la suite de réels définie pal  I:i rcl:ition de récurrence : 

et In donnée de son premier terme Cil. CI, 2 - 1 . 
n. Construire. rinns un repère orthonornial. 1;i C O I I I  Iw itprésentntive de la fonction f définie sur 

Iïntervalle [ - 1 ,  + oo[ par 11.x) = JS- 2 .  

Chaque cas sera illustré par un graphique. 
h. Etudier, suivant la valeur de Co, le comportement de la suite (C,,),, : monotonie, convergence, limite. 

2. On définit deux suites (n l l ) , lE  et ( i>,,),,E ,,, de récls slrictcriicnt positifs par les relations de récurrence : 

et la donnCe des premiers termes a,, et hIl strictcnlclit Iwsitils. 

A SUIVRE 
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n. lhdierlecas a,, = ho. Danslasuite,onsuppose 4, # bo. 

h. Proposer une construction géométrique de n ,  et h, connaissant a,, et h,, dans chacun des 

c. hlontrer que les suites (n,,),, ,= 
cas n,, < b,, et n,, > h,, . 

et ( h,,),,t ,+, sont adjacentes. 

3 .  Suite i1uxiliilire. 
n,, 
h,, . On pose. pour toiit entier naturel 1 1 .  y,, = 

Montrer que la suite vérifie la relatiori de récurrence ( 1 )  et que, pour tout entier naturel 
1 1 9  h,,+ 1 = b,, Y,, + 1 * 

4. Liniite dcs suites ( ~ I , , ) , ,  et ( / I , , ) , , ~  m .  

n. On suppose n,, < h,, . 
Soit (z le rkcl compris entre O et citrini par y,, = cos ( 1 .  

2 
Motitrcr que : 

(x sin u 

2 
et h, = b,, - . a 2 sin - 

2 

y1 = cos 

5.  Montrer que, pour tout entier naturel n,  

- 
En diduire, dans le cas OÙ II,, < bu, que, pour tout entier naturel t i ,  

1 1 
puis que 

4 h,, + , - u,, +. , Q - (h,, - u,,) b,, - u,, Q 3;, ( h,, - II,,) . 
6. On prend : 

1 2 
% = g ,  bo = TJS 

et on pose, pour tout entier naturel n,  

1 
et P, = -. 1 

PI, = - 
bll a,, 

a. En utilisant l'algorithme décrit au 3. et en s'aidant de la calculatrice, calculer p ,  et Pl, pour les valeurs 1.2, 
3,4 ,5  de tz .  On en donnera des valeurs approchées a 1W4 près que l'on présentera dans un tableau. 
Montrer que les suites (p,) , ,  EN et (Plf) , l  EN convergent vers I . 

b. Montrer que, pour tout entier naturel n, 
1 1 

4" 4" 
O < ~ , , - p , ~ < - ~ 3 , / 3  puisque 0 < 1 - p , , < - ~ 3 , / 3 .  

A partir de quel rang no est-on assuré que P,~ approche JC à moins de 10-8 près ? 

Tournez la page S.V.P. 
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II. CALCUL APPROCHE DE JC PAR LA METHODE D'ARCHIMEDE 

A. Interprétation géornétriyue des suites (p,,),, EN et ( P,,),, EN 

1. On désigne par rk et Rk le rayon respectivement du cercle inscrit et du cercle circonscrit à un polygone 
convexe régulier a k cÔt6s de pCrimeire 2. Utilisant la contiguration ci-dessous o ù  la cordc AB du ccrcle de 
centre O représente le côté de ce polygone convexe régulier a k côtés, o ù  C est le niilieu de l'arc AB, A' ct €3' 
les milieux des segments /AC1 et IBCl. H et €1' les intersections de la droite (OC) avec les droites (AB) et 
(A'B'), établir qu'on a, pour k 2 3, 

(3) 2 t-2, = r, + RA ct RIA = rIA KA. 

C 

O 

2. On désigne par 1, et Lk les demi-périmètres des polygones convexes rbguliers à k c6tés respectivement 
inscrit et circonscrit au cercle unité. 

En utilisant une homothétie convenable, montrer que : 

Déduire de (3) qu'on a, pour k 2 3 .  

(4) 

3. Ektldir, indépendamment des résultats précédents, qu'on a pour k 2 3, 
n n 

et L, = ktan - k '  1, = k sin - 
( 5 )  k 

4. ('oninicnt rattnchcr i ccttc 6tiidc ccllc clcs suitcs ( pf,),, ,-N ci (P,,),, r r d  tlt3'inics au p;tragraphc 1.6. '? 

H. AccClCralion de Ir convergence 

Les notations sont celles du paragraphe 1.6. 

1 .  Montrer que, pour tout entier naturel 11, 
n 

et P, = 3 X 2"tan - n 
3 x 2"' p,, = 3 x 2" sin - 3 x 2" 

A SUIVRE 
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2. I>éterminer les constaiitcs A l ,  A,, A,. p I ,  p. tcllcs cpe : 
h I 

I',, = Jc + 4" h, + 6 + 2 + O ( F )  

On rappelle, qu'au voisinage de O, 
I l 5  11' Il' 

sin I I  = I I  - - 3 !  S !  7! 
II ' 2 
3 1s 

+ O (  1 1 7 )  + - - - 
1g / I  = I I  + - + - I l 5  + O (  115)  . 

2. 0 1 1  1"'s" : 
I 
3 .  I I , ,  = -- ( 2  p,, + P,,) 

I 
3 l',, = -- ( 4  Pl, + 1 - Id . 

111. ETUDE DE WITES DE NOMBRES COMPLEXES 

Déjiniiiorr prélitiiitiuire. On prolonge b a: la ddïniiioil de la racine carrie d'un nombre riel positif de la 

- si z est réel négatif, o n  pose f i  = i Jm ( a i i i h i  J -  I = i), 
manière suivante : - 

- SillOll JZ SSt IC I I O l l ~ h ~ ~  Col I lp lCAC ClC Cil1 IL' 7 1lOllt 1il p l l t i c :  It jCllC CSl pohiitivc. 

z + l z l  Jz' = J'z + 2 + 2 1 2 1 '  
Vérifier que, dans ce dernier cas, 

I.,e plan Y orienté est muni d'un rcpkrc: ortlionormal direct (O, iT F). 011 considire dails ce 

Pour z 11011 nul, viril'icr I'Cguliltj ( O A ,  O N  ) = (ON, OM ) ( 2  n )  . 
n 

Montrcr que IC point N appartient I't I'iiilglc sailliriil AOM . 
On disigne par ( Y , , ) , , ~ , \ ~  la suite de complexes cldïriic: par la relation dc ricurrence 

plan les points A, M, N d'affixes respcctivcs 1 ,  z ,  fi. - - - 

JT 
et la donnée de son premier terme y,,, y,, # 1 ,  et par (q,),,eN et (b,,),,oN les suites de complexes définies 
par leurs premiers ternies u,, = y,,, b,, = 1 et Ics relations de récurrence : 

h + I  = h , l y / l + l ?  L ' , l + l  = b/,*,Y,,+l* 

Toiiriiez la page S.V.P. 
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1.  Vkrifier, pour t o u t  entier naturel 11 : 

": + t> - 2 e: - e - :  
e: = L" (cos y + i sin y), ch z = , , s h z =  - 

h. On pose tn - Are ch y,, (on a supposé y,, difErent de I donc z,, n'est pas nul). 
Montrer, pour tout naturel II : 

et vérifier : 

lim ch - 20 = 1 ,  lim (2. sh $) = zo . 
n -  + OD 2" n -  + O 0  

Conclure : les deux suites ( et (h,,), , ,  RI ont même limite L. 
Retrouver, pour y. réel convenable, les résultats du paragraphe 1.4. 

B. ktude des suites des arguments 

On pose zo = rt + i v  où i t  et v sont des nombres rdcls. On désigne par A,, et B,, les images 
respectives de a, et b,, dans le plan 9. 

1. Montrer que, pour tout entier naturel n, A,, + se trouve dans l'angle saillant A,,OB,,. 
n 

A SUIVRE 
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2. 

3. 

4. 

5 .  

Pour tout nombre complexe Z non nul, o n  note Arg Z l'argument de Z appartenant à l'intervalle ] - n, n] . 
Ainsi, en se reportant i la d6finition de z,,. o n  constate que Arg e70 = v .  

Montrer que, pour tout entier naturel n, 
n 

lArf=! Y,,I ?, 
L 

et que Arg y,, a même signe que v . 
Montrer que, pour tout entier naturel n, B, + 

Préciser le comportement des deux suites (Arg un)nE 

n 
se trouve dans l'angle saillant A, + OB, . 

et (Arg b,),l . 
n 

Dans le cas où 1 Arg ynl < 7 ,  comparer h ,  + et Jh, a,, . 

C. ktude des suites des modules 

11 et l'sont définis comme au titre B. 

1. I?tude d'une configuration. 
On désigne, dans le plan.9, par D le disque fermé de centre O et de rayon 1 et par A le disque fermé de dia- 
mètre 10 A]. On rappelle que A est le point d'affixe 1. 

Au point P inttricur h I l ,  oii associe : 
- le point P' milieu du segment IAPFJ ; - 
- le point Q situé dans l'angle saillant AOP' tel que (OA, OQ ) = (m, OP ) (2n) et OQ = SdP' ; 
- Ic point 0' milieu du segnient IAQl . 
hiontrer que : 
- les points P' et 0 sont intérieurs à A ; 
- l'angle O U A  
- 00 < 00' < O A .  

Quelles sont les affixes des points P' et Q si P a pour affixe yI I -  , ( t z  2 1 )  ? 

7 -- 

A 
est o h l u s  ; 

2. On suppose u 2 1 V I .  
Montrer que, pour tout entier ti, ly,,l > 1 , que la suite ( 1  b,,() ,Ehr est croissante, la suite 
( 1  u, l ) r 8 &  décroissante et que ces deux suites sont adjacentes. 

3. On suppose les conditions suivailtes r6alis6cs : 
O d 14 < 11'1, Iy0 I  < 1 .  

Montrer que, pour tout n ,  1 y,, 1 < 1 , que la suiic ( 1  h,, I ) , , E N  est décroissante et que la suite ( 1  u, 1 ), , est 
croissantc. 
On pourra utiliser les résultats de la question I ci1 remarquant par exemple que A,, est l'image de B,, dans la 
similitude de centre O associée au nombre complexe y,I. 

4. On supposc seulement O < id < 1 " 1  . 
On détinit, pour rreel, I# ( I )  = sh2 (ru) - sin2 (rv). Déterminer le signe de 9 au voisinage de O. 
Montrer qu'à partir d'un certain rang t t , , ,  Ics rdsultats de la question 3 sont encore valables. 

FIN 


