BANQUE PT MATHS C (CORRIGE) 2022

Préambule
1. tan est définie sur Dy, = R\{g + km, k€ Z}, qui est la réunion des intervalles I}, = } fg + km, g + km [7
keZ.
1
tan est impaire sur son ensemble de définition ‘; sur chacun des I, elle est dérivable et tan’(x) = 5= =
cos? x

1+ tan? z > 0 donc tan est strictement croissante sur chacun des intervalles Ij.

us s

z 2 0 2
tanz || —co 2 0 7 400

2. Le théoréme de la bijection monotone énonce qu’une fonction continue et strictement monotone sur un
intervalle I définit une bijection de I sur Uintervalle J = f(I).

En appliquant ce théoréme & la fonction tangente sur I, = ]—g, 5 [, on montre que tan réalise une

bijection de Iy sur R, dont la réciproque, arctangente, est continue et strictement monotone. tan étant
1

1+22

de classe C! sur I, sa réciproque est de classe C! sur R, de dérivée arctan’(z) =

3. arctan est strictement croissante de R dans }—%, g[ ce qui est cohérent avec la stricte positivité de sa
dérivée.




Le tracé de la courbe représentative de la fonction arctangente s’obtient & partir de celui de la fonction
tangente par symétrie orthogonale par rapport & la premiére bissectrice d’équation y = x.

m m 1 cos’t  sin?t + cos®t 1 1
5. POurtE}O,*[U}*,TF[,l-Fi:l—F = donc |1+ —5— = —5— |
2 2 tan? ¢ sin? ¢ sin” ¢ tan®t  sin?t
Partie 1
1. (a) t— t conti t positi R; de pl tout z € R ! t
. (a ———— est continue et positive sur R; de plus, pour tout z T~ —, €
+1+x2+t2 ’ P 1+ 22 + 12 to+o0 27
oo
/ 2 converge; de méme,
1
1 LR
T2 e 2 e 7 converge.
. . < dt 0 dt
Par théoréme de comparaison (équivalent), / —— 5 ¢t / ———— convergent (elles
o l+a2+41¢2 oo L2 12

ont d’ailleurs la méme valeur), donc ’ F(z) converge pour tout x € R ‘

o dt oo -7
(b) F(0) = /oo I larctant] ™ = 5" donc m

3

(¢) Pour x € R, le changement de variable ¢t = u /1 + 22 est C! et strictement croissant de R dans R;
dt = V1 + z2du, donc
+oo V14 22du 1 T duy F(0) T
F(z) = T 2 o = 5 = donc | F(z) = —— |.
oo 14+ 22+uw?(1+22) V1422 ) o 1+u V1422 V1422

T 71_1—@/2

~ .
Vnome no/2

1 e}
. 1 LY o 9 . .
Or E o2 converge si, et seulement si, 5 > 1, soit a > 2 (cas de Riemann)

2. (a) up =0, et up ~

D’aprés le théoréme de comparaison des séries a termes positives, E uy converge si, et seulement si, a > 2 |.

1 1 1
, < < .
14+ (n+1)orosin®t  14tosin?t 1+ norsin?¢
Par intégration entre nmw et (n 4 1)7 :

(n+1)7 dt (n+1)m dt (n+1)7 dt
/ T ) s
nr 14+ (n+1)*r>sin“t nr 1+ t>sin“t nr 1+ nomesin“t

Mais aprés le changement de variable t =n + 7wu :

/(n+1)ﬂ' dt _ /71' dt B /ﬂ' dt B I
nm 14+ norosin®t  Jy 14+ norosin® (u—nr)  Jo 14+norosin®u "

donc finalement ’In“ <J, <1, ‘

(b) Pour ¢ € [nm, (n+ 1)7]

(¢) II vaut mieux scinder l'intégrale en deux morceaux, correspondant aux intervalles Fy = ]O, g[ et

1 cost . L.
= —— est strictement décroissant et

E = ]%, 7T[ sur lesquels le changement de variable u = —— = —
tant sint

de classe C'.

cost
L'image de Ey par t — —— est I'intervalle R’ , 'image de E est R*.
sin
1 1 —du
Sur Fy, t = arctan — et sur Ey, t = m + arctan —; dans les deux cas, dt = —.
U u 1+ u?
Enfin, sur les deux intervalles d’intégration, d’aprés la question 5 du préambule, 1+u? = — 7 donc
sin
sin?t = ! et d = ! —du —du uis
T 14w 1—|—na7rasin2t_1+71liz;1+u2_1—|—u2—|—na7r0"p




/ /0 —du /+°° du .
— = — ¢
1+nomesin®t Jioo 1+ u2 +nome o 1+u?4nome

- —d 0 d
/ = / S / L donc par relation de Chasles :
1+ nomesin®t o 14+u?+4noge oo L+ U+ nome

dt Feo d
I, / _— / 2—“eta1n51 I, = F(n%r®)|
EoUE, 1 +nome sin? ¢ oo l4u*4+nome
T T
D’aprés lc: F(x) = ——— donc F' (n®7%) = ———— = u,,.
P )= e done P = s

Alors I,, = u,, donc I'encadrement montré en 2b s’écrit ’Un+1 < J, <up ‘

N N N N
D’aprés 2a, par sommation : Z Upt1 < Z Jn < Z Uy, donc en posant Sy = Z Up :
n=0 n=0 n=0 n=0
(N+1) dt
S —ug < / ——— < Sy. Il en résulte que
N+1 0 ) 1T+ tosinZt © N q

oo dt
——————converge | = (la suite (Sy) converge) = <la série Uy, CONVET e)
(/0 1+ tosin® ¢ g) ( (5n) g°) Z " 8

N
dt
Réciproquement, <1a série Zun converge) = (la suite (Sy) converge) = < lim / — € R)

N—+oo 1 +tosin? ¢
. 1 dt _ . , A dt
Mais, comme ————— >0, A — —————— est croissante et I'existence de  lim —_—
14 t>sin“t 14 t¥sin“t A—=+oo Jo 1+ t>sin“t
N7 dt
équivaut a celle de lim ————— avec la méme valeur.

N—+oo Jo 1+ tesin?t
Finalement, en utilisant le résultat de 2a

+oo
( / dt ) = (E ) <= a>2
—F— converge uy, converge (6% .
0 1+ tosin?t & " &

Partie II
n
Pour tout n € N, on pose ¢, = Z ak bp_i.
k=0
Le produit de Cauchy des deux séries entiéres Z anx” et Z bp,x™ est la série entiére Z cpz”

n=0 n=0 n>=0

+oo +oo +oo
Vx €] — R, R], (Z anﬂ”) (Z bnx”> = Z ™
n=0 n=0 n=0

Si les deux séries facteurs convergent sur | — R, R[, on peut affirmer que

’ le rayon de convergence de la série produit est supérieur ou égal & R ‘

n —+o0 n
Prenons (b,) = (a,), alors ¢, = Zak an_y donc |Vz €] — R, R[, f(z)? = (Z ax an_k> " |.

k=0 n=0

f(0) = 0, done . En utilisant le théoréme de dérivation terme a terme d’une série entiére,

+oo +
pour tout z €] — R, R], Z nap, " =1+ Z <Z ax an_k> x™, soit aprés décalage d’indice :

+o00 +oo n
Z(n +ap12" =1+ Z (Z ay an_k> z"
n=0 \k=0

n=0

Par unicité du développement en série entiére, on peut affirmer
* a; =1 Jrag, donc .
n—1

* Vn € N* (n—l—l)anH—Zakan k—Zakan k-
k=0 k=1

3



1.

e Sin=1, 2a2:0donc.

n—1 0
. 1 . .
e sin>2 lapy = 1 E aran_ |, extensible au cas n = 1 avec la convention E AROp—k =
n
k=1 k=1

0.
b) Montrons par récurrence forte sur p € N la propriété N, : as, = 0.
p P
* Puisque ap = 0 : Ny est vraie.

* Supposons que pour p fixé, Ny est vraie pour tout k € [0, p].
Sip =0, alors agpt2 = az = 0 conformément au résultat de 2a.

2p
1
Sip>1, aypg1) = G2pr2 = 57— E axasp+1—k. Or, pour tout entier pair k € [1,2p], ar, =0
p+ 1=

par hypothése de récurrence; pour tout entier impair k € [1,2p], 2p + 1 — k est un entier par
de [1,2p], donc agp+1—k = 0. Dans tous les cas, agaspr1— = 0 donc agyyo = 0, ce qui achéve
la preuve de Npy1.

“+ o0
On conclut par récurrence forte que ag, = 0 pour tout p € N, donc|Vz €] — R, R[, f(z) = Z agpy1 0P
p=0

La fonction ’ f est donc impaire ‘

(c) On a vu en question 2a que a; = 1, donc | f/(0) =a; = 1|.

1 o a2 1
Alors a3 = 3 E arpao_j = ?1 donc |ag = 3
k=1
3
1 1 2 2
as = 5 k§:1aka47k = 5(a1a3 + a% +azay) = aéag donc | a5 = G

—_

5
1 1 4 1
Enfin a7 = ? kE:1 arag— = ? (a1a5 + asay + ag + agao + a5a1) = ? (2a1a+a§) = ? (15 + 9> =

L1205 donelan = 17
7\45 a5 ) YT T 315 |

(d) tan(0) = 0 et pour tout = € | -3, Z[, tan’(z) = 1 + tan®(x).
Par hypothése (de I’énoncé) tan est dévelopable en série entiére sur ]—%, g[, donc elle admet a

fortiori un développement limité en zéro a tout ordre, et en particulier

1 2 & 17
tan(z) = a1« + az 2® 4+ a5 x° + 0o(2") soit |tan(z) = z + gx?’ + ﬁx‘) + ﬁﬂﬂ +o0o(z") |

Partie II1

(a) Soit n entier naturel non nul fixé.
Vu > 0,1+ u'™ =14 (u*)? > 0, donc la fonction intégrée est continue sur [0; +-00].
L’intégrale H,, est par conséquent seulement impropre en +oo.

u2n u2n 1

mu_}"\_”_m%:ﬁ,orn>1:>2n>2>l,

+oo
donc / —,-du est une intégrale de Riemann convergente.
1

Par critére d’équivalence pour les intégrales de fonctions positives, on peut en conclure que

Iintégrale H,, est convergente.

1 w2+l 1 1 1
(b) / u?du = = , donc | lim u?du = 0
0 2n+1], 2n+1 n—+oo Jo




2n uQn

(¢) Yu =2 0, on a: 0 < T ot < el donc par propriété de croissance des intégrales (ces

intégrales étant bien convergentes, nous ’avons prouvé en 1)a)), on peut écrire:

o0 u2n +oo 1
0s / Tram S / w1

X —2n+1 17X
1 u 1 1 1
P xie ) wn T xS [—2n ¥ 1] | Xoteo—2n+1 (X?nl ) o — 1
u?n 1

—+o0
Finalement: 0 < du <
malemen /1 1t uAn u om— 1

D’aprés le théoréme des gendarmes, on en déduit que

+oo u2n
n—+oo [y 1+ usn
1 u2n +o00 u2n
d) D’aprés la relation de Chasles, H,, = ——du ——du
(d) Dap ”/01+u4" +/1 Tt
+oo u2n
e Nous avons prouvé a la question 1)c) que nEI-&I-loo . 1+Wdu =0
1 u2n
e Montrons que lim ———du=0:
n—+oo J 1 4+ uin
u2n
Yu € [0,1],0 < <uPcarl4+u* >1

1+ utn

120 1
Don00</ ﬁdug/ u?du

o 1+u* 0

1

On a vuen 1)b) que lirf / u?"du = 0, donc d’aprés le théoréme des gendarmes, on en déduit
n—-+oo
0

1
u2n

li =
Cluen_1>19£1Oo | 1+u4ndu 0

Bilan:

lim H, =0

n—+oo

(a) X/x =e2n ,donc| lim X/z=

z—0t

(b) e L’intégrale K,, est impropre en 0, mais comme lim+ */tan(z) = 0 (en utilisant la question
z—0
précédente et le fait que lin% tan(x) = 0), la fonction intégrée est prolongeable par continuité en
T—r

0, ce qui implique que l'intégrale K,, est faussement impropre en 0.
Donc ’ I'intégrale K,, est convergente ‘

o ) ™ , e ™
e L’intégrale L, est impropre en 5’ car tan n’est pas définie en —.
7r
On va ramener le probléme en 0 en effectuant le changement de variable u = 5 x, qui est

bijectif de [f; T [ dans } q On a du = —dz, donc:

/ 5 | cos(u)
L,=-— / 2”tan f—udu—/ du
sin(u)

Cette dernlere 1ntegrale est impropre en 0.

cos(u ar ¢ c.os(u) x u tend vers 1 lorsque u tend vers 0.
sm( sin(u)

g i 1
de plus \/7 = / — 73 du qui est une intégrale de Riemann convergente car — < 1.
0 (3 o Uu /2 2n

D’aprés le critére d’équivalence pour les intégrales de fonctions positives, on en déduit que

’l’intégrale L,, est convergente




()

e Soit n € N*. Montrons que K, < Ky1:
On aVx € ]O; 2] ,tan(x) €]0, 1], donc In(tan(z)) < 0.

. . In(tan(z In(tan(z In(tan()) In(tan(z))
Par croissance de ’exponentielle, et comme (tan(z)) é +(2>), e 2m  Le 22 |
n n
On utilise ensuite la propriété de croissance de l'intégrale pour affirmer que K, < K 41.

e Montrons que la suite (K,),en+ est majorée:

Vo € }O; %} ,tan(z) €]0,1], donc */tan(z) <1

B T
Par propriété de croissance de l'intégrale, K, < / ldz = T
0

™

™
Bilan: |La suite (K, ),en+ est croissante et majorée par 1l

. * m™ T In(tan(z)) In(tan(z))
Soit n € N*. Vz € ] Ve f] ,tan(z) > 1, donc In(tan(z)) > 0, donc e 2n+2 e 2n .

Par propriété de croissance de Iintégrale, on en déduit que L, +1 < Ly,.

Bilan: ’La suite (Lp)nen+ est décroissante ‘

Ti5) tan(e) > 1, done In(tan(x)) < 0, done e > 1

it n e N*. v }
Soit n € S 13

™

2 T
Par propriété de croissance de l'intégrale, L,, > / ldz = 1

4

Bilan: |Vn € N*, L,, > % .

La suite (L, )nen+ est décroissante et minorée, donc elle converge.

D’autre part, la suite (K,,),en+ est croissante et majorée (question 2)c) ), donc elle converge égale-

ment.

Cela a donc du sens de s’intéresser & lim (K, + L,).
n—-+oo

On sait que:

e Vn € N*, K,, > 0. Donc lirf K, > 0.
n——+0oo
T . 0
e VneN* L, >—. Donc lim L, > —.
4 n——+oo 4
™
Bilan: | lim (K, + L) > ~
ton | T (Ko Ln) >

z
K,+ L, = / X/tan z dz d’aprés la relation de Chasles.
0

In(tan(x))

7
Le changement de variable z — e~ 2n  est bijectif, de classe C*, strictement croissant de }0; 5[

dans ]0; +o0].

2nu2n71

On a : u?" = tan(x) = 2nu®" " 'du = (1 + tan?(z))dz = da = ﬁdu
u n

2nu2n—1

1+ udn

+o0 U
K,+L,= 2n/ ——du
0o 14utn

+o0o
Donc K,, + L,, = / u X du, et finalement:
0

2n

K.+ L,
o 2n

1
Si on note H = 3 lim (K, + L), alors H # 0 car lirf (Kn,+L,) >
n—-+0oo

n—-+o0o
K, + L,
donc + ~ H, et finalement :

La question précédente nous permet d’affirmer que Vn € N*, H,,

7

N




Partie IV

x
1. VieR*, ¢p(x) = —— care® =1+ 2z + op(x
¢() T oo(@) o()
1
D =—— tend 11 tend 0.
onc ¢(x) T+ oo(D) end vers 1 lorsque = tend vers

4.

’ La fonction ¢ est donc bien prolongeable par continuité en zéro.

D’aprés le développement en série entiére de ¢, on a ¢(0) = %.
Or ¢(0) = 1 d’apreés la question précédente, donc .
z X am
vV €] — 2, 2n[ \ {0}, 7—23 , donc x = ( L_l),;Bnm
Pour z = 0, cette derniére relatlon est aussi vraie car 0 = (1 — 1)B,y.
+o0o n +oo  p
On sait que Vz € R, e” = Z)%, donc e — 1 = 2:1%

Nous allons effectuer un produit de Cauchy pour déterminer le développement en série entiére de
+o00 n
x
“1DY By
n=0
Comme les formules du cours sont valables pour des séries qui commencent & ’indice 0, nous allons donc

écrire:

+oo

1
OVxER,ex—lzz:an ,ounag=0etVn>1,a, = —
ot n!
o Vx €] — 2m, 27|, ZB— be ouVn > 0,by _ Bn
o ! T onl

D’aprés le cours sur le produit de Cauchy de deux séries entiéres, on peut donc affirmer que:

+o0 " +oo
Vo €] — 2, 2x], (e — 1) ZB"E = chx"
n=0 ’ n=0

ouVn > 0,c, = Zanfkbk

e Sin=0,cy=apby=0

n—1 n—1 n—1

1
e Sin>1,¢,= Zan_kbkcaraozo,donccnzz( |k|:nlz<)

k=0 k=0
+oo " n—1 n
Finalement, | Vz €] — 27, 2n[, 2 = Zl o (kz_o (k) Bk>

(a) Par unicité d’un développement en série entiére, on peut identifier les coefficients de 'égalité ci-
dessus, ce qui nous conduit a:

0

1

e Pour le coefficient en 2: 1 = T (Z (2) Bk>7 L.e. By =1, ce qu'on savait déja.
" \k=0

n—1 n
1
e pour tous les autres coefficients: Vn > 2,0 = — ( g <Z> Bk> Jie |Vn > 1, E <n;€&— 1) By =0
n!
k=0 k=0




En mettant le dernier terme de la somme ci-dessous & part, on obtient:

! n+1 n-+1
n}l,kz%( j )Bk+( N )ano

Or (n;l) =n+1, donc

(n+1)B, =

_’Lzl(n;rl)Bk o

k=0

)

(b) La formule montrée ci-dessus va nous permettre de calculer de proche en proche les coefficients By,:

e Nous avons déja .

e Appliquons (*) pour n =1: 2By =

donc .

1
10B2 - IOBg = 76, donc B4 = ——

On peut donc affirmer que

Appliquons (*) pour n = 2: 3By =

<§> BO = —BO donc

“(0)m-(1)»

Appliquons (*) pour n = 3: 4B3 = — (g) By — ( )

Appliquons (*) pour n = 4: 5By = — (8) By — ( )

1

30 [
2
ZBng,et4B4——B.

By =~

2

—Bo — 3B1, donc BQ = =

1
5 |

1

6

(4) By = —By — 4By — 6By = 0,

5 5
(3) e (3 055

On remarque que ’on retrouve ainsi les coefficients du développement limité de la fonction tangente

1

trouvés dans la partie I, ol on avait obtenu: |a3 = = = 2B

3

, et

a5 =

2

15

— 4B,




