
Préambule 

Dans tout le problème, (E) est un espace amne euclidien orienté de dimension2 ou 
3. La distance de deux points P et Q est notée PQ. 

À toute panieL de (E) on fait correspondre l’ensemble L‘, dventuellement vidc, des 
points Mde Q ayant lapmpritd suivante : il existe dans L trois points distincts A, B, 
C tels que AB = BC = CA et tels que M soit leur isobarycenuc. 

Autrement dit, L‘ est l’ensemble des centres des mangles Cquiladraux dont les mis 
sommets distincts appartiennent 2 L (on dira aussi qu’un tel triangle est inscrit dans L), 
le cenm d’un triangle Quiladral dbignant l’isobarycenue de ses sommets. 

Les diffdrentes parties sont indépendantes. Les figures seront appréciées, ainsi que 
les remarques géom6triques. 

Partie I 
Q est ici de dimension 2. Le but, dans cette partie, est d’étudier L’ lorsque L est 
le pourtour d’un carre. 
1.1) Dans cette question, L est la rdunion de Vois droites distinctes D. D’et D”, la droite 
D 6tant perpendiculaire aux deux a u m .  On suppose, sans limiter la généralitt, que l’on 
a choisi un W r e  orthonormal direct Oxy dans lequel D porte l’axe Ox, D’ l’axe Oy et 
D” la droite d’dquation x = 1. 

On appelle P le point de coordonn&s (1, O), J le point d’ordonntk positive tel que le 
triangle OPJ soit Quilathil. 

On appelle A le lieu des points M cenm des triangles tquilatkraux ABC tels que A soit 
sur D, B sur D’ et C sur D” et que, de plus, l’ordonnk de M soit positive. 

a) Soit ABC un mangle dpondant à la question, H le milieu de BC et f le coefficient 
angulaire (ou pente) de la droite (BC). 

M i s e r  la similitude vectorielle qui fait passer de= àm. En deduire en fonction de 
f les coordonntks de m. Donner les coordonnées de H ; montrer que H n’est autre que 
le point J d 6 f i  ci-dessus. 

b) On fait maintenant passer par J unc droitc A, dc cocfficicnt angulairc f (f Clant un rbcl 
quclconquc), qui coupc D’ cn B, ct D” cn C,. On appcllc A, lc point d’intcrscction avcc 
D dc la pcrpcndiculairc cn J h 4. Donncr Ics coordonnks de 4, BI,  C, ct de lcur iso- 
barymnuc. QUC dirc du uianglc A, BI CI ? 

c) Diduirc A dc cc qui pr&%de. 

d) DCterminer L‘, en n’oubliant pas qu’un triangle &quilatéral inscrit dans L p u t  avoir 
dcux dc scs sommets sur une sculc des droites D, D’, D .  

12) Les hypothEses et les notations sont celles de la question précédente. On appellc R 
le point de coordonnh (O, l), Q le point de coordonnées (1.1). Soit K le pourtour du 
card OPQR c’est-à-dire la réunion des quatre scgments [OP), [PQ). [QR], [ROI. 

a) Ddtenniner l’ensemble des valeurs I réelles telles que, si 4. & , C, sont les points 
&finis cn 1.1) b), on ait li la fois : 

A, sur le segment [OP], 

BI sur le scgment [OR], 
CI sur le segment [PQ]. 

Cet ensemble est un intervalle (I) que l’on prtcisera. 

b) Montrer que, si f d&rit (I), A,, BI, C, décrivent chacun un segment que l’on pr&isera. 
Ces segments sont respectivement notés SA. SB. SC. 

c) Quelle est alors la partie SM de A décrite par M ? Comment se déduit-elle de SA ? 
Quelles sont les intersections de SM avec les diagonales de K ? 

d) Faire une figure reprksentant le carrb OPQR, le point J et les 4 segments SA, SB, SC, 

13) On prend pour L, dans cette questbn, le pourtour d’un carrd quelconque du plan (E). 

a) Si, A, B, C sont les sommets d’un friande Quilatéral inscrit dans L, deux de ces 
points peuvent-ils êue sur un même côtd de L ? 

sw- 

b) Al’aide de la question 1.2) ddterminer L‘. opl,.oo : v3- p”i‘ 1 5 t - 
Partie II 

On suppose dans toute cette partie que (E) est de dimension 2. Les sections 1I.A et 
1I.B sont indépendantes. 

Section I1.A 

11.A.l) On suppose ici que L est une hyperbole. II cxiste donc un rcphc affinc 
(O ; Z 21, les vecteursf‘et ;&tant unitaircs, ct une consmu: k non nulle, tcls quc l’équa- 
LiondeLdanscereptkesoitxy-iG- = O.Onposc,dcplus, 9 - T  J ’ J  = cose. 
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Étant donne 4 points distincts MI, M2. MI, M4 dc L, d’abscisscs rcspcctivcs xi, x2. x3, 
x4. montrer que la relation MlM2. M3M4 = O est dquivalcnu: b 

En duuire que, si cos0 n’est pas nul, le point M4 ne pcut pas euc l’orthoccnuc du trian- 
gle M1M2M3. c’est-A-dire le point de concours des hutcurs dc cc uianglc. 

II.A.2) On suppose que Lest une hypcrbolc non équilatkre (c’cst-P-dircquc scs asymp- 
wtcs ne sont pas onhogonalcs). Que rdsulw-t-il de h qucstion prCcédcnu: cn cc qui con- 
cerne I’intcrscction de L et & L‘ ? 

* IIA.3) On suppose ici L est une hypcrbole équilattre admcttant dans un rcpkrc ortho- 
normal (O ;t. 2) i’equation xy - k = O où k est unc constantc non nuilc. 

a) On dQigne par M,, M2, M3, M4 quatre points distincts dc L ct par x 1. x2. x3, x4 lcurs 
abscisscs respectives. W u i r e  & II.A.1) quc M4 est I’orthoccnuc du trianglc MI M2M3 
si ct sculcmcnt si 

~ 1 ~ 2 ~ 3 x 4  = -k2. 

b) On designe par M1, M2. M3 vois points distincts dc L, d’abscisscs rcspcctivcs x 1. x2, 
x3. Établir que M1M2M3 est un Viangle Quiladral si ct sculcmcnt si il cxistc un r&l h 
tcl quc : 

X l + X Z + X 3  = 3 h  

1 1 1 3  x Xl x2 5 
-+-+-  = 

Quc peut-on dire du point dc L d’abscissc h ? 

c) Soit M un point dc L, d’abscissc A Monucr qu’il cxistc un trianglc dquila3ril uniquc 

T dc ccnvc M inscrit dans L CI quc Ics abs@sscs dc scs sommcts sont les ncincs du po- 
lyn6mc 

.) 

k’ k” 
P ( x )  = x3-  3u2- 3-x+ 1 

h2 

(on pouna consid6rcr Ics signcs dc P(0) ct P(h) ). 

II.A.4) Lcs hypoWscs sont ccllcs dc h qucstion précédcntc. On considtrc un ccrclc r 
d’dquation 

x 2 + y2- 2px- 2qy+ r = o. 

a) Écrirc unc équalion polynômialc dc dcgré 4 donnant Ics abscisscs dcs points d’inkr- 
scction du ccrclc r avcc L. Trouvcr cnuc Ics mcincs dc cctu: Cquation unc rclaiion in- 
dépcndantc dc r. 
b) Onsupposc ici quc r cst lc ccrclc circonscrit au uianglc T inuoduit cn II.A.3) c). De- 
duirc dc cc qui préctdc quc Ic point N dc L. symCtriquc dc M par rapport i~ O, cst sur r. 
Donncr Ic rayon dc r cn fonction dc A. 
II.A.5)‘ 

a) L cst cncorc ici unc hypcrbolc CquilatErc. Détcrmincr L‘. 
b) Détcrmincr Ics coordonnks dcs sommas ct du ccntrc d’un uianglc Cquilathl inscrit 
dans I’hypcrbolc Cquilattrc d’équation xy - 1 = O CL dont I’airc cst minimum. 

Section 1I.B 
On prend pour L, dans cette partie, la cwrbe dont une Cquation polaire, dans un 
repère orthonormal direct (O ; 7, :)), est 

2 r =  
1  COS^- 

1I.B.1) Donncr h nawc dc ccuc courbc ct la rcprdscntcr gnphiqucmcnt. On dbtcrmi- 
ncra scs asymptotes, son ccnuc ct scs mcs dc sym6vic. 

II.B.1) On considtrc Ic ccrclc rq d’fquation polirc r = 

où cpcst un p;lramhrc r k l  d quc - n/2 < cp < nR. 
a) Dbtcrmincr Ic ccntrc dc rq ct monucr quc rq passc par dcux poinls indtpendants dc 
cp, dont l’un cst Ic point O cL I’autrc un point S dont on prdciscri la position. 

b) On sc propos d’éwdicr Ics points communs à L ci  ra Écrirc unc Qualion donnant 

un angle polaire d’un d point et larhmlre. En duuirc quc, saur dans un cas particulicr 
que l’on prdcisen, L ct rq ont, oum S, trois points communs famant un uianglc équi- 
lat6ral TT 

2cos(e-cp) 
*sep 
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c) Monucr que mut cercle passant par O et S est circonscrit ii un triangle t5quilattral ins- 
crit dans L. 

IIB.3) 

a) Établir, sans calculs, l’existence d’une seconde famille dc mangles équilatdraux ins- 
crits dans L. 
b) On admettra que si deux hyperboles distinctes ont en commun une direction asymp 
totique, elles ont au plus trois points communs. En appliquant ce rtsultat à l’hyperbolc 
Wuite de L par rotation de n13 autour d’un de ses points, établir que mut point de L est 
sommet d’au plus deux triangles Quilathux inscrits dans L. 

II.B.4) 

a) Montrer que, A l’exception de deux points de L que l’on pr&isera, tout point de L est 
sommet, exactement, de deux triangles 6quilat6raux inscrits dans L. On prkiscra ce qui 
se passe pour les deux points exceptionnels. 

b) Wrminer  L‘. 

l3zaul 
Dans cette partie (E) est de dimension 3. Oa considhre un npkre orthonormal 
(O ; L, J ,  k ) et les droites DI, D, D3 definies dans ce repère par les Cquations : 7 9 -  

y = o  x = o  x = o  
( *= 1 D2 { 2  = -1 D3{yr0 

m.1) On pvrd dans cem seule question L = DI u D,. W m i n e r  L‘. 

DansIPsuitedeIrrpartkIlImprend L = D 1 u D 2 u D 3 .  

m-21 
a) (l, p.v) parcoumtR3, on considtre AespointsA (k, O, 1). B (O, & -1) et C (O, O, v). 
Donncf m condition sur (l, p, V) pour que CA= CB. 
b) On considk le lieu P de I’isobaryntrt M des points A, B, C lorsque (A, p) &nt 
R ~ ,  la conditi~l ci-dcssuS etsnt rcaliste. 
~ q ~ P c S t d t t i n i ~ 1 ’ & p a t b ~ ~ :  3(3-+) -42 = o. 

Préciser la nature dc P. 

111.3) Soith l’cnsemblc dcs cenues dcs uianglcs 6quilaLdraux dont les sommets sont si- 
tu& respcctivcment sur DI, &, &. 
Monucr uc A est l’intersection de Pet de la surface H d’t5quauon 
3 ( x  + y  ) -6 t2+2  = O.Quclicest&naturcdcH? 

111.4) Exprimer, pour un point M dhivant A, 2? et 9 en fonction de t. 

On considEre la partic Al de A dCfinie par les conditions x > O, y > O, t 2 1. 

Monucr quc, pour un point M ddcrivant A l ,  on p u t  krirc, lorsquc z tend vers + =, 
x = ut + p + E (2) , y = bt + q + cl (2) , E et q désignant dcs fonctions tendant vers 
zéro ct O, b, p, q dcs constantes que l’on précisera. Interpréter géomCtriquement ces re- 
IrrtiOnS. 

Montrer que A peut Eue obtenu B partir de A, en lui appliquant des isoméuics que l’on 
prkisera. Consmire la projection de A sur le plan (O ;<, 2). 
111.5) DCterminer les triangles 6qqUil&raux ABC &finis au 111.3) dont l’aire est mini- 
mum. 
111.6) DCteniner L‘. 

2 ?  

~~ ~ 

S W t P  p””” P‘ 
Panie / V  

On suppose dans cette partie que (E) est de dimension deux 

Lest dans route la suite une courbe définie, dans un repère orthonormai direct 
Oxy, par J’équation y = f(x),oi~fest  une application de ckse Cl de ‘i dans 3. On 
supposede plus que f est strictement convexe(f es1 donc striacmcni croissante). 

On dCsipcpara la fonction quiàroutzréclaieArcm T(x) ; a (x )adonc  l’angle 
polairc, compris enuc -xR et #2, dc la tylscnle AL (oricnldc dans le Scns dcs L crois- 
sanls) au point d’absc-hc x. 

D rcprdscnm la diff&cncc cnuc la bom supdncure yet la bornc infirieurc p dc la 
fonction a. 

XV.1) Établir que la fonction adisc une bijection conhuc suictcment croissante de 
R SUf 1B.Y 1. 

A SUIVRE 



IV.2) On suppose qu'il existe un triande Quilateral ABC inscrit dans L et quc les abs- 
ci- ~ ~ ~ v e s  4, b, c de A. B, C vérifient a < b c c. Monucr qu'il exisu: une mesure -- -- 

(p dC I'mglC (0X.AB) ct u n ~  m c s k  Y dc I'angk (Ox. BC) lcllcs guc 

B c 'Pcr 
Bcyc-r 

iV.3) W u i r c  dc cz pi p&Me q&, si D 5 2@, idon t' cst vidc. 

On supposc d-b que D > 2x/3. 

E n o n t l  M 

Panie I I  
On suppose dans toute celte partie que (15) est de disiclision 2 et que 1, est une co- 
nique. 

11.1) QUC dirc dc L' si L cst un ccrclc ? 

11.7) On supposc ici qiic L n'cst plus unc hypcrholc 6quilatErc;mclis cst la courbc don- 
nCc cn rcphc orthonormal par I'fquation xy  = O c'csi-A-dirc la rhnion dcs tlcux axcs 
tlc ccwrdonnfcs. 

Lcs propriCtCs VUCS dans Ic cas où L cst unc hypcrbolc Cquilathc conccmant la rclaiion 
eritrc L ct L', tl'unc part, ct Ic syiii6triquc (lu ccntrc dc T par riipport 1 O, d'nuuc prut, 
s'Ctclltlcnt-cllcs b cc cas '? 

11.8) O n  Ctudie dans cette queslion le cas où, d;rns un repPre ortlionornli (O ; 1, .;), 
 est la parabole P donnie par I'iyuation y = 2. 
a) Qucsiion prdliminairc : 

Soit Q la courbc dCfinic par i'dquation x2 + my2 + 2nx  + 2py + y = O où ni, n,p, q sont 
d ~ s  conscintcs rdcllcs, m &lant non nul. 

P Éublir quc cciic courbc a pour ccnuc dc symCuic Ic point (- N, - - ). 
n1 , Pour qucllcs vdcurs dcs paramEuCs cst-ce unc hypcrbolc dquilattrc ou la rkunion dc 

dcux droitcs pcrpcndiculaircs ? 

b) Soit M(a 0) ct r un ccrclc dc ccnuc M d'Quation x2 +y2 - 2ax - 20y + y = O .  

Monucr quc rcst  Ic ccrclc circonscrit au triangle CcluilaiCrirl T inscrit tlans L si CI scu- 
lcmcnt si r possEdc la meme proprittd rclativcmcnt h lit courbc ll,, tl'Cquation 
x + Y - 2 a x  - 2 P y  + y +  p ( y  - x  ) = O où p cst unc constanic rCcllc non nullc. 

c) Quclle valcur dc p doit-on prcndrc pour que H, soit unc hypcrbolc Cquilaikrc o u  I'cn- 
scmblc dc dcux droitcs orthogonalcs ? 

d) Soit cctk valcur ct H, la courbc H, corrcspontlitntc ; si z! tlCsignc Ic ccnirc de l loi 
donncr Ics coordonnfcs du point N symduiquc dc M par rilpport B f2. 
En dtduirc Ic licu P' dcs ccnucs dcs uimglcs CquilatCraux inscrits dans la p:hrilboIc P. 

Quc put-on dire de P n P' ? 

2 2 2  
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Pm-tic IV  

1, est d;rns la suite iiiie courbe clClinie, dirns UII repcre orthonorm;iI direct Osy, par 
I’C(luirtion y = f (x> ,  oiifest une iIppiiciltioi1 de c~;ase C’ (I’IIII intervulie I de iq d;ins 
R. 
On dCsignc PiU Q lii Conciion qui, loul x iIppiU1cnaiIt 1, associc AKliln f’(x) ; a(x) cst 
donc I’anglc polairc compris cnuc - Ic/i CI xJL dc Iii tangciitc li L (oricn1C.c tlans Ic scns 
dcs x croissiints) au p i n 1  tl’iibscissc x. D rcprdscnlcra la ditlircncc cntrc la bornc SU@- 
ricurc, y, dc la fonction Q ct sa h n i c  inffricurc p. 
1V.1) On supposc qu’il cxistc un trianglc 6quiliitCriil ABC inscrit ciiins L CI quc Ics abs- 
cisscs a, h, c tlc A. B, C rcspcclivcincnt vtrificnt (1 c b c c. Montrcr qu’il cxislc unc inc- 
surc cp dc I’angIc (OX, AB) ci unc incsiirc \P t ~ c  I’anglc (O<, ~ e )  lcllcs quc : -3- 

P S V S Y  
ps Y l y  

IV.2) 

a) M u i r e  de ce qui prkEdc quc, si D c 2n/3 , alors L’ cst vidc. 

On suppose mainsnant quc D= 2d3 ct qu’il cxistc un uianglc 6quilatCral ABC inscrit 
dans L, les abscisses dcs bois sommcL5 A, B, C vérifiant u c 6 c c. Ddmonlrcr Ics CgalitCs 

(OX,rn) = p 
(OX,rn+) = y  

En se scrvant dc la formulc 

ihblirquc f’(x)cstconslantcqullnd x dtcrit [a, b]. Étudicr dc memc f’(x) quand x decri1 
[b, CI. Que conclurc ? 

IV3) Dans cette question et la suivante, on conserve les hypothèses et les notations 
d4finies au debut du IV. 

On suppose de plus que 1 = R et que f est une fonction strictement convexe (f’cst 
Qnc strictcmcnt croissantc). On suppose enfin que l’on il L) > 2d3.  

a) Établir quc la fonction a rhlisc unc bijcction conlinuc slriclcnml croissanlc dc R 

b) Unc valcur rCCllc b Cmt rixCC. on &finit unc fonction O, dc la favon suivimtc : 
sur IP. y [. 

&,(b) = A Y C M  f’(b) 

IntcrprCtcr gbmCtriquçmcnt ccttc ddfinition. 

En admcimt quc 

Ctudicr Ics limitcs de %(x) quand x tcnd vcrs + 
c) Montrcr quc Oh cst conlinuc ct slriclcmcnl croissanlc ditnsR. rdalisd ainsi unc bi- 
jcction dc R vcrs ]p, y [. On ddsignc pu Xb la bijcction rkiproquc ; inicrpdlcr giomé- 
triqucmcnt ccttc fonction. 

1x4) On su~posc dc plus quc y- 21V3 c arctan f’(b) c p + 2M3. Soit (p unc variablc 
dcllc dkrivant I’intcrvallc ]p + 243 , y [. 
On appcllc A, B, C, rcspcctivcmcnt Ics points dc L d’abscissc Xdcp - 2rd3). b, X,(cp) . 

ou - m. 

i l )  Etudicr la!imitc. lorsquc cp tcntl vcrs I’unc dcs borncs dc I’inicrvallc, dc %B -.BC,,,. 

b) En d6duirc qu’il cxistc cp tcl quc Ic trianglc A,BC, soit Quilatdral. 

c) Montrcr qu’il cxistc unc inCinit6 dc triangles Cquilattraux inscrits dans L. 


