Préambule

Dans tout ie probléme, (E) est un espace affine euclidien orienté de dimension 2 ou
3. La distance de deux points P et Q est notée PQ.

A toute partie L de (E) on fait correspondre I'ensemble L', éventuellement vide, des
points M de (E) ayant la propriété suivante : il existe dans L trois points distincts A, B,
C tels que AB = BC = CA et tels que M soit leur isobarycentre.

Autrement dit, L’ est I'ensemble des centres des triangles équilatéraux dont les trois
sommets distincts appartiennent 3 L (on dira aussi qu’un tel triangle est inscrit dans L),
le centre d’un triangle équilatéral désignant I'isobarycentre de ses sommets.

Les différentes parties sont indépendantes. Les figures seront appréciées, ainsi que
les remarques géométriques.

Partie |

(E) est ici de dimension 2. Le but, dans cette partie, est d’étudier L’ lorsque L est
le pourtour d’un carré.

- L.1) Dans cette question, L est la réunion de trois droites distinctes D, D’ et D", 1a droite
D éuant perpendiculaire aux deux autres. On suppose, sans limiter la généralité, que I’on
a choisi un repre orthonormal direct Oxy dans lequel D porte I'axe Ox, D’ I’axe Oy et
D" la droite d’équation x = 1,

On appelle P le point de coordonnées (1, 0), J le point d’ordonnée positive tel que le -
triangle OPJ soit équilatéral.

On appelle A le lieu des points M centres des triangles équilatéraux ABC tels que A soit
sur D, B sur D’ et C sur D” et que, de plus, I’ordonnée de M soit positive.

a) Soit ABC un triangle répondant 2 la question, H le milieu de BC et 1 le coefficient
angulaire (ou pente) de 1a droite (BC).

Préciser 1a similitude vectorielle qui fait passer de BC a A H. En déduire en fonction de
t1es coordonnées de A H. Donner les coordonnées de H ; montrer que H n’est autre que
le point J défini ci-dessus.

b) On fait maintenant passer par J une droite A, de cocfTicient angulaire ¢ (¢t étant un récl
quclconquc), qui coupe D’ en B, ¢t D” en C,. On appelic A, Ic point d’interscction avee
D dc la perpendiculaire en J & A, Donner les coordonnées de A, , B, , C, ct de leur iso-
barycentre. Que dire du triangle A, B, C; ?

¢) Déduirc A de ce qui précede.

d) Déterminer L', en n’oubliant pas qu’un triangle équilatéral inscrit dans L pcut avoir
deux de scs sommets sur une sculc des droitcs D, D’, D",

1.2) Les hypotheses et les notations sont celles de la question précédente. On appellc R

- le point de coordonnées (0, 1), Q le point de coordonnées (1,1). Soit K le pourtour du

carré OPQR c’est-a-dire la réunion des guatre scgments [OP}, [PQ], {QR], [RO).

a) Déierminer ’ensemble des valeurs ¢ réelies telles que, si A, , B, , C, sont les points

définisen 1.1) b), on ait A la fois :

o A, sur le segment (OP],
¢ B, surle segment [OR],
s C, sur le segment [PQ].
Cet ensemble est un intervalle (I) que ’on précisera.

b) Montrer que, si ¢ décrit (1), A, B, C, décrivent chacun un segmem que I’on précisera.
Ces segments sont respectivement notés S,, Sg. Sc.

¢) Quelie est alors la partie Sy de A décrite par M ? Comment se déduit-elle de Sy ?
Quelles sont les intersections de Sy avec les diagonales de K ?

d) Faire une figure représentant le carré OPQR, le point J et les 4 segments S,, Sg, S,
Swm-

1.3) On prend pour L, dans cette question, le pourtour d’un carré quelconque du plan (E).

a) Si, A, B, C sont les sommets d’un triangle équilatéral inscrit dans L, deux de ces
points peuvent-ils étre sur un méme coié de L ?

b) A T'aide de la question 1.2) déterminer L. Oplion M : vow pogs 1S3 -

Partie Il

On suppose dans toute cette partie que (E) est de dimension 2. Les sections 11.A et
ILB sont indépendantes.

Section ILA

ILA. l) On suppose m que L est une hyperbole. Il cxisic donc un repere affinc
©;1 J) les vecteurs 7 et j étant unitaircs, ¢t une constante k non nulle, tels que I'équa-
tion deLdanscempéreson xy—k = 0.0n posc, de plus, 7 - 7 = cos6.
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Etant donné 4 points distincts M;, My, M3, My de L, d’abscisscs ICSPCCLiveS Xj, X2, X3,
X4, montrer que la relation MM, . M3M, = 0 est équivaicnic a

X1 XqX3X4 — kCOSO (X)x) +X3X,) + B =0.
En déduire que, si cosd n’est pas nul, le point M4 ne peut pas éire I'orthocentre du trian-
gle M;M,M,, c’est-a-dire le point de concours des hautcurs dc cc triangle.

II.A;Z) On suppose que L est une hyperbole non équilatére (c’cst-a-dirc quc ses asymp-
totes ne sont pas orthogonalcs). Que résulte-t-il de Ia question précédente cn cc qui con-
ceme 'intersectionde Letde L' ?

- 11.A.3) On suppose ici L est une hyperbole équilatére admettant dans un repere ortho-
riormal (O ; 7, J) I'équation xy -k = 0 ol  est unc constante non nulle.

a) On désigne par M, My, M3, M, quatre points distincts dc L ctpar Xy, X2, X3, X4 leurs
abscisses respectives. Déduire de 11.A.1) que My est I'orthocentre du trianglc MyM;M;
si ¢t sculement si '

s
XIX22314 = .

b) On désigne par M,, M5, M3 trois points distincts dc L, d’abscisscs respectives xy, X,
x4. Etablir que MM, Mj est un triangle ¢quilatéral si ct sculcment si il cxistc un réel A
tel que :

_ 12
'xlexsx - "k

X Xy +Xy = 3

1 1 1 3
—_— e — = I
X X3 X

Que peut-on dire du point dc L d’abscissc A ?
¢) Soit M un point de L, d’abscissc A. Montrer qu’il existc un triangle équilatéral unique

T de centre M inscrit dans L ¢t que lcs abscisscs de scs sommets sont les racincs du po-

lynéme

PCX) = X° - 32~ 31‘ix‘x &
= | 2 A

(on pourra considérer lcs signes de P(0) ct P(A)).

11.A.4) Les hypothéscs sont celles de la question précédenic. On considére un cercle I
d’équation

2+ yz- 2px-2gy+r = 0.
a) Ecrirc unc équation polynémialc de degré 4 donnant Ics abscisscs des points d’inter-

scction du cercle T avee L. Trouver entre Ies racines de cetic équation unc relation in-
dépendante de I.

b) On.supposc ici que T st Ie cercle circonscrit au riangle T introduit cn I1.A.3) ¢). Dé-
duirc de cc qui préctde que lc point N de L, symétrique de M par rapport 2 O, cst sur T
Donncr le rayon de I” en foncuon de A.

1LAS)
a) L est encore ici unc hyperbole équilatere. Détcrminer L.

b) Détermincr les coordonnées des sommcts et du centre d’un triangle équilatéral inscrit
dans 1’hypcrbole équilatcre d’équation xy~ 1 = 0 ct dont Vaire cst minimum.

Section 1I.B
On prend pour L, dans cette partie, la courbe dont une équation polaire, dans un
repére orthonormal direct (O 1, j), est
2
5 & ————
1+2cos6

11.B.1) Donncr la nawrc de cctic courbe ct la représenter graphiquement. On déicrmi-

NCra scs asymploles, son centre ct scs axcs de symétric,
2cos (6-¢)

5 . . . o
I1.B.2) On considere le cercic I'y d*équation polairc r 50

ou @ cst un paramétre réel el que - /2 < @ < n/2.

a) Dé&ierminer le centre de I et montrer que Iy, passe par deux points indépendants de
@, dont I’un cst ic point O ct ’autre un point S dont on préciscra la position.

b) On sc proposc d’éwdicr les points communs 2L ¢t [, Ecrirc unc équation donnant

un angle polaire d’un tel point et la résoudre. En déduire que, saul dans un cas particulicr
que I'on précisera, L ¢t I'y, ont, outre S, trois points communs formant un triangle équi-
latéral Ty,

TOURNEZ S’IL VOUS PLAIT
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¢) Montrer que tout cercle passant par O et S est circonscrit & un triangle équilatéral ins-
critdansL,

ILB.3)

a) Etablir, sans calculs, I’existence d’une seconde famille dc triangles équilatéraux ins-
crits dans L.

b) On admettra que si deux hyperboles distinctes ont en commun une direction asymp-
totique, elles ont au plus trois points communs. En appliquant ce résuliat a I’hyperbole
déduite de L par rotation de /3 autour d’un de ses points, éiablir que tout point de L est
sommet d’au plus deux triangles équilatéraux inscrits dans L.

ILB.4)

a) Montrer que, & I’exception de deux points de L que I'on précisera, tout point de L est
sommet, exactement, de deux triangles équilatéraux inscrits dans L. On préciscra ce qui
se passe pour les deux points exceptionnels.

b) Déterminer L.

Partie Il
Dans cette partie (E) est de dimension 3. On considére un repére orthonormal
(0 ;1,].% ) et les droites Dy, Dy, Dy définies dans ce repére par les équations :

MG BCTL A
II1.1) On prend dans cette seule question L = D, U D,. Déterminer L',
Dans la suite de la partie Il on prend L = D, uD, UD,.
ML2)

a) (A, 1, v) parcourant R, on considére les points A (A, 0, 1), B (0, 1, -1) et C (0, 0, v).
Donner une condition sur (A, 1, v) pour que CA=CB.

b) On considere le lieu P de I'isobarycentre M des points A, B, C lorsque (A, ) décrit
R?, Ia condition ci-dessus étant réalisée.

Montrer que P est défini par I’équation cartésienne : 3 (x* - y*) -4z = 0.

z2=-1

Préciser Ia nature dc P.

11L.3) Soit A I’ensemblc des centres des triangles équilatéraux dont les sommets sont si-
tués respectivement sur Dy, Dy, Dy.

Momrcr auc A cst I’interscction de P et de la surface H d’équation
3(x +¥9 -622+2 = 0. Quelic est la nawre dec H 7

111.4) Exprimer, pour un point M décrivant A, x? et y* en fonction de z.
On considere la partic A| de A définie par les conditions x>0,y >0,z21.

Montrer que, pour un point M décrivant A, on peut écrire, lorsque z tend vers + oo,
x=az+p+e(2),y = bz+q+¢ (2), €etg désignant des fonctions tendant vers
zéro cta, b, p, q des constantes que 1’on précisera. Interpréter géométriquement ces re-
lations.

Montrer que A peut étre obtenu a partir de A, en lui apphquam des isométries que 1'on
précisera. Construire la projection de A sur le plan (O 7, ).

I11.5) Déterminer les triangles équilatéraux ABC définis au I11.3) dont I’aire est mini-
mum.

111.6) Déterminer L.
ese FIN oo« TA
Suite pour P”
Partie IV

On suppose dans cette partie que (E) est de dimension deux.

-L est dans toute 12 suite une courbe définie, dans un repére orthonormal direct

Oxy, par ’équation y = f(x), oi1f est une application de classe C' de X dansR. On

suppose de plus que { est strictement convexe ({* est donc strictement croissante).

“On désigne par & la fonction qui 2 tout x récl associe Arcian £(x) ; o.{x) est donc I'angle
_ polairc, compris entre — 1/2 et 7/2, dc Ia tangente A L (oricnice dans Ie sens des x crois-

sants) au point d'abscissc x.

D représenicra la différence entre la borne supéncure 'yel Ia bomc inféricurc Bde la
‘fonction o

‘IV.1) Euablir que 1a fonction rwhsc une bijection continuc striciement croissante de

Rsur]B,v[.

A SUIVRE
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il exis i i inscrit dans L et que les abs-
u'il existe un triangle équilatéral ABC inscrit dans L
:::;.:;?cns;:cpm 2, b, cde A, B, C vérifient a < b < c. Montrer qu il existc une mesure

@ de I"angle (O, AB) ct unc mesure ¥ de I'angle (O%, BC) tellcs que :
Becp<y
Bey<t
Yop=3 o
1V.3) Déduire de <= qui précide que, si D < 2x/3, alors . est vide.
On suppose désormais qile D>2n/3. . -
1V.4) Unc valur réclle b étant fixée, on définit unc fonction 8y de L fagon suivante
o H=a®
: o fix)-Ab)
' pour tout x# b, 8,(x) = Aruan——=.

Interpréter géométriquement ceuie définition.

En admettant que
(¢ R im f'(x),
xt-x»n.l.T- - x!-'b“}.f (xy & xll'ﬂ:- X 3o+ "f .

éudicr lc§ limites dc By,(x) quand x tend vers + oo 0u - oo.

. Montrer quc 6, est continue et striciement croissantc dans R. 6y réalisc ainsi unc bijcc-

- tion de R vers ), 7[. On désignera par Xy, Ja bijection réciproque 3 imctpnilcr géomé-
triquement cctte fonction.
1V.5) On suppose de plus que |
. : j-.1-2n(5<a(b)<ﬁ+2n/3. o
Soit p \mc variable réelle acrivant Pintcrvalle I8 +2v/3', YL e
~ Onappelle Ag, B. Cruspectivement les poinis de L d'abscisse Xy (9= ) b, X5 (9)-

a) Etudicr la limite de AgB - BCy lorsque @ tend vers Punc des bomes de Uintervalle.

b) En déduire qu'il cxisic @ tl que le triangle AgBC soit équilatéral.
¢) Montrer qu'il existe unc infinité de triangles équilatéraux inscrits dans L.

© oae FIN see P'

Enone M:
I Lolena'?ut’ o P

(von Peg* AS4 & 456)

Partie Il

On suppose dans toute ceite partie que (E) est de dimension 2 et que L est une co-

nique.

H.1) Que direc de L' si L est un cercle ?

. . >
I 25 & nont luo/zec/}'wnenb T A 435 de Plononce P

I1.7) On supposc ici que L n’cst plus unc hyperbole équilatere, mais est Ia courbe don-
née en repere orthonormal par 1'équation xy = O ¢’est-d-dire la réunion des deux axcs
de coordonndées.

Les propriéiés vues dans le cas ot L cst une hyperbole équilatre concerant la relation
entre L et L, d’une part, ct le symétrique du centre de T par rapport a O, d’autre part,
s’étendent-clics & cc cas ?

1L.8) On étudie dans cette question le cas oi1, dans un repére orthonormé ©:1, N,
L est 1a parabole P donnée par Péquation y =
a) Question préliminaire :

Soit Q la courbe définic par I'équation 2+ my2 +2nx+2py + ¢ = 0oium,n,p,qsont
des constantes réelles, m éant non nul,

Euablir quc cetic courbe a pour centre de symétric Ic point (- 1, - L4 ).
m

Pour quclics valcurs des paramétres est-ce une hyperbole équilaiere ou la réunion de
deux droites perpendiculaires ?

b) Soit M(at, B) ct " un cercle de centre M déquation +y2 -20x-2By+y = 0.

Montrer que T est le cercle circonscrit au triangle équilatéral T inscrit dans L si et scu-
lcment si I posséde la méme propr;é(é relativement 3 Ia courbe H,, d’¢quation
X4y =20x~2By+y+pu(y-x°) = 0od M est une constante réelle non nulle.

¢) Quelle valeur de i doit-on prendre pour que Hy, soit unc hyperbole équilatére ou I'cn-
scmble de deux droites orthogonales ?

d) Soit g cette valeur et Hy la courbe H,, correspondantc ; si Q désigne le centre de | Iy,
donncr Ics coordonnées du point N symétrique de M par rapport & Q2.

En déduire lc licu P’ des centres des triangles équilatéraux inscrits dans Ia parabole P,

Quc peut-on dire de P ~ P ?
TOURNEZ S$'IL VOUS PLAIT
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Partie IV

L est dans 1a suite une courbe définie, dans un repére orthonormal direct Oxy, par
IPéguation y = f(x), oufest une application de classe C! d’unintervalle I de R dans
R.

On désigne par o la fonction qui, 2 tout x appartcnant a [, associc Arctan £°(x) ; a(x) est
donc I'angle polairc compris entre — /2 ct /2 de la tangente & L (oricntée dans lc scns
des x croissants) au point d’abscisse x. D représentera la diflérence entre la borne supé-
ricurc, ¥, de 1a fonction o ct sa borne inféricure B.

1V.1) On supposc qu’il cxiste un triangle Equilatéral ABC inscrit dans L et que les abs-
cisscs a, b, c dc A, B, C respectivement vérifienta < b < ¢. Montrer qu'il existe unc me-
surc ¢ de Pangle (Ox, AB) ct unc mesure ‘¥ de 'angle (Ox, BC) telles que :

Bso<y
Bs¥<y

2n
W-¢ = —3~

1V.2)

a) Déduire de ce qui précéde que, si D < 2n/3 , alors L’ est vide.

On suppose maintcnant que D= 2n/3 ct qu’il existe un triangle ¢quilatéral ABC inscrit
dans L, lcs abscisses des trois sommets A, B, C vérifiant a < b < ¢. Démonirer les égalités

(Woﬁ) = B
OX,BC)=v
En se scrvant de la formule

f0) =f(a) = [ (x)dx

é1ablir que [*(x) est constante quand x décrit {a, b). Etudicr de méme f7(x) quand x décrit
Ib, c]. Que conclurc ?

1V.3) Dans cette question et la suivante, on conserve les hypothéses et les notations
définies au début du 1V.

On suppose de plus que I =R et que f est une fonction strictement convexe (I cst
donc strictcment croissantc). On suppose enfin que Von a D > 21/3.

a) Etablir que la fonction a réalisc unc bijection continue stricicment crpissante de R
sur B, y[.

b) Une valcur réc]lc b ¢ant fixée, on définit une fonction 6, de la fagon suivanie :
Oy(b) = Arcian {*(b)

pour tout x b, 6,(x) = Ammw.
x=b
Interpréicr géométriquement cette définition.
En admcuant que )
lim IB-)- = lim f'(x) ¢t lim fi_x) = lim f'(x),
X—>—00 X X —» —~o00 X— 400 X X~ +oo

€tudicr les limites de 6y,(x) quand x tend vers + o ou - oo,

¢) Montrer que 6, cst continuc ct strictement croissantc dans®. by, réalisé ainsi unc bi-
Jection de R vers B, ¥ [. On désigne par X4, la bijection réciproguc ; interpréter géomé-
triquemcent cctte fonction.

1V.4) On supposc de plus que ¥ - 2x/3 < arctan £(b) < B + 27/3. Soit ¢ unc variable
réclle décrivant Pintervalle 1B + 2n/3 , yI.

On appc)lc Ag B-. Co respectivement les points de L dabscisse Xy(¢ - 21/3), b, X(¢) .

a) Etudicr I Jimite, lorsque @ tend vers 1’une des bornes de I'intervalle, de AgB --BC,
b) En déduire qu’il cxiste @ tel que Ie triangle A,BCy soit équilatéral.

¢) Montrer qu’il existe unc infinité de triangics équilatéraux inscrits dans L.
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