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Dans tout le prcbléme, on se place dans un espace E affine euclidi=zn
crienté de dimension 3 ; le temps t décrit un intervalle ncn vide et non
réduit & un point. Cn donne un point fixe O et un vecteur five unitaire k, qui

finissent une droite matérielle D. Cn donne d'autre part un point mobile G
un vecteur unitaire mobile U, qui définissent une droite matérielle mobile A.
Les positions a l'instant t de G, U et A sont notées G(t), u(t), by i on
supposera que les fonctions ti—=G(t) et t+—4u(t) admettent pour tout t une
dérivée continue.

Chaque fois que, dans la suite de cet #noncé, on parlera d'un point
matériel de D (resp. de A) il s'agira 4'un point matériel situé sur D (resp.

. — -
sur A) et invariablement 1{3 3 elle, c'est-a-dire 4'un point P tel que OP= u k
(resp. un point M tel que GM = Ay}, ol u fresp. A) est indépendant du temps.

La deuxiéme partie du probléme étudie un cas particulier de la situation

considérée dans la premiére partie, mais elle est trés larcement indépendante
de celle-ci.

PREMIERE PARTIE

I-1. Soit ¢ ure ccnstante ncn nulle. A tout A réel on associe le point matériel My
de A et le point matériel Py de D tels gu'ad chaque instant

-— - -=h -
GMX = A u etOPx=c)\k
—.—.—)2
a) Calculer Py My .
b) Etablir 1'équivalence des prcpriétés suivantes
i. Pout tout A réel, la distance PyM, des points Py et M, est indé-

pendante de t.

ii. Pour au moins trois valeurs distinctes de X, la distance Py M, est
indépendante de t.
iii. Les trois quantités

—_ — — 2
u.k , (u-ck).CG et OG

sont indéprendantes de t.

I-2. On se place dans les hypcthéses de la question précédente. On suppose qu'il
existe un réel strictement positif R tel que, pour au moins trois valeurs
distinctes de A, la distance Py M, soit i chaque instant égale & R. Etablir
qu' alors PyM; = R est vrai pour tout A et tout t. Que dire de U et de c 2
Comment le mouvement de M, se déduit-il de celui de G ?

I-3. Scit c une constante non nulle, A tcut A réel non nul on associe cette fois

le point matériel M, de A et le point matériel Q) de D vérifiant & chaque
instant éﬁl =AU et 6§X = % K
renved

a) Calculer QM 7.

b) Etablir 1' équivalence des prorriétés suivantes
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i. Pout tcut X # 0, la distance Q,M, est indépendante de t
ii. Pour au moins trois valeurs distinctes et nen nulles d= X\, la
distance Q) M, est indéperndante de t.
iii. Les trois guantités
- -2 -

u.0G, X.0G et CG - Z2cu.k
sont indépendantes de t.
c) La distance Q, M, peut-elle étre indépendante & la fois de A et de t ?

I-4. On considére trois points matériels de A distincts, 3Ag, Ay, 3z et trois

points matériels de D,distincts, Bg, By, Bp. On recherche un courle de points
matériels, § sur A, F sur D, tels que

®2g. FBg = ¢ 4. FBy = ¢ Ay. FBy o

Etablir qu'il y a existence et unicité d'un tel couple si et seulement

si : .
AgAp BgB>
— £ o=
303 BgB4

TI-5. & est supposée mobile de telle sorte qu’'il existe trois points matériels
distincts Ag, Aq, A de A et trois points matériels distincts By, By, By de D
tels que les trois distances Ag By, Aq By et Aj; By soient constantes.

Déduire des questions précédentes que, pour tout point matériel M de A,
a4 l'exception peut-&tre d'un seul, la trajectoire de M est tracée sur une
sphére dont le centre est sur D ; que dire, s'il existe, de la trajectoire du
point exceptionnel ?

DEUXIEME PARTIE

On introduit ici deux vecteurs fixes 1 et J tels que le repére ?J= (0; 1,3,k)

soit orthonormé direct. Le temps t, sauf dans la derniére questiocn, décrit R
tout entier.

On pose

I = cost 1 + sint j

J = -sint i + cost j _

u = sin2t J + cos 2t k = -sin2t sint i + sin2t cost j + cos2t k

et on définit un point mobile G par

6& = 2 cost 1
Conformément au préambule, A désigne la droite matérielle mcbile définie
par G et u.

II-1. Préciser la courbe I' décrite par G ; cn appellera A le point de ' le plus
€leigné de l'origine O.

II-2. Pcur tout réel A, on désigne par M, le point matériel de 4 défini par
GM) = AU, et par C, la courbe trajectdire de M, .

a) Etablir que Cy est, pour X # 0, tracée sur ure sphére dont le centre
est situé sur D ; on en précisera le centre et le ravon.

b) Donner les coordonnées cartésiennes x, y, z dans le repéreﬁr du point
My (t), position de My & l'instant t.

c) Comparer Cy et C_, .

d) Ccmparer, pour tout t, At et At+n'
II-3.

a) Soit S la surface engendrée par O¢ quand 't décrit (R.
l'intersection de S et du plan (0;1i,3) 7

[ ]
o
(]
}s
=
(7
[1/]
7]
ot



-78~-

5; Les cocrdonnées du ceoint générigue M de l'espace dans le rapére
‘a3 ; i, j, X) étant not2es X, Y, Z, con introduit des ccordconnées cvlin-
iriques dans ce repére, c'est-&-dire que l'on utilise r, 8 , Z avec :

X

r CCs 6 Y = r sinég

E+aplir qu'il existe un svstéme de coordcnnées cyvlindrigues (r, 6 ,2) de

M\(t) dans ce repére t=21 gque 8 = t +% ; le donner. Donner une repré-
sentation de S du tvpe £(r,8, Z2) = 0.
c) P &tant un plan passant par la droite (A ; k), établir que l'inter-

section de S et P est ccmposée de droites que l'cn précisera et dont on
discutera le ncmbre.

II-4. Dans cette gquestion et les deux suivantes, on étudie la courbe C; décrite

par Mq(t) quand t décrit R ; pour plus de simplicité C; et My (t) seront
notés C et M(t).

a) Etablir gue les cocrdonnées cartésiennes de M(t) dans Fscnt

x(t) = 2 = 2(sin®t)(1 + cos*®)
y(t) = 2 sint cost (i + cost)
2(t) = cos 2t

b} Soit L{t) le milieu du segment d'extrémités M(t) et M(t + =n).
Céterminer la courbe décrite par L lorsque t décrit R ; on indiquera
ses projections sur les trois plans de ccordonnées du repére X, sa
nature, ses éléments remarguables.

II-S. Soit W la courbe projection orthogcnale de C sur le plan (O ; 2,‘3) et

m(t) la projection crthogonale de M(t) sur ce plan.

a) Un point G de ' , distinct de A, étant fixé, donner une constructicn
des points d'intersection de W avec la droite (AG) ; on pourra utiliser

le cercle de centre G tangent & la droite (OA).
b) Construire la courbe W.

¢) Quelle =st la projection orthogonale sur le plan (0O ; i, ;) cde

la partie de S formée des points Ml(t) tels que -1 ¢ A g1 ?

I1I-6. Etudier et tracer lesﬂpog;bes V et U, projections orthogonales respectives
de C sur les plans (0 ; i, k) et (O : 73, k). Quelle propriété résulte pcur V
(resp. pour U) de 1'étude faite en(II-4.b) ? Que dire de la pcsition relative
de C et du plan d'équation

z = X
=3 7
II-7. Dans cette question, t décrit l'intervalle |- % ’ % (.Un sclide mobile T est

a

ié& 4 la droite matérielle A, c'est-ad-dire que G et i sont fixes par rappor:

-
Y

L. Soit 7 le vecteur lié & I qui & l'instant t = f coincide avec I. Cn
pose & chaque instant

-

2= cos¥Y I +s5in¥ uA Tl

(cn légitimera cette écriture), et l'on suppose que ¥ est une fcncticn de t
admettant une dérivée continue.

a)

-

Trouver l'expression de ¥ en fonction de t pcur gue le mocuvement de =

soit constamment tangent & un mouvement de rotation, c'est-a-dire pour

que,

pour tout t, il existe un mouvement de rotaticn avant & cet

instant méme torseur de vitesses que le mouvement de I .

b) Montrer que les plans nermaux, & un instant t denné, aux trajecte:

ires

des points matsriels de A cont une droite en commun.




