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XATHEMATIQUES II 
(4 pages d a c t y l c ( ; r a p h i e e s )  

r 

Pans  t o u t  le p r c b l & m e ,  on  ss p l a c e  d a n s  un e s p a c e  E: a f f i n e  e u c l i d i e n  
c r i e n t é  de d i m e n s i o n  3 ; l e  temps  t d é c r i t  un i n t e r v a l l e  ncn  v i d e  e,t non 
r G d u i t  à un p o i n t .  Gn dGnne un p o i n t  f i x e  O e t  un v e c c e u r  f i x e  u n i t a i r e  k ,  q u i  
d é f i n i s s e n t  ilne d r o i t e  matér ie l le  3. Cn donne  d ' a u t r e  p a r t  un p o i n t  mobile G 
et un v e c t e u r  u n i t a i r e  mobile Ü, q u i  d e f i n i s s e n t  une  d r o i t e  n a t e r i e l l e  mobile A .  
L e s  p o s i t i o n s  à l ' i n s t a n t  t de G ,  u e t  A s o n t  n o t E e s  S ( t ) ,  u ( t ) ,  A t  ; c n  
s i ippose ra  q u e  les  f o n c t i o n s  t i - G ( t )  e t  t - Ü i t )  a d m e t t e n t  p o u r  t o u t  t une  
à é r i v e e  c o n t i n u e .  

Chaque f o i s  y e ,  d a n s  l a  s u i t e  de c e t  Gnoncé ,  on p a r l e r a  d ' u n  p o i n t  
matériel de D ( r e s p .  de  A )  il s ' a a i r a  d ' u n  p o i n t  rr.at6riel s i t u é  s u r  D-(resp. -. 

SUI A! e t  i n v a r i a b l e m e n t  l i é  5 e l l e ,  c ' e s t - S - Ü i r e  d ' u n  p c i n t  P t e l  que O P =  p k 
( r e s p .  u n  p o i n t  Y t e l  q u e  GM = X U  j ,  où LI ' r e sp .  A j e s t  i n d g p e n d a n t  d u  t e m p s .  

L a  deux ieme  p a r t i e  d u  p r o b l ë m e  é t u d i e  un cas p a r t i c ü i i e r  de  l a  s i t u a t i o n  
c o n s i d é r é e  d a n s  l a  p r e m i è r e  p a r t i e ,  mais e l l e  e s t  t rès  la i -cer ren t  i n d é p e n d a n t e  
de ce l le -c i .  

4 -. 

* 4 

PREMIERE PARTIE 

1-1. S o i t  c une  c c n s t a n t e  ncn' n u l l e .  .A t o u t  X reel  on associe l e  p o i n t - m a t é r i e l  ?-!A 
d e  A e t  l e  p o i n t  matériel  P X  de D t e l s  qn'à c h a q u e  i n s t a n t  : 

G M ~  = x ü e t   OF^ = c XZ 4 -4 

- 2  a )  C a l c u l e r  PxMX . 
b) Z t a b l i r  l ' é q u i v a l e n c e  des p r c p r i é t ë s  s u i v a n t e s  : 

i. P o u t  t o u t  h reel ,  l a  d i s t a n c e  des p o i n t s  PX e t  M X  e s t  i n d é -  
p e n d a n t e  de t . 

ii, Pour  a u  moins  t r o i s  v a l e u r s  d i s t i n c t e s  de X ,  l a  d i s t a n c e  PXMX e s t  
i n d é p e n d a n t e  de t .  

iii. L e s  t r o i s  q u a n t i t é s  
- 4  - -  - - 2  
u .k  , (u-cK) .CG e t  OG 

s o n t  i n d é p e n d a n t e s  de t. 

1-2. On se p l a c e  d a n s  les h y p c t h è s e s  de l a  q u e s t i o n  p r é c é d e n t e .  On s u p p o s e  q u ' i l  
e x i s t e  un réel  s t r i c t e m e n t  p o s i t i f  R t e l  q u e ,  p o u r  a u  moins  t r o i s  v a l e u r s  
d i s t i n c t e s  d e  X ,  l a  d i s t a n c e  P X  MX so i t  i c h a q u e  i n s t a n t  @Gale à ??. E t a b l i r  
q u ' a l o r s  p A ~ ~ X  = R es t  v r a i  p o u r  t o u t  X e t  t o u t  t. Çue d i r e  de  Ü e t  de c ? 
comment l e  mouvement de M X  se d e d u i t - i l  de  c e l u i  de  G ? 

1-3. S o i t  c 
l e  p o i n t  
i n s t a n t  

a )  
b )  

une  c o n s t a n t e  non n u l l e .  .4 t c u t  A rée l  non n u l  on associe ce%te f o i s  
matériel  M A  de A e t  le p o i n t  matériel  QA de D v é r i f i a n t -  à c h a q u e  

.- 4 C ?  c:.ix = A ü e t  O Q ~  = - K x 
.-2 C a l c u l e r  QxYx . 

E t a b l i r  1 ' é q u i v a l e n c e  des p r o c r i e t é s  s u i v a n t e s  : 
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i. Fout- t c u t  X f O ,  la distance Qxx1 
ii. Pour au moins trois valeurs distinctes et ccn nullis di A ,  la 

iii. Les tnis quantités : 

sont indépendantes de t. 

c) La distance Q X M X  peut-elle être indépendante la fois de À et de t ? 

est indépen2ance c5e +, 

distance çXXx est indépendante de t. 

- - -  0 -  - 2  - 0  

u . C G ,  k . O G  et CG - 2cu.k 

14. On considère trois points matériels de A distincts, A o ,  A1 ] A 2  et crois 
points matériels de D,distincts, 30, 81 , 32. On recherche un couple de points 
matériels, O sur A ,  F sur Dl tels que - - - - - -  

O A o .  FBo = 9 A l .  FB1 = (O "2. FB2 

Etablir qu'il y a existence et unicité d'un tel couple si et seulement 
- - si : 
AOA2 B O 8 2  - f v  - 
AOA1 BOBl 

If-f. A est supposée mobile de tells sorte qu'il existe trois points matdriels 
distincts Ag , A1 ] A2 de A et trois points matériels distincts BO ] BI, B2 de D 
tels que les trois distances A 0  B o ,  A1 B1 et A 2  B 2  soient constantes. 

a l'exception peut-Gtre d'un seul, la trajectoire ds H est tracée sur une 
sphere dont le centre est sur D ; que dire, s'il existe, de la trajectoire du 
point exceptionnel ? 

Déduire des questions précédentes que, pour tout point matériel Y de A j  

DEUXIEME PARTIE 
- 0 -  

On introduit ici deux vecteurs fixes ? et 'j' tels que le repère F= (O ; i j ,k 1 
soit orthonormé direct. Le temps t, sauf dans la dernière question] décrit, IR 
tout entier. 

On pose 

1 = cost i + sint j 
J = -sint i + cost j 
u = sin2t J + cos 2t k = -sin2t sint i + sir.2t cos t  J + cos2t k 

- - - 
4 - 0 

0 - - - 4 - 
et on définit un point mobile G par 

-. -. 
OG = 2 cost 1 
Conformêment au preambule, A désigne la draite materielle mcbile définie - 

par G et u. 

X X - 1 .  Préciser la courbe r décrits par G ; cn appellera A le po in t  de r le p l u s  
Sloigrié de L'origine O. 

11-2. Pcur tout réel X I  on désigne par .hix le point materiel ds d <ëfini par - 
G X X  = AÜ, et par CXla courbe trajectdire de NA . 

a) Etablir que C A  est, pour X # O ,  tracée sur uce sphère dont le centre 
est situé sur D ; on en précisera le centre et le rayon. 

FlA(t) , position de M X  à l'instant t. 
b) Donner les coordonnées cartésiennes x ,  y, z dans l e  repère,* c- du point 

c )  Comparer CA et C- x . 
d! Ccmparer, pour %out t, At pt A t c x .  

11-3- 
a )  Soit S la surface enqendr5e pas 4t qumd t d8crit R. Quelle est 
l'i3tersection de S et du plan (0;1,])? 
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. I  
3 ,  L s s  cGcrdencées du ? c i n t  Téné r iqce  3 de l ' e c F x e  dazs ip r i p e r e  

: A  ; i ,  3 ,  'K) et lant  notstes X I  Y ,  Z ,  on i n t r o d u i t  ies  sco r3années  c y l i n -  
jrlcues dans  ce r e p b r e ,  c ' e s t - & - d i r o  ç u e  l'on u r r i l i s e  r ,  a , Z avec  : 

- 4 4  

?, = r C O S 8  Y = s i n 8  

E t 3 b l l r  c u ' i l  e x i s t e  1;;: syscin?e de c o o r d c n c k s  c y l i n d r i q u e s  ( r ,  8 , Z )  de 

>!x't) dans  ce r e p è r e  t e 1  que  8 = t +L ; l e  donner .  Donner cne  r e p r é -  
s e r . t a t i o n  de S du  type  f ( r , 8 ,  5 )  = O .  

c) ? d t â n t  UT? p l a n  p a s s a n t  p a r  l a  d r o i t e  ( A  : k), é t a b l i r  que  l ' i n t e r -  
s e c t i o n  de S e t  ? es t  composée de d r o i t e s  que  l ' c n  p r é c i s e r a  e t  d o n t  on 
d i s c u t e r a  l e  ncmbre. 

2 

4 

11-4. Dans ce t t e  q u e s t i o n  e t  les deux s u i v a n t e s ,  on é t u d i e  l a  courbe  C1 d e c r i t e  
?ar Ml ( t )  quand t d é c r i t  ii? ; pou ï  p l u s  de s i m p l i c i t é  C1 e t  M1 ( t )  s e r o n t  

no te s  C e t  M ( t ) .  

â j  E t a b l i r  que  les cocrdonRees c a r t é s i e n n e s  de X ( t !  d a n s  T i s c n t  

x ( t )  = 2 - 2 ( s i n 2 t ) ( 1  * cos+,) 

y ( t )  = 2 s i n t  c o s t  ( 7  + c o s t )  

z ( t )  = c o s  2 t  

bi Soi t  L 4 t )  l e  a i l i e u  du seçment  d ' e x t r é m i t é s  ?4 
C é t e m i n e r  l a  courbe  décrite p a r  L l o r s q u e  t décr i t  
ses p r o j e c t i o n s  s u r  les t r o i s  p l a n s  d e  ccortlonnées 
n a t u r e ,  ses é l émen t s  remarquables .  

11-5. S o i t  W l a  courbe  p r o j e c t i o n  o r t h o g c n a l e  de C s u r  l e  p 
m ( t )  l a  p r o j e c t i o n  c r t h o g o n a l e  de M ( t )  s u r  ce p l a n .  

t )  e t  M ( t  + K 1 .  
O? ; on i n d i q c e r a  

du r e p è r e  9 , sa 

0 -  

.an ( O  ; i ,  j )  et, 

a)  Un p o i n t  G de r , d i s t i n c t  d e  A ,  é t a n t  f i x é ,  donr!er une c m s t r u c t i o n  
des  p o i n t s  d ' i n t e r s e c t i o n  de W avec  l a  droi te  (AG)  ; on p o u r r a  u t i l i s e r  
l e  cercle d e  c e n t r e  G t a n g e n t  à l a  d ro i te  ( O A ) .  

5) C o n s t r u i r e  l a  courbe  W. 

c )  Q u e l l e  est la p r o j e c t i o n  o r t h o g o n a l e  s u r  l e  p l a n  ( O  ; 1, j )  de 
l a  p a r t i e  de S formée des p o i n t s  YA( t )  te ls  que  -1 < X 6 1 ? 

: -  

11-6. E t u d i e r  e t  tracer les co5rbes V e t  U,, p?rojections o r t h o q o n â l e s  r e s p e c t i v e s  
de C s u r  les p l a n s  (O ; 1, k) e t  ( O  : j ,  k). Q u e l l e  p r o p r i é t é  r é s u l t e  p c u r  V 
( r e s p .  pcur  U) d e  l ' é t u d e  f a i t e - e n ( T 1 - 4 . b )  ? Que d i r e  d e  l a  p c s i t i o n  r e l a t i v e  
d e  C e t  du p l a n  d ' é q u a t i o n  

? 

x z = - ?  
2 

x x  11-7. Dans ce t t e  q u e s t i o n ,  t &rit l ' i n t e r v a l i e  j -  - , - [ . u n  sclide n o b i i e  Z es t  

l i s  à l a  d r o i t e  matérielle & , c'est-à-dire que  G et ;? s o n t  f i x e s  p a r  r a p p o r t  
2 2  

-. 
à Z . S o i t  T l e  v e c t e u r  l i é  à Z qui à l ' i n s t z n c  t = - c o ï n c i d e  avec  1. Cn 
pose a châcue i n s t a n t  - - 0  

2 = COSY I + s i n y  u A I 
4 

(cn légitimera cette é c r i t u r e )  , e t  l'or! scpposa  que  \p est  une f c n c t i o n  de t 
admet t an t  une d é r i v é e  c o n t i n u e .  

a )  Trouver  l ' e x p r e s s i o n  d e  Y on f o n c t i o n  de t p c u r  que  l e  mcuvsnent de Z 
s o i t  constamment t a n g e n t  un mouvemert d e  r o t a c i o n ,  c ' e s t - a - d i r e  pour  
que, pour  t o u t  t J  il e x i s t e  un mouvement de r o t a t i c n  a y a n t  A zc l t  
i n s t a n t  m ê m e  t o r s e u r  de v i t e s s e s  gJe le mouvement c?e C . 
b) Montrer que les p l a n s  ncrmeux, à un i n s t a n t  t dcnr.6, aux t ra jectcires  
d e s  p o i n t s  n a t s r i e l s  de A o n t  c n e  d r o i t e  en ccmmun. 


