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Inégalité de Hﬁlder'

1. Soient z,y € R,. L’inégalité de Young que I'on doit établir est trivialement vraie si x = 0

ou y = 0. On suppose alors que > 0 et y > 0. Comme ¢ — In(t) est concave sur R* car

sa dérivée est décroissante, on déduit que

Py 1 1
In (x + y_) > —In(z”) + — In(y?),

p q p q
donc ) .
In (x_ + y_) > In(xy)
p q
Par suite,
yq
ry < < + —
p q

. Comme XY est une variable aléatoire finie, son espérance est finie et on a, par le théoréeme
de Transfert,

Z ryP(X =z, =y).

zeX(Q)
YeEY (Q)

Comme X et Y sont finies et positives, il vient, par la question précédente,

E(XY) = Y wyP(X=zY =y)
zeX(Q)
yeY ()
1
< = Y WP(X=u1Y=y)+ quP =z,Y =y)
p zeX () :cEX(Q
yGY(Q) yeY (Q)
< Zmpz X=2zY=y) +—Z Z Y =y)
xeX (%)) yeyY () yEY(Q) zeCX ()
1
< PR =as Sy
z€X(Q) yEY
p q
_ E(X7) B
p q

Soulignons ici que le passage de la ligne 2 a la ligne suivante dans la suite des inégalités
ci-haut est justifié par le fait que les sommes sont finies, le passage de la ligne 3 a la ligne
suivante utilise le fait que {x, 2 € X(Q)} est un systéme complet d’événements, de méme

pour l'ensemble {y, vy € Y(Q2)} et, enfin, la derniére ligne est juste une application du



théoreme de Transfert.
Maintenant, si E(X?) = E(Y?) = 1, I'inégalité de Holder est vérifiée. Notons aussi que X
est positive et donc

B(X?) = 0 <= | X||, =0,

de méme,

E(Y?) =0« |Y],=0.

Par suite, si X ou Y est nulle, I'inégalité est aussi automatiquement vérifiée.

Supposons alors que X > 0 et Y > 0. Ainsi,

() == (1)

S e
T, V0, =

EQXY) < | X [1Y]lq,

D’aprés 1’étude qu’on a fait,

ce qui fournit

d’ou le résultat.
. Lorsque p = ¢ = 2, on retrouve l'inégalité de Cauchy-Schwarz. Prouvons maintenant
I'inégalité de Cauchy-Schwarz dans sa version générale sans avoir recours a l'inégalité de
Holder. Pour cela, on considére deux variables aléatoires U et V admettant chacune un
moment d’ordre 2 et on pose : f(t) = E((tU + V)?) pour tout ¢ € R.
Par suite,

VteR, f(t)=EU)** +2tEUV)t+E(V?) >0.

Donc,
A = (E(UV))? —E(U)E(V)? <0.
Par conséquent,

IE(UV)| < VEU)VEW).

D’ou le résultat.

Une inégalité de déviation'

. Soit t € R. Le développement en série entiére de la fonction ch fournit

+0o 752n

Comme (2n)! > 2.4...(2n), donc (2n)! > 2"n! pour tout n € N. Il en résulte que

+0o z€2n

h(t) < )
cht) < 02”n!

n=»



D’autre part, on sait que
2 +oo $2n

Ny’
— 2nn!
d’ou I'inégalité recherchée.
. Soient (¢q,...,¢,) € R" et t € Ry. Sit =0, 'inégalité a prouver est vérifiée. Supposons
alors que t > 0 et posons

filz) ="z eR,ie|l,n|

L’indépendance mutuelle des variables aléatoires X; implique I'indépendence mutuelle de

la. famille des varibales aléatoires (f;(X;)),_,_ . On en déduit que

B (exp (tzn:ciXZ)) - E <ﬁ etciX,i>
ey

D’autre part, par le théoréeme de Transfert, on a

1 1
Vie |l,n], E(e“") = §etc" + ie_tci = ch(tc;).

Il vient, par la question précénte, que

n

E <exp (ti cin)) = ﬁch(cit) < Hec%f.
i=1 i=1

=1

E <exp <tz ciXi)> < exp (E Z CZQ) .
i=1 i=1

. Soient =z > 0, ¢t > 0 et (c1,...,c,) € R". Si z = 0, le terme a gauche de l'inégalité a

Par suite,

prouver est nul car il s’agit dans ce cas de la probabilité d’'un événement impossible, et

donc I'inégalité est automatiquement vérifiée si x = 0. Supposons donc que x > 0, comme

>t>.

I’application exponentielle est une bijection sur R, on a

> > em> = P ichz > t)
=1

=1 =1

= P iCin’ > t) +P (i ci(—X;) > t>

i=1 =1

= P |exp (xicin) > 6“) +P (exp (l’ Y Cz’(—Xi)>>

n

Z CiXi

=1

n

Z CiXi

=1

Par suite,

(o 3

n
E ¢iX;
=1




Par ailleurs, I'inégalité de Markov fournit

P <exp (J;Zcz-XZ) > em> < e E <exp (chQQ))
i=1 i=1

2 n
< e exp (% Z cf) (d’aprées la question5).

i=1
Comme les variables aléatoires —X,; suivent aussi une loi de Rademacher car on a :

1
(- X)(Q) ={-1,1} et P(-X; = 1) = P(—X; = —1) = o1 et comme les —X; sont

aussi indépendantes, I'inégalité de Markov et la question 5 donnent

P <exp (xici(—Xi)> > et”c) <e exp (g icf) .

i=1 =1

2 n
tx —axt r 2
) > e ) < 2e " exp (—2 ;_1 cz->.

. Soient t > 0 et (cq,...,¢,) € R™ Pour tout x > 0, on a, par bijectivité de la fonction

P< >t>zp(exp<x >>)

En choisissant © = , 'inégalité précédente fournit immédiatement le résultat es-

En conclusion, on a

(o (3

n
g ci X
=1

exponentielle,

n

Z cz‘Xi

=1

n

Z CiXi

=1

n

2
2.

i=1
compte.

Inégalités de Khintchine'

. En posant o =0, on a

X(Q> C {I'(],.Z’l, "7‘rm}

ou:zg=0<x; <..<xyetmeN" Ainsi, Fx(t) =1sit > x,, Fx(t)=0sit<x
et Fx est constante sur chaque intervalle [z;,z; + 1] pour j = 0,...,m — 1. On en déduit
que Fx est continue par morceaux sur R. Ainsi, la fonction ¢ — P71 Fx () est continue

par morceau sur R, comme elle est nulle sur [x,,, 400, on déduit qu’elle est intégrable et



9.

10.

donc / tP~ 1 Fx(t)dt converge. De surcroit, on a
Ry

+00 ITm
/ tr 1 Fx (t)dt = / P Fy (t)dt
0 0

Th41
k=0 * Tk
m—1 Thy1 m
_ / 20N P(X)a,)dt
k=0 v Tk j=k+1
m—1 m Thy1
= > P(szj)/ =1t
k=0 j=k+1 Tk
1 m 7j—1
1
= _ZP<X:%) (x?_ _wi)
p]:l k=0
1 v
= —ZP(X:x])x]
P
1
= —E(X?) (théoréme de Transfert).
D

. _2 . . ,
La fonction w : t — t3¢~ 7 est continue sur R, et, par puissances comparées, u(t) =

1 1
0 (t_Q) (t — +o00). Comme la fonction ¢ — 7 est intégrable au voisinage de +o00, il en
est de méme pour la fonction v qui est alors intégrable sur R, . D’ou la convergence de
I'intégrale en question.

Par ailleurs, en posant

X =

9

n
E ci X
i=1

on observe que X est une variable aléatoire réelle positive et finie car les X; sont finies.

En prenant p = 4 dans I’égalité établie dans la question précédente, on obtient
+oo
E(X?Y) = 4/ BP(X > t)dt
0
+o0 2
< 8 / tie”zdt (d’aprés la question 7).
0

On a

n 2 n n
(Z CzXz> = ZC?X; + Z CiCjXZ'Xj.
i=1 =1 ij=1

i#j
Notons que : E(X;) = 1.5 + (—1).3 = 0 pour tout ¢ € {1,...,n}, donc si i # j, par
indépendance des X;, on a

E(X,X;) = E(X,)E(X;) = 0.



De plus, par le théoréme de Transfert, on a E(X?) = 1 pour tout 7 € {1,...,n}. Ainsi, par

linéarité de I'espérance , on a

n
et ¢ = Zcf Je propose deux

i=1

zn: Cin'

i=1

. Afin de simplifier les notations, posons S =

méthodes :
Premiére méthode : par application de la question 8 pour la variable aléatoire X = S

qui est manifestement positive et finie, on a
+oo
E(S?) = p/ L P(S > t)dt
0
+oo 42
< Qp/ tP~te~2dt ( d’aprés la question7)
0

+o0 2
< 2pct / uP~'e" 2 du ( changement de varibale =
0

Sl

On en déduit que

Y

2

+oo w2 %
By =2p </ uple2du> € R:.
0

Deuxiéme méthode : soit A > 0 et considérons la fonction f(x) = zPe** définie sur
R,. On a f/(z) = 2P"e™**(p — A\x) et par suite : sup f(z) = f <§> Ainsi,
x>0

n
E ci X
i=1

< By
P

n
E ci X
i=1

ou

1
» —p AT
Ve >0, 2 < —Apppe e,

Il en découle que
1
D —p AS
SP < —)\p pPe Pe.

Par croissance de I’espérance, on a

L p’e PE (e)‘s) .

B(S) <

Par conséquent, on a

E(S?) pp;:p (E <eXp (Aicin)) +E (exp ( ci(—Xi)>>)

>,
< pp;p (265)‘2> ( d’apreés la question 5).

S

IN

En choisisant A = on obtient

1
Ve
D
2

E(S?) < 2pPePerch



12.

13.

14.

On en déduit aussitot que

n

Z CiXi

=1

n

Z CiXi

=1

p—2

< 2ope'T

p

2

D’ou I'inégalité souhaitée.

Soit p > 2. La fonction : g : t — t7 est convexe sur R* car sa dérivée f'(t) = 271 est

Zn: CiXi

i=1

E(S) = ) sP(S=3s).

s€S(N)

N |3

croissante sur R, . Posons encore : S = , par le théoréme de Transfert, on a

Ainsi, en utilisant la convexité de g et en guardant en mémoire le fait que l'on a :
Z P(S = s) =1, on obtient
s€S(Q)

Y
2

(E(S*)* = ¢ ( s*P(S = s)
s€S(Q)

Il en résulte que

p

Un simple calcul fournit

comme 1 < p < 2, on déduit immédiatement que 6 €]0, 1].

Soulignons que la question précédente fournit I’dentité

1
T

1—

1=

ghl —

de plus, on a

20 2 1—-0  2-p

n
E ciX;
i=1

SZ _ S29+2(179)

Posons, comme d’habitude, S = > 0. En écrivant

?



15.

16.

17.

puis en appliquant I'inégalité de Holder obtenue dans la question 2, on obtient

E(S2) — E<829521 0))
20 1-6

(B(s™) 7)) (B(s20-0)7) *

< (B(S)7 (B(SY) T

IA

Soit S = ;1. La question précédente montre que

i CZ'X
=1

E(S2) < (B(S)% (B(SY) 7

Par la question 11, en choisissant p = 4, il existe une consante ;1 > 0 telle que

E(SY) < u (E(S?)”.

Ainsi,
1—6

E(S%) <p? (B(S%)"" (B(S)

's\%

On en déduit que
10 2
(E(SQ))H {u ’ (E(sp));" — (E(S2))9} > 0.
Comme (E(52))" ™’ > 0, on conclut que

(E(5%)" < u ™ (B(S")% .

En conclusion, on a

En posant

on obtient I'inégalité voulue.

On pose : o, = min (&,, 1) et le résultat demandé découle immédiatement des questions
12 et 15.

Une premiére conséquence'

L’application ¢ est bien définie car il s’agit de I'espérance de variables aléatoires finies.
En outre, ¢ est manifestement symétrique, elle est linéaire a gauche car 'espérance est
linéaire et elle est positive par positivité de 'espérance. Finalement, si (X, X) = 0, alors,
comme X € L°(2), on a || X]|| = 0 et donc X = 0. Il en découle que ¢ est bien un produit

scalaire sur L°((Q).



18.

19.

20.

Soit u € R™ | alors v(u) est une variable aléatoire finie comme somme finie de variables
aléatoires finies, d’ou le résultat.

Pour tout u,v € R™, on a

@ (P(u),y(v) = @(ZUiXuZUJXj)

+o00o 400
= Z Z w;v;0(Xi, X;)  ( les deux sommes sont finies).

i=0 j=0
Par ailleurs, par indépendance es X;, on a

0, sii#j

p(XiX;) = E(X,X;) = { )

, sii=j].
On en déduit que

v (¥(u), ¥(v)) = Zuv = (u,0),

ceci montre que ¢ conserve le produit scalaire.

Notons que 1 est linéaire et donc R = ¥ (RM) est un sous espace vectoriel de L°(2).
Soient U,V € R, il existe alors u,v € RM tels que

+00 +oo
U=1¢(u)= ZuiXi et V=1(v) = ZUiXi-
i=0 i=0

Notons n le plus grand indice pour lequel u; = v; = 0 pour tout ¢ > n. Ainsi,

1=0 1=0

En combinant les questions 11 et 16, on observe que
ap|[Ully < IUl, < Bpl[U 5.

Cela montre que les normes || ||, et || ||2 sont équivalents sur R. Par suite, les normes || ||,
et || ||z sont équivalents sur R. Par transitivité de la relation d’équivalence des normes,

on déduit que les normes || ||, et || ||, sont équivalents sur R.

Une deuxiéme conséquence'

Soit (ay, ..., a) € R¥, posons : S = Zanj

J=1

(e1,ek)E{—1,1}F | i=1
k
E ;&

1
= o Z >

(51,...,619)6{*1,1}"’

. Par le théoréme de Transfert, on a

P(X1 = &1, ,Xk = €k;)

=

(les X; sont indéoendantes).




10

D’autre part, les questions 11 et 16 assurent l'existence de deux constantes #; > 0 et

aq > 0 telles que
a1[|S]l, < E(S) < BulIS]l,-

En outre, on a, par la question 10,
Rk
151y = ll(ax, ..., axlly ",

d’ott le résultat demandé.

21. On ordonne les n = 2% ¢léments de {—1,1}* de maniére arbitraire, on observe aussi

que l'application T est linéaire et injective. En effet, si (aq,...,a;x) € ker(T), alors, on

k
a, en particulier : Zsign(ai)ai = 0 et donc a; = 0 pour tout ¢

i=1

1, ..., k. Par suite,

F = T(R*) est s-ev de R™ de dimension k. Soit € F, il existe alors (aj, ..., ax) € R* tel

que z = T(ay,...,a;) et on a

n 1
DY

(e1,-ek)E{—1,1}F

k
E a;g;l.

i=1

k
D’autre part, en posant S; = Z a; X;, on voit que
i=1

E(S?) = E(iaianiXJ)

ij=1

Z aiajE(XZ-Xj)

k
—t

~

=1

S (Cr])

Cependant, on a, par le théoréme de Transfert,

[\

~

E(S%) = Z (Zai€i> P(X1 281,...,Xk :€k>

(e1,men)E{-1,1}F \i=1

k 2
1
(€1,0mer)E{—1,1}k \i=1

R’ﬂ
= n||T(CL1,...,(Ik)||2

= nllly
On en déduit que
@, an)lly = vallels".
On conclut, a 'aide de la question précédente, que
Ve e P, arv/ale|f < all¥" < Bivalal

d’ou le résultat prononcé.

R™
2



