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I. Généralités

1

1
1. Si z <0, alors lim — = +o00; pour x =0, -7 = 1. Dongc, si x # 0, le terme général ne tend

n—+oo NL
pas vers 0 (il n’a méme pas de limite). Donc, la série diverge grossiérement.

(_ n—1

. . 1 .
Sixz >0, alors: lim — = 0. Ainsi,
n—+oo NT

terme général, en valeur absolue, tend vers 0 en décroissant :

est le terme général d’une série alternée dont le

1

Yn € IN*, n+1>n>0,donc:(n+1)m>nw>Oetainsi:m<ﬁ.

On en déduit, d’aprés le critére spécial des séries alternées, que la série est alors convergente.

Finalement, | F' est définie sur |0, +o0]. ‘

2. e On reconnait la somme des termes d’une suite géométrique de raison —t # 1. Donc :

(_t)n-l-l 7 1— (_1)ntn+1 . 1
—(=t) 1+t no 14t

Vie 0,1,  gn(t) = Z(_t)k =- I
k=0

L

Donc, |la suite de fonction (g,) converge simplement vers la fonction g : ¢ — .

e Pour tout n € N, la fonction g, est positive et continue sur [0, 1] et est majorée par la fonction
constante ¢t — 2, continue sur [0, 1]. D’aprés le théoréme de convergence dominée, on peut donc écrire :

1 1
/ lim g,(t)dt = lim gn(t)dt
0

n—+oo n—+oo 0
avec :
1 1qt 1
/ lim gn(t)dt:/ —:{ln|1+t|] =In2,
o nrtoo o 1+t 0
et :
1 n 1 n E+1 51 I 1)k
t 1
im [ Y (~H)Fdt= lim (-1)’6/ thdt = lim (-1)’6[ } )
n—+oo /g o n— 00 Pt 0 n— 400 —0 kE+1lo —0 E+1

Et donc, finalement :

F(1) = f( 17):71 — In2.
n=0

(-1

nIE

3. Soit > 2. Alors : ‘

< —5 qui est le terme général d’une série de Riemann convergente :
n

-1 n—1
la série E (% est donc normalement convergente sur [2, +0o|.
n
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+oo n—1
-1 1
On en déduit donc : F(z) =1+ E L avec, pour n > 2 : lim — = 0. La convergence
nI
k=2

normale, donc uniforme, sur [2, +o00[, implique que :

i (SO -5 (i, ) <o

k=2 k=2

Donc :

lim F(z) =1.

Tr—+00

Int
4. (a) e On considére la fonction u : ¢t — ?—z définie sur 0, +-00[. Alors u € €*°(R%,R) (comme

quotient de fonctions qui le sont, dont le dénominateur ne s’annule pas) et :

11 —x 1—zlnt
/ _ —
Yt €10, +ool, u(t)—gt—m—l—lnttm_i_l— pres]
. PR 1 1 .
La fonction u admet donc un extremum en ¢ = e= qui est u (ez) = —. De plus : }m% u(t) = —o0 et
xe -

t>0

. 1121 u(t) = 0 par croissances comparées. On en déduit le tableau de variations suivant :
—+00

u'(t) + 0 -
1
! / ve \
— 00 0
P - Inn . L. . . 1
e On en déduit que la suite { — est strictement décroissante a partir du rang Ler J +1.
n n>1

(b) e Pour tout n € IN* et tout 2 € ]0,4+00[, on a : g,(z) = (=1)""te *™" Donc g, est de
classe € sur |0, +o0| et :

4 —wl (=)™ Inn
Vz €10, 400, gh(@)=(-1)"""(=lnn)e *™" = —
o . . . (Inn . . . .
Or, d’apres la question précédente, la suite | — est strictement décroissante (& partir du rang
n>=1
{e%J + 1) et tend vers 0 (par croissances comparées). D’aprés le critére spécial des séries alternées,

)" tinn

on en déduit que la série alternée E ( converge, et donc son reste de rang n vérifie pour

n(l)
x € [a,+0oo[ et pour n > Le%J +1,

X (=) lan
T (-1)

nm

In(n+1) o In(n+1)

R,| = X X
|l (n+ 1) (n+1)® no+too

0.

k=n+1

On en déduit donc que ‘ la série des dérivées > f/ converge uniformément sur [a, +00]. ‘

e Pour tout a > 0, on sait donc que > f,, converge simplement et Y f/ converge uniformément
sur [0, +oo[. Donc, F' =Y £, est de classe ¢! sur [a, +oo, et donc : ‘ F est de classe € sur [0, +o0]. ‘

5. e Soit £ > 1. Alors :

—+o0 _ —+o0 —+o0 —+o0
(1)l —1 —2 2 . 1
Flz)=(x)=) —FF—— = — == =21y —
n=1 n® n=1 n® p=1 (QP)LE p=1 pm
n pair



D’ou : |Vx > 1, F(x) — ((2) = —28%¢(z).

e On en déduit immédiatement que : | Va > 1, F(z) = (1-2""%)((2).

e D’aprés la question 3., on sait que lim F(x) = 1. De plus: lim (1 — 21_I) = 1. On en déduit

Tr——+00 Tr——+00

donc que : | lim ((x) =

T—+00

II. Produit de Cauchy de la série alternée par elle-méme

—1)"
6. (a) Six > 1, alors la série Z ( m) converge absolument. Or le produit de Cauchy de deux

séries absolument convergentes est absolument convergente, donc convergente. Donc :

—+oo
Vo > 1, Z ¢n(x) converge et : Z en(z) = (Fn(:v))2
n>2 n=2
(b) & Soit = > 0. Alors :
n—l )n k n—1
w2 am=y Gl 03
k=1 =1
n2
Or, pour k € [1,n — 1], k(n — k) = —k? + kn admet pour maximum Vb 5, et donc :
1 4 4\" 4*(n—-1)
Vké[[l,n—lﬂ, m}ﬁ et donc : |Cn(117)| 2(7’),—1) <E) :T
1 _
e Or,si0 <z < > lors n 5.~ e tend pas vers 0, donc‘ la série > ¢, () diverge grossiérement. ‘
n
7. (a) e On a la décomposition en éléments simples suivante : S + !
' P PSSVt N —x) " n\X Thn—x )
1 (—1)" /1 1
e On en déduit que : ¢, (1) = ”};ﬁ<— n—k>_ - (E—i—n_k),
2(=1)"H,—
dott : | e (1) = A=) Hno L
n
(b) Soit n > 2. Alors :
H, H,, H,1+% H, 1 1 1 -1 1
ol ool e el o, )t = H, - :
n+1 n n+1 n n+1l n n(n+1) nn+1) nn+1)
donc :
H,  Hp -1

n+1 n :n(n—i-l)(Hn_l_l)'

Or:H,_ 1 >1,etdonc:

H, _
la suite ( ~ 1) est décroissante.
n+1 n n>9
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H,_
(c) On sait de plus que H, o Inn, et donc lim nl . Ainsi, toujours d’aprés le
n—

[e’s] n—-+oo n

critére spécial des séries alternées, on en déduit que E ¢n () converge.
n>2

III. Calcul de la somme d’une série a ’aide d’une étude de zeta au voisinage de 1

8. (a) Laformule de Taylor-Young s’écrit (au voisinage de 1) : F(z) = F(1)+F'(1)(z—1)+o(z—1),
donc :

| F(z) =ln2+ F'(1) (z — 1) + oz — 1)

Posons v:x € Ri—1—21"% =1 — ¢(1=0)In2_ AJorg ¢ est de classe € sur R et :
v'(z) = In2ell—2)n2 et : v (z) = —In? 21722

La formule de Taylor-Young s’écrit alors, au voisinage de 1 :

o(@) = o) + V) (e~ 1)+ T (@17 o2 - 177),

soit :
() :1112(:17—1)—th2(x—1)2+o((x—1)2).

(b) D’apres la question I.5., on sait que, pour z > 1: {(z) = % On peut donc écrire :

Cw) = n24+F'(1)(z—1)+o(z—1) _ 1 In24+ F'(1)(x—1)+o(z—1)
1n2(:1c—1)—%(1—1)24—0((96—1)2) In2(@-1) 1-42(z-1)+o(x—1)
_ m (1n2+F’(1) (:v—l)—l—o(:v—l)) (1+m72(x—1)+o(:c—1))
1 , In?2 B ofz —

_m{IHQ—F(F(l)—i— ) (x — 1)+ of 1)}

D’ou :

- (20, 2Ty )]

In2 2

9. (a) Soit ¢t € [n,n+1]. Alors : Vz € [1,2], n” <t* < (n+1)” et donc :

Par croissance de l'intégrale, on obtient donc :

1 /"“ dt /”*1 dt /”*1 dt 1
— = — > —> = .
nt S, on® S, ottt ), (n+1)T (n41)T

On en tire donc :

n+1
o<m@ = [ G-
n T T nT  (n+1)*
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I |
n+1  n(n+1) noteo
1

n n+1

1 1
(b) Pourx =1,0ona:0< — — qui est le terme général d’une
n n

série de Riemann convergente, donc la série E ( ) converge.

1 1
Pour z € |1, 2], les séries Z — et Z m sont des séries de Riemann convergentes, donc la
nt n z

somme des deux est aussi convergente.

Ainsi, pour tout x € [1, 2], la série & termes positifs Y v, () est majorée par une série convergente,
donc ‘ > wvn(x) converge. ‘

(c) Soit x € ]1,2]. Alors la somme partielle d’ordre N est :

iv(x) _ZN:L_N/WJA@_NL_/NH%
" B n® " tr n* 1 t*
n=1 n=1 n=1 n=1
B ZN: 1 1 1 N L1
B —n? (cz+ DN+ 1) —x+1) Noteo £=n® 1w
Donc :
+oo 1
> onl@) = ¢(@) + .
n=1
(d) D’aprés la question 9.(a), on sait que :
. 1 1
Vo € [1,2],Yn € N*, 0 < wvplx) <

S (n+ 1)
Donc, pour tous entiers n et N tels que 0 < n < N, on obtient par télescopie :
N

1 1
0< < - .
k:;rl o) (n+1)*  (N+1)*

On en déduit que le reste d’ordre n vérifie :

+oo

0< Ru(x) = Z vk(x)g( ! < !

— 0
it n+ 1) " n+41no+too

Ainsi, | la série de fonctions E vy, converge uniformément sur [1,2].
n>1

(e) D’apres la question précédente, on peut donc écrire :

+00 oo
i (S 0)) = 3 (1)

z>1 \n=1 n=1 \z>1

soit :

tim (<<:c> " 1:@) = gvnu) —.

r>1

On en déduit donc que, pour  au voisinage de 17 :

() = — +7+0(1).

10. Par unicité du développement limité, on obtient donc :

_F(1) 2
" In2 2
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d’ou :

+
8

_1\n—1 2
_F(1) = (-1) 1nn:1n 2_71112.

3
Il
A

IV. Calcul des ((2k) a ’aide des nombres de Bernoulli

11. D’aprés la formule de récurrence : B] = By = 1, donc B; = X + by avec :

! 2 Y 1

0:/ (f—l—bl)dt: |:—+blt:| = — 4+ by, donc : by =—-.

0 2 0o 2 2
. 1 1
Ainsi : Bl—X—§ et : bl——§.

De la méme maniére : B, = 2B; = 2X — 1, donc : By = X2 — X + bo, avec :

L B2 | 1
0= [ (B—t+b)dt=|=—=—+bot| =—=+by et: by=-.
/0( + b2) [3 2+2]0 ghbe e 2=

1
Ainsi : 32:X2—X—|—6 et : by =

1
-

12. Soit n > 2. Alors :

Bn(1)_Bn(0)_/OlB;(t)dt_/Olan1(t)dt, donc : ‘Bn(l)—Bn(O):O.‘

13. Posons : Vn € N, @Q,(X) = (—=1)"B, (1 — X) et vérifions que la suite des polynomes @Q,, vérifie
les propriétés de la suite de polyndémes de Bernoulli.

e Pour n =0, on obtient : Qo(X) = Bop(1 — X) =1 = By(X).
e Pour n € IN*, on peut écrire :

QLX) = (1)".(-1)B,(1 = X) = (-=1)""'nBp-1(1 = X) = nQn-1(X).

e Enfin :

1 1 0
/OQn(t)dt_(—l) /OBn(l—t)dt = (-1 /1 By (u) (—du) = 0.

u=1-—t

Ainsi, d’aprés 'unicité de la suite des polynoémes de Bernoulli, on peut affirmer que :

[yneN, Bu(X)=(-1)"B,(1-X).]|

14. La fonction gx est continue sur [0,27[. De plus : gx(0) = Bar(0) = Bar(1l) = gr(27). On en
déduit donc, By étant une fonction polynomiale donc continue, que gj est continue sur [0,27], et
donc, par 27-périodicité, sur R.

De méme, gy est de classe € sur |0, 27, elle est donc de classe 4! par morceaux sur R.

On en déduit que la série de Fourier de g est normalement convergente sur R et sa somme est
égale & gy, :

_aolk) | R ) b (B s
Vo e R, gr(z) = 5 + ; (an( ) cos(nx) + by ( )sm(na:)).

Or :

Vr e R, gr(—x)=gx(2m — ) = Bogy (27;; x) = By, (1 - %) = (—1)* By (i) = gi(x).
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Ainsi, gi est paire et donc tous les coefficients b, (k) sont nuls. Donc :

Vr € R, gk () —|— Z an (k) cos(nx)

15. (a) Pour n > 1 et k > 1, les coefficients de Fourier sont donnés par :

2w
an(k) = l/ Boy, (i) cos(nz) dz
™ Jo 21
2 1 o ) .
(i) sin(n. B _/ L (i) sin(nx) e
27T 0 T 0 27T 27T n
1 2m , T Sin(nx) 1 27 . .
- o dz = — 2%Ba1 (o) d
: 2n772/0 B (27‘() n * 2”772/0 2k-1 (5 sin(nz) dz

27
k x \ — cos(nx) ] x\ — cos(nx)
e () =2 o B (50) —
LP.P. nm? ([B% ! (2#) n ]0 /o on 21 \2n n *

k k 27 T
=55 | - Bop-1(1) + B2k1(0)] - W/o Bl 4 (%) cos(nx) dx
k k 27 x
== Ba—1(1) = Ba—1(0) | — s | (2k — 1) Bag—o2 (%) cos(nz) dx
k 1 2k@k-1 1 [ x
= n2ﬂ_2 B2k71(1) — B2k71(0) — W X ;/O BQ(k—l) (%) COS(TLCC) dx
D’ou :
2 2h(2k — 1)
Yn > 1,Vk > 1, an(k) = ()2 Bar—1(1) — ngl(O)] — Wan(k —1).
(b) En particulier pour k = 1 on obtient :
¥n > 1 (1) = —|B,(1) = B, (0) 24 (0)
= 1, n - - - Ay y
n a (mr) 1 1 @)
avec :
27
Bl(l) — By (0) =1 et an(O) = —/ COS(?’L:C) dz = [sm(nx)]o -0
0
Donc
1
2 15 n 1) =
vn an(1) e

(c) Or, pour k > 2 on sait que : Bag_1(1) — Bri—1(0) = 0 et donc, pour n > 1 et k > 2 on
peut écrire :

an(k) = - (2k()2(2i); U an(k —1)
an(k—1) = _@k=2)@2k —3) _(2271;2)’;: ) an(k —2)
an(2) = - é:ﬂ_z;g an(1)



Par produit, il vient alors (les a, (k) étant non nuls) :

w1 (2k)(2k—1)...3 b1 (2k)!
n == n = (-1 5 - o _or_o Un )
o) = (D} SR 0n1) = () g )
et donc :
(1) "(2k)!
+00 1
16. Par définition : Vk > 1, ((2k) = Z —7- Or, on vient de montrer que :
n
n=1
1 (_1)k—122k—lﬂ.2k
— = n(k).
n2k (2k)! an (k)
On obtient donc :
too k—192k—1_2k k—192k—1,_2k +°
(=1)F12 s (—1)F12 ™
= n(k) = n(k).
C(2h) = 3 G b a2 el
S ao (k)
De plus, d’aprés la question 14., on sait que : Z an (k) = g(0) — 5 avec
n=1
1 2 T 1 1
ao(k) = - /0 Box, (%) dov = = /0 Bai(t) (2mdt) = 0.

< gk(0) = Bai(0) = bay.

Finalement :

(_1)k—122k—1ﬂ_2k

Vk>1,  ((2k) = Bl

bak.

17. (a) On sait que la polynome de Bernoulli B,, est de degré n. La formule de Taylor & 'ordre
n en 0 s’écrit donc :

n B(k)
Bn(X)=> ——Xx*

k!
k=0
!
Montrons donc par récurrence que : ¥n € N, Vk € [0,n], B (0) = ﬁ by —k-
o Initialisation : Pour n =0 on a : Béo) = By=1=bg.

e Hérédité : Supposons la propriété vraie pour un entier naturel n donné quelconque.

1!
Alors, pour k=0on a : B,(loll(O) = Bn+1(0) = %bn_l’_l et la propriété est donc vérifiée.
n+1-0)
Pour k€ [1,n+ 1], on a:
(k) _(p" \E=D(q) — (k—1) _ n! _ (n+1)!
B,11(0) = (Bj41) (0) = ((n+1)B,) (0) HR (n—i—l)i(n Y- 1>)!bn7(k71) CESE br+1—k-

Ainsi, la propriété est héréditaire et donc vérifiée pour tout n € IN.

Finalement, on a donc :

WneN,  By(X)=)_ (Z) by X*.
k=0

(b) En évaluant ’égalité précédente en 1 on obtient : Vn > 2



D’ou, en "sortant" les termes pour £k =0 et k = 1 de la somme :

~ n
bn:bn bnf bn,,
n +Z<k> .

et donc :

Voici un exemple d’algorithme programme en langage Python :

def facto(k) : # Calcul de la factorielle de

rep=1
if(k>1) :
for i in range(2,k+1) :
rep=rep xi
return rep

def binom(n,p) : # Calcul du coef. binomial

nbernoulli=[]

if(n<p) :

rep=0
else :

rep=facto(n)/(facto(p) * facto(n-p))
return rep

nbernoulli.append(1) # de Bernoulli

n=int(input("Quel n? :

for i in range(1,n+1) :

ber=0
j in range(0,i) :

ber=ber+binom(i+1,)) * nbernoulli[j]
nbernoulli.append(-1.0 * ber/(i+1))

print nbernoulli # Affichage de la liste
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# Création de la liste des nbs

") # Calculs des n premiers nbs




