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O P T I O N  M - 2EME EPREUVE D E  MATHEMATIQUES 
( r e m p l a c e m e n t  1 

( D U R E E  : 4 H E U R E S )  

L'enoncB de c e t t e  Qreuve ,  specificïde aux candidats Be l t o p t i o n  M ,  c o n w r t e  5 pages. 

I l  es t  demancié expressément aux candieats  de donner des demonstrations p réc i se s  e t  
rigoureuses. ~ u c u n  raisonnement vague ou i n s u f f i s a n t  ne s e r a  p r i s  e n  considération par le correcteur .  

Dgfinit ions e t  notat ions 

I o )  Le symbole E.l reprdsente l 'ensemble des e n t i e r s  nature ' ls ,  eJ 

nuls ,  

2 O )  Pour t o u t  nombre r e e l  x, on designe par [XI l a  p a r t i e  e n t i g r e  de x, e t  pa r  (XI sa p a r t i e  

f r ac t ionna i r e ,  c'est-a-dire {XI = x - [ X I .  

3 O )  Un nombre premier es t  par d e f i n i t i o n  un e n t i e r  na tu re l ,  s t r i c t emen t  sup6rieur h 1 qu i  n'admet 

pas d ' a u t r e  d iv i seu r  que lui-roSrne e t  l ' u n i t d .  

* l 'ensexble  des e n t i e r s  n a t u r e l s  non 
* l'ensemble des nombresreels,  R, l 'ensemble des reels s t r i c t emen t  p o s i t i f s .  

. Dans l e  p rob l&ne , l a l e t t r e  p re2resentora  toujours  un nombre premier. 

.  tant donné cn reel x, superieur  ou égal  a 2 ,  on pose P ( X )  = ( p l p ~ ~ ,  p p ren ie r ,  p 6 XI 
confornénent à l a  convention concernant l a  l e t t r e  g, t o u t e  s0n.e Bu ty?e 

f i  i ( p )  pourra aussi e t r e  notee f ( p )  . 
PEP x 2 < p < x  

4 ' )  Dans l'ensemble des e n t i e r s  n a t u r e l s ,  l a  r e l a t i o n  "% d i v i s e  n" s e r a  notee ( k l n ) .  

Conforndment à c e t t e  convention, t ou te  s o m e  du type f ( k ) ,  OÙ D(n) représente  l 'ensexble  

des diviseurs  e n t i e r s  na tu rê l s  de l ' e n t i e r  na tu re l  non nul n,  pourra auss i  6trE notée 

5 O )  Le symbole Log designe l a  fonztion loga r i thne  né.périen e t  l a  l e t t r e  e représente  l a  Sase Be 
c e t t e  fonction, c 'es t -a-dire  l 'unique réel t e l  que Log e= 1. 

k E D  (n)  

k n  F f ( k )  - 

6") Notation O ( p e t i t  O). Etant  donnees deux fonct ions r é e l l e s  Be l a  v a r i a l e  r é e l l e ,  f e t  9, 

on d i t  que "f = o(g) au voisinage de + w "  si e t  seuleaent  s i  

" ( v ~ E I R = )  (3 AGIR) ( V X E R )  ( X > A = w X )  j < E 1 g ( x )  1 Y.  
On rappel le  que s i  g es t  non n u l l e  au voisinage de +a, cette condi t ion &pivaut auss i  h 

7') Le but  du ptobleme e s t  l ' é t u d e  du conportment  au voisinage Be 

dé f in i e  pour t o u t  r é e l  x, x p - 2  par  : 

de l a  fonct ion réelle T 

n ( x )  = Card P ( x )  = r] 1 . 
2 < p < x  

PARTIE 1 

Okservation 

Le  r e s u l t a t  de 

de l a  p a r t i e  III. 

3 l e r e  question de l a  pt t r t ie  I n ' e s t  u t i l - s e  qu 'a  p a r t i r  de l a  35me question 

1 - l*) S o i t  (a,)neIN' une s u i t e  nonotcne de r é e l s  p o s i t i f s ,  e t  s o i t  (5n)neD* une s u i t e  de r 6 e l s .  

... / . . O  ' 
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Plontrer que pour t o u t  Couple d ' e n t i e r s  ( M I N )  t e l  que 1 <  PI< i~ on a : 

où on a posé : 
n lu' 

m= 1 
s = 23 bm . (On pourra  remarquer que b = s A- s e t  exprimer l a  sonTe anbn n n n-1 n=M+ 1 n 

en fonc t ion  des  a e t  des  s ) .  n n 

I - 2 " )  Soient  ( a  ) y une s u i t e  de nonbres réels e t  Q une fonc t ion  deIR dansIR contindment n nt N 
der ivab le  s u r  l ' i n t e r v a l l e  [ l , + m [  deIR. 

On pose pour t o u t  reel x,  x z 1 A ( X )  = a n  = an . r X I  

n= 1 l d n d x  

a) Ddmontrer que pour t o u t  reel x, X C  [ I ,+m[ ,  A est i n t e g r a b l e  sur l e  segment [ l , x ]  

1 n 
b) En dédui re  que p u r  t o u t  rBel x ,  x (  , on a : 

)1 an $ ( n )  = A(x) $(XI - A(u) @' (u )  du 

1 
II d é f i n i e  par ( t (nCN an = 11, 

14 n <  x I' 
c) Appl ica t ion  : en cons ide ran t  l a  s u i t e  ( a  1 n ntlN 

dsmontrer q u ' i l  e x i s t e  une cons t an te  rée l le  K t e l l e  que l ' o n  a i t  : 1 

Y x c  [1 ,+=[  1 Log( [ X I ! )  - x Logx + x 1 4 K (Logx) t 1 . 1 

1 k) - Logn 
n 

k= 1 
1 - 3") a) DBmontrer que l a  s u i t e  de nombresréels  (u  ) 

e s t  convergente ,  l a  l i m i t e  s e r a  notee  y ( cons t an te  d ' E u l e r ) .  

Y d e f i n i e  p a r  un = ( n nf N 

b) Demontrer que l ' i n t é g r a l e  u2  
du e s t  convergente  e t  v e r i f i e r  que y = l -  

Pour la s u i t e ,  on pose pour  t o u t  x réel, x b 1 . 
X 

(ncN*) pour n 
l < n Q x  

c) On d é f i n i t  l a  fonc t ion  ree l le  U en  posant  U ( X )  = 

t o u t  rée l  x ,  x b 1. 

1 

= 1) q u ' i l  e x i s t e  une cons t an te  an r Demontrer,en u t i l i s a n t  l e  2")  b) (avec b"n4 N 
K? . r g e l l e  K~ t e l l e  que : v x e [ 1 , + m [  \ u ( x )  - (Logx) -YI< 

d)  DBmontrer que 1 (u)  du es t  convergente  . On pose 6 = y  - 1 

, ( n c d 7  n 
S o i t  V l a  fonc t ion  ree l le  d é f i n i e  en  posant; V ( x )  = 

pour t o u t  r é e l  x,  x 3 1. 14 n ( x  

r 1 t.lontrer,en u t i l i s a n t  l e  2') b) (avec  Y n 6 PJ a = - ) q u ' i l  e x i s t e  une cons tan te  ' 1:3 (LogxP - y LOTX - 6 1 < --- . r é e l l e  K 3 t e l l e  que v x t [ I , + m [  I v ( x )  - 7 X 

0 .  ./. . . 
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PARTIE II 

Observation 
Le candidat pourraten preniëre lecture, traiter à'abord la question 11-3'1 b) en admettant 

le résultat Be 11 - 3") a). 
* 

Soit u la fonction r6elle définie siir1N par : 

p ( 1 )  = 1 
r 

p(n) = ,(-1) 
p(n) = O dans les autres cas. 

si n est le produit de r nombres premiers distincts I 
p est appelee fonction de MBbius . 

p(k)  est egal à 1 si n = 1, O 

k n  7 II - 1") Montrer que pour tout entier naturel n, non nul, 

s i n > l .  
[ Pour n > 1, on pourra &rire la décomposition de n en facteurs premiers, sous la forme 
il i2 m 

n = p1 p2 
diviseurs k de n pour lesquels on a U(k) 

II - 2 O )  Soit f une fonction reelle definie sur l'intervalle [l,+-[c IR. 

. . . prir [avec i 6 IN , pour tout k = 1,2 , .  .r) puis caracteriser et dénombrer les k 
O 1. 

X 
Pour tout x appartenant à [ ~ , + m [  , on pose ~ ( x )  = f(;) (ne IN*) 

1 4  n <  x 

a) Vérifier que Ilon a V ~ C .  [ i t + - [  f ! x )  = >J u(n) F +  
16 n 6  x 

b) E désignant le IR-espace vectoriel des applications de [ l , + m [  dans IR, 
on appelle 0 l'application de E dans lui-même définie par @(f) = F . 
Montrer que @ est un automorphisme de E. 

Un couple ( f , F )  de fonctions reelles définies sur [ l , + - [ ,  tel que F = @(f) est appel6 un u-couple. 

II - 30) a) Pour tout x reel, x c  [2,+m[, et tout entier naturel pt premier, tel que p .\< x , 

on pose v (x )  = max ( V ~ U G ~ F J  1 p Q x )  et i (XI = 
i v  

P p 

Démontrer que la décomposition de [ x ]  ! en facteurs premiers s'&rit : 

[ X I  ! = n 
2 < p < x  

(pour tout entier V ,  tel que 1 6 V 6 u (x )  , on pourra dénombrer les entiers m 2 f m < [XI, 
d o n t  la composition en facteurs premiers contient p avec un exposant supérieur ou dgal 81 v ) .  

P 

b) Soit A la fonctior! réelle définie sur IN par : 

h(n) = Logp si la décomposition de n en facteurs premiers est de la forme 
V Y 

n = p avec VCIN 

!i(n) = O dans les autres cas. 

i< n <  x 

i 
Soit alors Y la fonction réelle definie sur [1,+-[ par Y(x) = h(n) , 

Demontrer que @(y) est la fonction telle que : 

*.. /... 
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PARTIE III 

Observation 
Le canadat poufa, en premigre lecture, traiter d'abord la question 111-4') en a&ettant 

le resultat 6e 111-3'). 

111 - I o )  Soit (f,F) un p-couple, on sup?ose qu'il existe une constante rielle positive Y et 

ilne constante reelle 3 ,  avec 0 6  B < 1, telles que pour tout x c [I ,+a[' 
9 H x  H B x  

Démontrer que, p u r  tout reel x [ i ,+  a[ on a 1 f(x) 1 6 - - - . 1 - 6  1-6 

(On pourra majorer la somme 

R IF(x) 1 < ~ x '  

1 *t 7, (n€ IN ) au moyen d'une integrale). 
1 9 n Q x  n 

III-26)a)soit (f,F) un p-couple. On sup-pose qu'il existe cinq constantes reelles A,B,CIK et 8 
avec O 4 B 1 telles que pour tout x E El ,+=[  . 

B IF(x) - A x Log2X - B x  Logx - C X  1 < K X . 
- Montrer que l'on peut choisir a,b,c, constantes reelles, de façon que, en posant 
f ( x )  = f (x) - a x Logx - b x - c _pour tout x 6 [ 1 ,+ m[ , et F = , il existe une constante r4e13 

B O 

?ositive telle que l'on ait : v x e  [ l ,+-[  I F ~ ( x )  1 4 FI . 
- En déduire qu'il existe une Constante H telle que : 1 

V x C [ l , + m [  If(x) - 2Ax Logxl HIX . 
b) Application : '? désignant la fonction introduite dans le II-3'), 8bontrer que - y ( x )  est bornie quand x décrit [ l , + m [  . 

X 

16 nQ x 
- On adnettra dans la suite du problene que % est un infiniment petit quand x tend vers +a, - 

Ce résultat peut se traduire par : 
II M(x) = O ( x )  au voisinage de " : 

ou encore par : 

a) Soit (f,F) un p-couple verifiant les mênes hypotheses que dans le 111-2') et tel 
que F soit positive croissante sur [l,+=[.On veut dhontrer que, au voisinage de +Co, 

on a : f(x) = 2 A x  Logx + ( B - 2 A y )  X+O(X) . 
1 On pourra pour cela,en introduisant ur? reel arbitraire q €  lO,l[, Bcrire pour tout r6el x Z - 
ri 

fo(x) = )-: u(n) Fo(:) + p(n) Co(:) puis majorer separinent les deux sommes. 
14 nd r ix  rlx<n<x 

?Our la seconde, on pourra observer que F- est la différence ee 8eux fonctions positives croissantes 
U 

F~ et F~ et majorer les sommes )-: u(n) F~(:) (i = 1,2) en utilisant le resultat ét&li en 1-10) 
rix<n<x 

b) Application : montrer que 'f'(x) = x + o ( x )  au voisinage de + m .  
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