CONCOURS COMMUN MINES.PONTS 1978

OPTION M - Z2EME EPREUVE DE MATHEMATIQUES
{remplacement)

(DUREE : 4 HEURES)

L'énoncé de cette épreuve, spécifique aux candidats de l'option M, comporte 5 pages.

Il est demandé expressément aux candidats de donner des démonstrations précises et
rigoureuses. Bucun raisonnement vague ou insuffisant ne sera pris en considération par le correcteur.

Définitions et notations

1°) Le symbole N représente l'ensemble Ges entiers naturels, N l'ensemble des entiers naturels non

nuls, R l'ensemble des nombres réels, R: l'ensemble des ré&els strictement positifs.

2°) Pour tout nombre réel x, on désigne par [x] la partie entiédre de x, et par {x} sa partie

“

fractionnaire, c'est-a~dire {x} = x- [x].

3°) Un nombre premier est par définition un entier naturel, strictement supérieur 4 1 qui n'admet
pas d'autre diviseur gue lui-méme et l'unité.

. Dans le probléme,la lettre p représentera toujours un nombre premier.

. Etant donné un réel x, supérieur ou égal & 2, on pose P(x) = {plpGU“, p premier, p € x!}

conformément & la convention concernant la lettre p, toute somme du type

E f(p) pourra aussi &tre notée E £f(p) .
PEP (x) 2

SpsX

4°) Dans l'ensemble des entiers naturels, la relation "k divise n" sera notée (k|n).

Conformément a cette convention, toute somme du type E f(k), ot D(n) représente l'ensemtle
k€D (n)

des diviseurs entiers naturels de l'entier naturel non nul n, pourra aussi étre notée ;: £(k).
kin

5°) Le symbole Log désigne la fonction legarithme népérien et la lettre e représente la base de

cette fonction, c'est-d-dire l'unique réel tel gue Log e= 1.

6°) Notation o (petit o). Etant données deux fonctions réelles de la variable réelle, f et g,
on dit que "f=o0(g) au voisinage de +®" s5i et seulement si

"(yeeRY) (FAER) (Yx€R) (x>a=3lf(x)|<e|ga|)n.

On rappelle que si g est non nulle au voisinage de +®, cette condition équivaut aussi a

£(x)
g(x)

lim
X +@

=0 .

7°) Le but du probléme est l'étude du comportement au voisinage de +® de la fonction réelle 7

définie pour tout réel x, x .2 par :

T(x) = Card P(x) = E 1 .

2¢psx
PARTIE I

Observation
Le résultat de la lére question de la partie I n'est utilisé qu'd partir de la 3dme guestion
de la partie III.

I - 1°) Soit (an)n # une suite monotcne de réels positifs, et soit (bn)neﬁfl une suite de réels.

€N
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Montrer gue pour tout couple d'entiers (M,N) tel que 1 M<N on a :

|7 _.a b | £ 2max la,,,raj - max Is_|
nFl 0P M MEngN

ol on a posé :

n
s = ) b . (On pourra remarquer que b =s «~ s expri
n L ( P q T n n n-1 et exprimer la somme —§M+1 a, bn

[y

m=
a

en fonction des n et des s, ).

I - 2°) Soient (a ) ne N* une suite de nombres réels et ¢ une fonction delR dans [R continfiment

dérivable sur l'lntervalle [1,+[ delR.
[x]

On pose pour tout réel x, x 2 1 A(x) = a = E a .
: n=1 1€ngx

a) Démontrer que pour tout réel x, x€[1,+=[, A est intégrable sur le segment [1,x]
®

X
) - ay $'(u, du = E a_ é* (u) du
1£<ngu

1<ngx

et on a :

b) En déduire gue pour tout réel x, x€[1,+«[, on a :

x
: a, d(n) = A(x) d(x) - fA(u)Q)'(u) du

1£ngx
1

c) Application : en considérant la suite (a ) némN définie par(VnEN‘ a = 1),

démontrer qu'il existe une constante réelle Kl telle que 1l'on ait :

v x€[t,+] | Log([x]!) - x Logx + x | < Kl (Logx) + 1

n
I - 3°) a) Démontrer gue la suite de nombresréels (u ) GNK définie par un = { %) - Logn
k=1
est convergente, la limite sera notée Yy (constante d'Euler).
v s {u} {u}
b) Démontrer que l'intégrale du est convergente et vérifier que y=1-~ -—du .
1
Pour la suite, on pose I(x) —du pour tout x réel, x 3> 1 .
c) On définit la fonction réelle U en posant U(x) = z ;11- (né!N ) pour
1 ngx

tout réel x, x > 1.

) ] .
Démontrer, en utilisant le 2°) b) (avec ¥né€ N a. = 1)’ qu'il existe une constante

4
réelle K2 telle que : Vxg[1,+[ ‘U(x) - (Logx) =Y<L K‘;‘— .

+oo +o
I
d) Démontrer que l'intégralef -\1; I{u)du est convergente . On pose §=y~-1 +f _(ng du .

1 1

Soit V la fonction réelle définie en posant; V{(x) = 1 Log ¥, (néle)
} : n n

pour tout réel x, x > 1. 1§ ngx
Montrer)en utilisant le 2°) b) (avec ¥Yn ¢ N a = %)cu'il existe une constante
{3
réelle K3 telle que Vx€[1,+[ [v(x) - -;? (Logx)2 - Y Logx - 8§ | € gl

Ooo/llo
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PARTIE II

Okservation

Le candidat pourra,en premiére lecture, traiter d'abord la guestion II - 3°) b) en admettant
le résultat de II - 3°) a).

Secit Y la fonction réelle définie‘surlN* par :

1

(-1)r si n est le produit de r nombres premiers distincts

(u(i)
u(n)

u(n) = o dans les autres cas.

U est appelée fonction de MSbius .
II - 1°) Montrer que pour tout entier naturel n, non nul, Z%: p(k) est égal 4 1 sin =1, & o
kin

sin>1.
[ Pour n > 1, on pourra é&crire la décomposition de n en facteurs premiers, sous la forme
i i iy . "
n= p;ll pzlz e prlr (avec ikélN s pour tout k = 1,2,..r} puis caractériser et dénombrer les

diviseurs k de n pour lesguels on a u(k) # o J.

II - 2°) Soit f une fonction réelle définie sur l'intervalle [1,+x[c (R.

Pour tout x appartenant & [1,+«[, on pose F(x) = E f(%ﬁ (neth)
1 ngx

a) Vérifier que l'on a Vxe [1,+o] £i(x) = E : u(n) F(E)
1< nsx

b) E désignant le |R-espace vectoriel des applications de [1,+[ dansiR,
on appelle ¢ l'application de E dans lui-méme définie par ¢(f) = F .
Montrer que ¢ est un automorphisme de E.

Un couple (f,F) de fonctions réelles définies sur [1,+=[, tel que F = §(f) est appelé un u-couple.

II - 3°) a) Pour tout x réel, x¢€ [2,+«], et tout entier naturel p, premier, tel que p € x ,

. Vp (%)
on pose V_(x) = max {v|veIN"| p” < x} et i (x) = Et: [5].
P P v b

Démontrer que la décomposition de [x] ! en facteurs premiers s'écrit :

[x1! = 1 PIE(X)
28p<gx
(pour tout entier v, tel que 1 € V £ vp(x), on pourra dénombrer les entiers m 2 € m £ [x],

dont la composition en facteurs premiers contient p avec un exposant supérieur ou égal & v).

b) Soit A la fonction réelle définie sur N par :

A(n) = Logp si la décomposition de n en facteurs premiers est de la forme
v »
n=p avec VEIN
A(n) = o dans les autres cas.
Soit alors ¥ la fonction réelle définie sur [1,+o] par Y(x) = A(n)

i€ngx
Démontrer que ¢(¥) est la fonction telle que :

vxe[1,+°] d(¥) (x) = Log(x]t).

00./...
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PARTIE IIX

Observation

Le candidat pourra, en premiére lecture, traiter d'abord la question III-4°) en admettant

le résultat de III-3°).

IIT - 1°) Soit (f,F) un u-couple, on suppose qu'il existe une constante réelle positive H et
: R
une constante réelle 3, avec o< B< 1, telles que pour tout x €[1,+=[ |F(x)|<BEx

8
H
Démontrer gue, pour tout réel x€[1,+*[ on a lgx)] < ?58 - —P:% .

(On pourra majorer la somme 5 —1— (n€ IN‘) au moyen d'une intégrale).

1€ ngx ne

III - 2%)2)Soit (£,F) un u-couple. On suppose qu'il existe cing constantes réelles A,B,C,K et B

avec 0 § B < 1 telles que pour tout x£ {1,+=[.
|F(x) - A x Log?x - Bx Logx - Cx| < K x .

- Montrer que l'on peut choisir a,b,c, constantes réelles, de fagen que, en posant
fo(x) = f(x) —axlogx - bx - c pour tout xé [1,+=[, et F_= ¢(fo) , il existe une constante réel)

1 s -
positive H telle gue l'on ait : V¥V x¢ [1,+={ IE‘O(x)I <£H .

- En déduire qu'il existe une constante Hl telle que :

v xe[l,+=[ |£(x) - 2ax Logx]| SH % .

b) Application : ¥ désignant la fonction introduite dans le II-3°), démontrer gue

_\?_}({x_) est bornée quand x décrit [1,+=[ .
IIT - 3°) On pose pour tout réel x €[1,+] M(x) =} S u(n) (nelN*) .
1§sngx
est un infiniment petit quand x tend vers +«.

- On admettra dans la suite du probléme que M(XX)

Ce résultat peut se traduire par :
" M(x) = o(x) au voisinage de +®" ;
ou encore par :

lim e(y) =0 .
yr+®

€ désignant la fonction xéelle définie par Yye[l,+=[ ec(y) = sup l E,((L)l
X2y

a) Soit (£,F) un u-couple vérifiant les mémes hypothéses que dans le III-2°) et tel
que F soit positive croissante sur [1,+=[. On veut démontrer que, au voisinage de +%,
ona : £(x) = 2Ax%x Logx + (B-2AY) x+o(x)

On pourva pour cela,en intrcduisant un réel arbitraire né ]O,1[, écrire pour tout réel x > L
b X , . .
f (x) = Z u(n) Fo (H) + Z u{n) FO (-5) puls majorer séparément les deux sommes.
© 1€n<nx nx<ngx
Pour la seconde, on pourra observer que Fo est la différence de deux ifonctions positives croissantes

Fl et Fz et majorer les sommes E u(n) Fi (5;(;) (i=1,2) en utilisant le résultat &tabli en I-1°)
nx<ngx

b) Application : montrer que ¥(x) = x + o(x) au voisinage de +x.

..,/oo.



11T -~ 4°) 2} On pose pour tout réel x€ [2,+»[ §(x) = E Logp = E Logp
p€P(x) 2<psx

¥ désignant la fonction étudiée dans les gquestions précédentes, démontrer les identités

(1) Yix) = ¥ "y Logp (v_(x) est d&fini dans le II-3°) a) ).
24 psx 1svgv _(x) P

L. \ Logx . . . . s

(ii) Yix) = [<—*=] Logp ({] désigne toujours la partie entiére).
28 pgx Logp
k= [229%]

i
@D
%
= [

(iid) Yix)

En Aéduire vour tout réel x€ [2,+o[ B(x) € ¥(x) € T(x) Logx

{ 2zt 13 fonction définie dans le préambule : T(x) = Card P(x)).

bl Pour tout o odoand dans do,+=i et tout réel y dans J1,x[. Démontrer que :

i b 0 Y ~

b
sttt T ola fonciion véelle S0finie par £ =~
Loq?x

Démontrer gque pour tout x€ Je,+«w[ on a : 1 f(x) <x

Logf (x} R ; f(x) Logx
SRl at Yim Tl ST il

calouley lim
Loax «

X k4 K@
4} En utilisant 1'inégalité trouvée dans le a) et celle trouvée dans le b) dans
lagquelle on aura substitud £(x) & v, démontrer gue lorsque X tend vers +©, T(x) est

équivalent 3




