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&tATH€MATIQUES 1 
( 4  pages dactylographiées) 

PREAMBULE 
Dans tout le probihe, J absigne un intervalle inclus dans [-?, 

non nulle et t e l  que, pour tout x 
des applications dbrivables de J dans R, teIles que : 

1 3 ,  de  l o n g u a j r  
J, on o i t  aussi x2  6 J. On Btudie l'ensemble E J  

V x  (5 
X, QUESTIONS PRELIMINAIRES 

. 1.1. Soit g une application n 
Ca c b ) ,  telle que, pour tout 

. .,Xk. Etablir que, si I 'on.puse 
. derivable sur [a., b [ ovec .: 

3 ,  f'(x) = f ( x 2 )  

fois d4rivcbla d'un intervalle barn6 1 a ,  b c dansrR , 

entier k verifiant 04 k,< n, g(k) a i t  en O une limite 
g ( a )  = I o , ,  la fonction g ainsi prolongée est n fois 

~ .' 

a) Trouver Jg-nature'des séries Cc, et Z n  an, et !s raycn de convsrgence de 1.3 

s h r i e  Can .1";, 
5 )  Pour z o i t - 5  i-1, i l ,  on pose : 

I -11 



- - m r  :-bblir 

s l - i ,  1 i ,  s ’ ( x i  = s 
\ % ,  

c ,  ,bmntrer i’inésolit6 : W 

n=3 
v ’ x  SCQ, 1 3 ,  s ( ; )  - S [ x ’  ,c ( 1  - x )  ( S  T z i 

E:co:~r que s est c o n t r ~ u e  ( ?  5cuei-e) e t  C6-iv:bie ( 2  gcuche; pn 1 ,  e t  que 
f E Er , -1 ,  I j .  

xn i qui scit ; 5  
d )  Donner une mcjoration, que l’on justifiera, de ’1 s(x) - 

vcloble s u r  tout le segment [-1, ?:. En dkduire 10 voleur Jécimcle aaprochie à 
C , O O 1  près p c r  defaut de S ( 1 ) .  

e )  Zeprésenter dans un repère orthonornb 1’cllSJre de la courbe y = S ( x )  ; on ? r é c i s e r s  
la concovi tB . 

On 
n=O 

6 
- \  

Qu‘en conclure  2 
* \ a  . 1  

Quel lien existe-t-i 

I r r  RUDE DE E . 

i’ t 1 dt, .JCro:itre- 

1 ’ iréqcl itP : 

w n g ,?i. ‘4 !Jn-, f ; + - pn) 
En déeuire que io svite ( ~ ~ 1 ~  R: es: 30Frka.  

b l  Etcblir .lue, pour tout a E J ,  f o t  f ’  sent bornées s u r  [a , 1 [. hlcntrer cue f 
O une limite A en 1 ,  et que, si 1’0~3 oase f ( 1 )  = X , !a fonction cicsi prolcno~c 
cpportient 2, E 

10, 11’ 
IiI.2.a) Soit f E EJ ; on SUFpOSe au’il existe 8 c J  t a 1  que f soit ncisrée dcrs  
]O, 81. Etcbllr que f et f ’  ont en O une mtme linite finie L et qu’en prol~ngeamc 
f par cbntinuite en O, cn cbtient un &lement de E 

b )  En déduire quo si f 
For une constonte, c l o r s ,  pour  tsut c E J ,  on a les propribtés suivsntes : . f n’est ni mcjorée ni minoree sur :O,€! 
. f s’annule en une infinite de polnts de IO, €1. 

r J ,  1 c -  -2’ 
EJ e t  s.3 f n’est pas le prgduit de l a  restriction de S O J 

La m c t c  de C ~ Q  p m i e  111 e ~ t  corJackde à ta 6abLication e t  t ’ & ( d e  d’un Uiment de €J qui ne 3 o a  paf e2 prroduLt PM um carAtante de & J I G ~ ~ & Z ~ . ~ S V .  
de S it J. 
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1 r f . 3 .  On définit une application 6 da [ -1 ,  11 dans IR par 
e h  = e ( i )  = j 

t . .  2 X 6 ! X I  = eo(y' , 03  f J I ( X )  s - 
, .  x*-1 

-1; l E ,  coIculer e ' ( x )  et 6 ~ " T x )  et dtudier leur signe. . .  
6 * _  - .  'fntier " > O  et pour to x €1-1, TC, e ( " ) ( X I  existe' 

et est de la forme 6 ( x )  Fn(x), oir Fn e s t  une fraction rationnelle : trouver 10 linrite 

de e ( n ) l x l  quand x tend vers 1 ou - 1 .  Eh d 6 d u i L  que 0 6st indéfiniment dérivable ' 

sur C-1, .II e t  donner 8 (")(1) et 8 (n)(-l)w 

. 

Comparer pour n EN+ 10 d6rivée 
de 'P, en ce même point. 

gauche de 'p,,-, en rn et la dérivee b droite 

111.6.  On definit maintenant, pour tout m E N * ,  une opplication T-m de 1-, dansF! 
en posant : 

Etablir que, pour tout m 6 M * ,  
d x  € 1-m, CP..,(X) = q'-m+l (G) 

'P,,,, e s t  indefiniment dérivable dans I,,, et que 
Q-,,, et toutes ses derivées s'annulent aux deux bornes de 1,. r _  

111.7. Demontrer qu'il existe une application P de J d a n s R  telle que : 


