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MATHEMATIQUES 1
(4 pages doctylogrophiées)

PREAMBULE

T Dons tout le probidme, J désigne un intervelle inclus dons [-1, 1], de longueur
non nulle et tel que, pour tout x ¢ J, on cit aussi x2 < J. On étudie l'ensemble

)

des applications dérivables de J ccns‘R telles que :

Ver £rix) = £ (x2)
Y. QUESTIONS PRELIMINAIRES

1&1 1. Seit g .une opplication n fois dérivcble d'un intervolle borné J.a, & [ dons;R
ﬁGa ¢ b), telle que, pour tout entier k vérifiont 0K k<n, glk) ait en o une limite

Ay s _Etablir que,. si lfon. pose g(a) 10, lo fanct;on g oinsi prolongee est n Fox;
<dérivcble sur [a, b E ovec . :

“) vy

2 Etant dcnné'un entier n>»0 6tub1ir 1& th&oréme (T F 3 %4 _
.,fois détxvable d‘un“intervolle A donis soit v une cpplfcatian n folis dérivoble

v est n fois dérivnbleﬁdnnsfa

), lon a. qussi; pouruIes memes voleurs de k ™ k).
étont’supposé Stnbli“'

““On suppose dans cette;
“ffaqt Ies conditlons suivantes

i) Ie rcyon de’ convergencs R de’ Ie série’ z'ani“'ast.non nuL

sSEOIN & upplicatian de J=J-R, R [ r\[- ;1] danstR qui & x ossacie f(x)
oppartient\é Ey v ‘ .

II 2 La suite (a ) €N est celle que 1'on vient‘de déterm;nar au I j Sf: -

4oz - )
c) Trouver lg noture‘des séries Icy et In ¢, et l2 rayen de convergence de ls
A8 7
hY

série Zap xT3

5) Pour touf X € [~1, 1], on pose

S (X) = ich xN .ou/ouc
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Steclir

Yx £ 1-1, 1 [, S'{xi =05 {x*

=, Cémontrer 1'inégalité : -
v x &[0, 1], S(1) - Six) (1 - x) (= ﬁ:n)
n=3
Stenlir que S est continue (& gouche] et dérivoble (G gouche) en 1, et gGue
3 E E- ..
€ t-1, 1 . ,
. , . . .o 2 M 2 n | qui scit

d) Donmer une mcjoration, gque l‘on justifiera, ue.;is(x) - = o x"

) n=0
vclable sur tout le segment [-1, 13, En dédu1re la vcleur debxm Te oscrochee a
0,001 prés per défcut de S(l) : :

S S

e) Represen~er dans un repere orthonormé I cllJre ce Ic courbe y = S{x}; on préciserz
la concaovité. . ; o - , . L

£) Eteblir lo, formule :

LI

LI 3 SOLt h un reel tel Que 0 < h S l
a) On suppose que Ff EJ et que f (O)

r<“
Montrer que 1

VnefN‘. ver [f(x) lgM -

Qu en conclure ?

b} On suppose F G 'EJ, f (0) étcnt quelconque. _
Quel lien existe t-il entre f et la restrictxon de S 6 EJ ?

Lew s lh

0 <. b < I ‘avec.a? g b (on indiquere”la '1?'”

11 4 Soxt c et b tels que -1 {
- [a,. h]T} détermxner Ej

de cette dernxére condition) A

1111, Seit fe EJ k R
al Soit p cJ i on pose po = p et =y N
Etcblir que . lo suite (pn)netN est strxctement monctone et donner so Iimxte.
On pose T PRRIPR g e ) :

X
1¢ i M < - oo
A l'cide de la reiation fi{x) = t{pn) Frit) de,
Pn
1'inégclits
o~y < -
VA oN , Ma € Moy i« Peayy = P!

PR . .
En déduire gue lo suite (M ), €y 85T oorrée,

b} Eteblir sue, pour tout @ €J, f ot f' sont berrées sur [a
o une limite A en | 1

cppartient & E

), . P [. Mentrer cue f
+ @t gue, si l'on pose f (1) = A, la fonction eirsi oroleongeée

jo, 11"

;51 510)5501* f € E); on suppose qu’'il existe B& J tal que £ soxt mojorée ders
; tablir que F et f' ont en 0 une méme limite finie L et qu'en prolongeant:
par continuité en 0, cn cbtient un élément de E

Y 0o, if-

‘bl En déduire que si f € Ej et 1 f n'est pas le produit de lo restriction de S & J
gor une constante, clors, pour tout € €J, on o les propriétés suiventes
. f n'est ni mcjorée ni minorée sur i, e 7

. f s‘annule en une infinité de points de 10, e1].

La suite de cetie partie I11 est corsacrée & 2a 4abuca/aan et a £'étude

d'un
deuS gl?rvent de £y qui ne 304t pas 2 produit pan ume corstante de &a resindetier

.tv‘/'tn

/
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III 3 On defxnxt une cpplicctxon 6 ds (-1, llrdcnsfﬂ par 1'

L e e( n =0(1) =0 LT

o . Vx 5 3 1 i, e (x)' () .o u)(x) ; L Ch s
e , 4 ﬁ  ';:"]'"“?1;

o) P0ur X 6‘] 1 l[ 'chculer e (r) et 8" (x) et étudxer Ieur sxgne

b) Montrer que pcur tout entxer n>-o et pour tout x e] ¥, 10, e(n)(x) ex1ste
‘et est de lo Fcnne e (x) Fn(x) ob Fn est une’ froctzon rc*ionnelle : trouver lo lxmzt-

- de e(")(x) quond x tend vers 1 ou -1, En déduirs que @ est 1ndeF1n1ment derzvcb‘e
oosur [=1, .11 et donner © (“)(I) et © (”)( l) T

E;; c) Donner 1 olIure de lo représen»otion grdphque de 6 dcns un repé"e °'th°”°’”é

_.\
=g - -

‘ III 4 On pose r, =-l- et pour tout neZ rn” -J—n .

*:E Il! 5 On définxt pour tcut n EJN une cpPIICOtlon On de I dcns R en P°5°ﬁt

;“'V'x € I!, 9 (x) = 9 (Bx - a)

Comparer pour n € N* lo dérivée & gauche de Pr-y €N rn et lo dérivée 3 droite
ce 9, en ce méme point.

I11.6. On définit maintenont, pour tout m & N*, une agpplicotion P_m de I_, dens®
en posant ¢ : . :

Vx € I, eplx) = 9 e W)

Etablir que, pour tout m ¢ N*, P_m est indéfiniment dérivable dans I_qm. et gque
?_m et toutes ses dérivées s'annulent gux deux bornes de 1_,

111.7. Démontrer qu 11 existe une cpplxcctxon ¥ de J dans R telle que

Vné‘l vxe r,,,'_" ¥ (x) = o (x).

Montrer que cette fonctxon oppcrtxent é EJ.

) e v

111.8. ol Donner Ie sens de vcriatxon de ? et celui de Y"sur [% 1[ étudzer
le ngne et le sens de voriotxon de ? sur [1/16 1/4] —

-.:}_r JPSEaR - - .- ’

b) Donner sommcxrement 1 cllurecde'la représentotxon grcphlque’de lc restr!étxcn ?
de‘!é[l/!é L SR e :




