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CONCOURS INTERNE 
1d.E 

ET SESSION DE 1987 
IONCOURS D'ACCES A L'&!+ELLE DE RlhJN&lATION DES PROFESSEURS CERTIFIES -- . - 

PREMlkRE COMPOSITION DE MATHEMATIQUES 

Dmntr : 5 heurs 

Calculatrice électronique de poche - y compris calculutrice progranimalle et alphununidrique - d fonction- 
nement uutonome, non imprimante, autorisde conformément d la circukuire no 86-228 du 28 juillet 1986. 

L'dpreuve est organisbe en deux parties dont la première prend en compte la rdflexion sur la pratique eirsei- 
gnante, notamment par la production d'un texte d'exercice dans 18 skqueuce 1. Les objectifs sont précis& par les 
titres des sCquerrces et en tete des parties. 

Les trois cinqui2mes du burc)me iront à la première partie. 

Toutes les fonctions enviciagdee sont déh ies  uniquement sur l'enaernble IR, des rCels posirife ou nuls et sout 
à valeurs réelles. On note Il?: l'ensemble des r&ls strictement positifs. lursqu'une fonction w est didvaalle, sa dCriv6c 
est no& w'. Pour a et p rCds on pose : 

inf (a, B) = a  'si a 4 B et i n f ( a ,  p) = p si a > p ;  

sup (a, 8) - a si a 2 B et s u p ( a ,  p) = 8 si a < 8. 

I'REhl1 &HE F'ARl'l E 
Cette partie conduit, par des mbthodes de pratique courante, des rkultats technicluu et P de5 outils Je coiiilJa- 

raiuol, dans le prollème constituant la deluihine partie. 

1. InCgaliJe élérnentairer 

Les questions 1.1. et 1.2. sont indbpendantes; elles se situent darls le crrdre d'ectivit&s, rhlisables en classe, 
acsociant la gCométrie et le a lcul  afin de familiariser les CMves avec les ir~+alit&. 

1.1. Le but est de donner un support gdomdtrique à la double inCgabtC suivante : 

Pour u et I positifs, < \- < u + I .  

En se servant d'objets très impies (cercle, rectangle, carrd...), cuncevob une figure où ces bois upressions 
soient en eituation- Rbdiger, MLnS COrrigd, le texte d'un exercice amenant, à partir des rd& positifs a 
rhliser cette figure et P y observer h J O U ~ ~ C  ilidsalit& 

I ,  

1.2. L'utilisation de la distance dans le plan lierniet de prouver I'iiiégolitG : 
-. - - 

Pour a,  l. t positifs, c supdrieur i b, 

a. Expliquer coininent. 
I .  OLtriiir brihernerrt ce mO1ne rdsultat salis rrcourir i la gConiktric. 

\E t a  - \ /ul + b' 6 c - I .  

2. Effet d'une Lomotl&tie mr une propriété di5érca1tielle 

On considère la fonction g ddfinie sur IR, par g ( x )  = 8 - x - 1 et M courbe repdsentative C dans un repère 
orthonormal; à chaque point P ( x  ,y) de G on associe le point Q (x  + y ,  O). 

2.1. Soit 1 le point (O, 1). Demontrer que la droite IQ et la tangente P C en P sont perpendiculires. 
Ctudirr la fonction g, M convexitb, et tracer la courbe C en plaçant quelques tangentes. 

DCmontrer que Ia fonction g est l'unique solution sur IR, nulle en O de i'équation dilTérentielle y' = x + y. 

2.2. Pour tout A strictement positif, on note CA la transformb de C par i'homottrdtie de centre O, origi~ie du repkre, 
et de rapport 1; GA est la courbe repr&enlative d'une fonction qu*on note g A .  

a. Expriiner g&(%)  pour x dans IR, . 
Les rdels A et p vdrifiant p > 1, examiner le signe de g A  - g, et contraler le résultat par un raisonr~er~ler~t 
de convexitd. 

b. Comporer x + gr(%) et g ' A ( x ) .  

Comme ci-dessus pour g, caractdriser gr .  coninle solution sur IR, nulle CII O d ' u ~ ~ e  dquatiori dilftkciiritlle. 
Tournu la p8gC S.V.P. 
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On designe par fi l'ensemble des forictione ddfinies sur R, ii voleurs r&llca, de clusse C' et nulles en O .  . 
3.1. u. Pnur y dans 6, montrer que si y ' ( % )  b z pour tout x daris IR, , alors y(x) > x' _- 

2 La rCciprocpe est-eue vraie ? 

definie dnns la sbquence 2. 
On utilisera le changement de fonction inconnue consistant H poser y - z c.. 

6. Pour y dans 6, montrer que si y' ( x )  < x + y ( x )  pour tout x dans IR, , alon y < g où g est la forrctinii 

3.2. On note h la fonction defillie par : 
. ( . ) - ' " p ( ~ , ~ ( e ~ - * ) - i )  pourtoutxdalis R,. 

a. Pour y dans 6. montrer que si pour tout x dons IR, on 8 i la fois 

et alors y 2 8 .  

' t  
x' 
2 

I .  Pour expliciter h on a besoin du Bigna de : 

Etudier les variations de IP fonction d et monircr que l'tcluation d ( x )  = O irJmrt dans IR: une tilritlllc 
solution x ,  . 
Donner des valeurs approclrPss A 10-• prL  de d (1,3) et tJ (1.4) . 
Justifier I'enmdrement : d(1.4) 

10 (d(1.4) - d(1,3)1 d' (194) 
< X ,  < 1,4 - - y *  

d (1.4) 1,4 - 

Donner une valeur approchh h 10-' prb de z, . 
3.3. 011 cherche minteliarit à prdciser à p r t i r  d'inbqurtioirs difT6rarrtielles le coirrpcsriwwrt nsyrliptoiiquc cl'unc 

foiiction de C;. 

a. Soit y dans Y vbrifiaiit y ( x )  < y'(%) < y ( r )  + x pour tout x dans IR, . ' 

Quel est le sens de variation de la fonction x - y(%) tr' ? 
Montrer que 

Quelle majoration obtient-on pour la fonction y ? 

lim ( y  (z) e-') existe. On note K cette limite; montrer que O 6 K d 1 . 
t-. + E4 

6. Soit M un r&l strictenient positif donnb. 
Pour y dans EI vt r ibn t  y' ( x )  < y ( x )  + M pour tout x dans R, , quel est le sens de variation de Ir fonction 
x -. ( y ( % )  + M) e-* ? 
On note p M  la foiiction ddhnie hur 92, par : 

p u ( % )  = e x ,  - x - 1 ai O < z < M et p H ( . )  = (1 - C - " )  e x  - hl si x > M. 

Pour y dans 6, niontru que si l'on a : 

y(.) < f ( x )  4 y(%) + inf (x .  M) pour tout x dans U?, , 
alors, en posant K = liin ( y ( x ) c - ' ) ,  on a : Ke' - M < y ( % )  Q p,,(r) pour tout x dans A +  

x-. + OD 

DEUX 1 h l  E PA IU'IE 

On envisage l'iquation différentielle sur IR, y' 3c \/x'+,'. 
On se propnse I'étude de la solution nulle UI 0 de cette dqualion (cette solutioli ri'est pab CxyririialJe ii l'aide 

des fonctions &mentaires); les dquences 4 et 5 , indtpendmter Vune de VUUUC, CLaLliascrit son existence et son unicit&. 
L'objectif est ensuite d'obtenir, dans l'esprit de la dquence 3, des encrdremenls glolaiix; b dyuencr 6 qui y 
conduit ne depend pas des sCquences 4 et 5. 

4. Esietcncc de 1a edutioo nulle en 0 

pour n 3 1, 
On difinit la suite (fn) de fonctions aur IR+ par J,, (z) = O et, 

Tournez la page S. V. P. 
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% n + i  
bi n 2 1. Calculer f, ( z )  . 
Montrer qu*on a, pour n 2 1 : 0 fu (%) - fn-a ( x )  < --- polir tout x dans IR, . 

( I r +  1 ) ! 
x =  4.2. hlontrar que la suite (f,,) converge vers une fonction f \+rifiilnt : -- < / ( x )  < es - x - 1 
2 polir tout dilrls a ; .  

Montrer que f est continue. 

4.3. hlontrer que la suite (1;) des ddrivdes vCrifie polir n 3 1 : 

O < fi+, ( x )  - fi ( x )  Q fn ( x )  - fn-, ( x )  pour tout x dan* K + .  -- 
En dkduire que f est une fonction de classe CI, nulle en O, vkriliant f' ( x )  = \/xa + f' ( x )  pour tout x 

Montrer que f est de clause Cw sur R f  - dons R +  * 

5. Unicité de la eolutiou nulle en O 

On Suppose quey, et ya soiil des solutions sur IR, nclica 0 de y '  = \/p-' + Y  -7 , 

On pose 8 = (y ,  - y ' ) * .  
Montrer que 

Conclure. 
frhction x -+ 6 ( x )  c - ~  est dCcroisunte sur IR, . 

6. Dee encadreniente dey 

6.1. En utilisant Im Ctudes entérieures 3.1.6 et 3.2.a dont on reprendra Ics notations. montrer que h 4 1. < g . 
Ce rhultat am&ore l'encadrement obtenu en 4.2. 

Justifier i'existence de lim ( / ( x )  e-.) . On notera L cette limite. 
t-r + O 

6.2. On pose 'p = f' - 5 et, pour x dans Ri , O ( x )  = (1 - x ) J ' ( x )  + Y(.). 

X' On observera qu'on a, pour x dms  R: , 'p ( x )  P 

f(z) + J ' ( d  

I .  Jhdier  les variations de 8 Dur R, et la Enlite de 8 ( x )  quand x tend vers + 00 . En ddduire I'eristeiicr ~ ' I I I I  

c. Etudier les variations de 'p. 

unique nombre y strictement rupCricur à 1 vdrifiant O (y) = O . 

On note M ie norribre ~ ( y ) .  Montrer qu'on a M < 1. 
Utilisant 3.3.6, Ccrire à l'aide cette fois de L, M et p r  un encadrenient de f. 

2% - 1- 9' b) 
'p xa + ' p ' ( x )  

6.3. Montrer que 'p v6rifie. pour tout x dans fi?: : -= 

si x > O  et 1 1 ( 0 ) = 1 .  Pa 6.4. On définit la fonction II sur R +  par : u ( x )  = - es 
x' 

2 - x  
Exyrirner u' ( x )  à l'aide de - es - u ( x )  pour tout x dans IR: . 
Tracer la reprdsentntiori graphique de la fonction q ddfinic sur IR, par q ( x )  = - es  . 

Montrer qu'on a U ( X )  d 1 pour tout x dans IR, . 
Pour cela oti supposera qu'il existe x,  vCrifiant O < I, < 2 et u ( x , )  > 1 ; on nioritrera qu'on a dors ~ r '  ( x , )  < 0 
et on aboutira à w i e  contradiction. 

Déduire de cette étude qu'on a 'p ( x )  4 x c  

Quelie majoration en rCsdtc-t-il pour f? 

2 + .x 

2 -  x 

2 + x  

2 - -  
a pour tout x dans IR, . 

a 
s 

u ( x )  = u ( x ) e ?  6.5. On dCfinit la fonction u sur R, par : 
4 2 4 

h h t r e r  clu'nn a - 9 ( 1  - % )  d L  d 5 h h t r e r  qu*on a v 3 1 . Quelle minoration en résulte-1-d pour / ?  

a e 
8 


