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A. Equations algébriques réciproques
1°. Posons Pp(X) = an X™ 4+ ap_ 1 X" ' + ... + ao.

1 n
Alors X" P, <> - X" (a
X

<= T T % + a0> =an+an_1 X +...+a:1 X"+ X" € Ry [X]

1 1
Uy, 0 Up (P)(X) = u, (X”P (X)) = X" <XnP(X)> = P(X), Donc u,, est une symétrie.

2°. Soit P € R[X], posons P = a, X™ + a1 X" ' + ... + ao.
e PP <— un(P)(X)=P(X) <= an+an1X+..+a X" =a, X" +ap,_ 1 X"+
w.tag <= Vp€e[o,n] an_p = ap.
Exemple : 2X% +5X2 +5X + 2, —5X* 4+ 8X% + v2X2%2 48X — 5.
ePED > u(P)(X)=—-P(X) <= an+an1X+..+aX"=—-a, X" —a, 1 X" ' -
w..—ag <= Vpe[0,n] an_p+ap,=0.
Exemple : X3 4+5X%2-5X—1

3°. e Soit P € ’PUD, et ¢ € R tel que P(x) = 0. Soit m = degP alors P s’écrit P = @, X™ + ...aq,

de la question précédente a,, = ag ou a,, = —ag, donc ag # 0, ainsi 0 n’est pas racine de P, et
1 1 1 1

" P () = P(x) ouz™P () = —P(x) dans les deux cas P <> = 0 c-a-d — est une racine de P.
x x x x

e Supposons que P € D alors Vp € [0,m], @m—p +ap, =0

Sim = 2k, alors P(1) = (a2 + ao) + (@2x—1 + a1) + ... + (ax + ax) = 0.

Sim = 2k 4 1, alors P(1) = (a2kg4+1 + ao) + (a2 + a1) + ... + (ap+1 + ax) = 0.

e Supposons que P € P alors Vp € [0, m], am—p = ap

Sim = 2k + 1, alors P(—1) = (—agpt1 + ag) — (—azk + a1) + ... + (=1)*(—apy1 + ax) = 0.
4°. e Supposons que Q, R € ’PU’D, p = degP,q = degQ, r = degR, alors ¢ +r = p, et P(X) =

Q(X)R(X) = eX1Q (;{) eX"R (;) = e/ X9 (QR) (;{) = e/ XPP ()1() Donc P €
PJD.

1 1
e Supposons que Q, P € ’PU’D, alors P(X) = eXPP (X)’ Q(X) = £X1Q (X) ove, € €
{_1a1}

eXPP (1> - &X9Q (1> R(X) ot P <1) - Q (1> R (1)
X X X X X
‘X"P L ! R(X)et X"P L ! X"R !
«wx'r(y)=o(5)r0uxr(g)=e(5)xr(y)
Q est un polyndome non nul et (R(X) — e’ X"R (;{))Q (;{) = 0, alors le polynéme R(X) —

1 1
e’ X"R (X) qui admet une infinité de racines est nul, c-a-d R(X) = ee’X"R (X)

e Si deux de ces polynomes sont des éléments de P ou a D, le troisieme est un élément de P.
e Si l'un de ces polynomes est un élément de P et le deuxieme est un élément de D, le troisieme est un
élément de D.

5. e Pe P=— (X —1)P € D,car X — 1 € D et en utilisant la question précédente.
e Réciproquement, si D € D de la question 3, le nombre 1 est une racine de D, ainsi 3P € R[X]/ D =
(X — 1)P et de la question 4, P € P.

6°. @ Soit P € P de degré impair, alors —1 est racine de P question 3. il existe @ € R[X] /P = (X +1)Q,
le polynéme X + 1 € P, alors Q € P.
® Réciproquement, si Q € P, alors (X +1)Q € P.

7°. Si p=0oup =1 rien a faire.

1 1
Soit p € N* supposons que la propriété est vrai & ’ordre p. et remarquons que (Xp + XP) (X + X) =

1
p+1 p—1
XU Xp+i HXTTA Xp-1



1 1 1
En appliquant ’hypothése de récurrence 3P, Q, R € R[X]/, XP + X =P (X + X)’ X+ — =

X
X 4 =) et XP1 ! _Rp(x+4-
QX+ e + w53 + =

Le polynéme PQ — R vérifie XPt1 4

1
Xoi1 = (PQ — R) <X + X> La récurrence s’applique.

e S’il existe un autre polynéme Q qui vérifie les mémes conditions, alors V& € R*; P (az + :c) =

1
Q (:l: + ), le polynéme P — @, admet une infinité de racines, il est nul.
x
Des étapes précédentes degP = p.
8°. e R € ’PLJ’D7 R(1) # 0 et R(—1) # 0, de la question 3, R ¢ D, alors R € P et le degré de R est

pair.

Posons R = a2, X?" + ... +ao = X" {(a%X” + ;) + oo+ (aH_lX + aTX_1> + a,a}

1 1
=X |:azr (Xr + )(") + ...+ art1 (X + X> + ar:| car Vp € [0,2r], az,—p = ap.

: 1 1 a 1
De la question 7, Vq € [0, 7], 3P, € R[X] /Xq—i—ﬁ =P, <X + X),et R(X) = <§) azr_qPq> (X + X) =

1
X"P|{ X+ — ).
(x+%)
1
Soit © € R*. alors R(z) =0 <— P (w + ) =0.
x

e Si P est un polynéome qui vérifie I’équivalence précédente alors pour tout A € R* les polynémes AP, P?
vérifient aussi I’équivalence : I'unicité du polynoéme et de son degré est superflue.

B. Un probleme de dénombrement

9°. 0 S;; = {(uk)re{o,1...i} / wo = Liuo +us + ... +u; =3}

S1,l,j = {(Uk)ke{O,l-.,i} /uo = 13u0 + w1 + ... +u; < j} il apparait que S;; C Szf,j

® Soit (ur)ke{o,1..,i} € Sé’j, pour tout k € {0,1..,3}, up < up + w1 + ... +u; < J, les valeurs possibles

de uy, sont dans I'ensemble {0, 1.., 5}, par suite S; ; C SZ'-J. c {o, 1..,j}i+1 qui est fini.

Posons ¢ : Sit1,; — S ;.
e Soit u = (uk)ke{o,l._,(i_,_l)} € Sit1,5 alorsug +u1 + ... +u; <uo+ur + ... +u; + u;41 = J par
suite v’ = (ur)refo,1..,i} € Sg’j et ¢ est bien définie.
® Soit v = (Vk)keqo,1..,i} € SZ'.’J., définissons v = (ur)refo,1..,i+1} € Sit1,; de la facon suivante :
uo = 1, w1 = v1,...,u; = v; alors up + ug + ... + u; = vo +v1 + ... + v; < j, en posant u;41 =
Jj—uo+ur+ ... +u; €N, alors ug + ug + ... + u; + u;41 = J, par suite u € S;11,5 et p(u) = v,
I’application ¢ est surjective.

U —> U/{0,1...,i}-

e Soient u,u’ € Siy1,;/ p(u) = p(u’) par définition de ¢ Vk € {0,1,...,3},ur = uy. Pégalité
Ug + oo + Uip1 = F = Uy + ... + u;_i_l implique u;+1 = u;+1 c-a-d u = u’ et ¢ est injective.
e Conclusion ¢ est une application bijective, les ensembles sont finis, alors Card S;11,; = Card S; i c-a-d
Sit1,j = i ;-
10°. o S;,Hl = {(uk)re{o0,1...iy /U0 = L3up + w1 + ... +u; < j+ 1}
Sij+1 = {(uk:)k:e{o,l..,i} Juo=13up+ur+...+u; =35+ 1}
Si;= {(ur)kego,1...iy / vo = L3ug + ug + ... +u; < 5}
Il est évident que S; ;. = Sij+1 U S; et Sijia ﬂ S
Alors 8;,j+1 = Sij+1 + S;,j’ et 8;+1,j+1 = Sit1,54+1 + S£+1,j
= S;,j-l-l + S;-I-l,j de la question 9

11°. Soit n € N* m > 2, considérons I'hypothese H,, <K (i,5) € [l,n — 1], /¢ + F = n, s;,j =
i+j—1
( T > >

o Montrons H,, par récurrence. Pour n = 2; 3'1,1 =831 =1= <1>, car la seul famille qui appartient &

52’1 est (1, 0, 0)
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12°.

13°.

14°.

15°.

16°.

e Soit n € N* n > 2, et supposons que H,, est vrai & I'ordre n, et soit (i,5) € N*2 /i 4+ j = n + 1,
itji-2
alors i + (j — 1) = n et (i — 1) + j = n, 'hypothese de récurrence s; ; ; = ( +J_ ) et s =

7 i_l,j
idj—2
i—1

' ’ :
8; = Si—1,j—1 T S;  duestion 10

= , + . = , .
2 1 —1 )
e On conclut avec U {(4,j) eN*? i+ j=n} =N

neN*
n>2

i+j—2
i—1

o Cette méme relation est encore valable pour (4,j) € {1} X N*. 51 ; = 1, la seule famille existant est

(17j - 1)

e La relation V(i,5) € N*2 /i > 2,s; ; = 32_1,3’ = (

> en découle de la question 9.

C. Polynome caractéristique d’un produit de matrices

Si A est inversible, alors det(AB — AI,,) = det Adet(B — AA™') = det(B — AA"')det A =
det(BA — A\I,).

1
Dans le cas général, les valeurs propres de A sont en nombre finies, 3kg € N* / k > ko; — n’est pas une

1 1
valeur propre, c-a-d det (A — kIn) # 0, la suite (A — In) formé de matrice inversible vérifie
k>ko

1 1
det <<A — k:In> B — )\In> = det <(A — kIn> B — )\In) et ceci Vk > k.

les applications * —— det ((A — «I,,) B — AI,) et © — det ((A — xI,) B — A\I,,) sont continues
sur R, en faisant tendre k vers l'infini, on obtient det(AB — AI,) = det(BA — AI,).

D. Etude spectrale de certaines matrices

t+7g—2 t+g—2
Remarquons que s; ; = . = .
1—1 7—1
diagonalisable (Théoréme spectrale)

) = s;,4, la matrice S est symétrique réelle, elle est

e Pour n =0, S = (s1,1) = (1) rien & faire.

3 5 3—+v5

ePourn=1, S = ( i ; >7 ®s = X2 —3X +1 € P; ses valeurs propres sont +2\/_, 2\/_ et

L 1+5 3+v5 0

fin § = PDP~'ou P = 2 t D = 2
enfin S ou 145 e 3_ 8
L S 1 0 P S

2 2
e Pourn=0, g =1— X € D.
n=1 ®&®s=X2-3X+1€7P.

1-X 1 1
n=2 &g = 1 2—-X 3 =—-X349X2_9X +1€0D.
1 3 6 — X

Soient P, Q € R[X].

e L’application t — P(t)Q(t)e* est continue sur [0, +oo].
e P(t)Q(t)e™* e © <t12>’ 1) est bien définie.

® 1) est une application bilinéaire symétrique.

e (P, P) > 0, car P € R[X].

e y(P,P) =0 =Vt € [0,+00[, P(t) = 0, le polynéme P qui admet une infinité de racines est nul.
e Conclusion : % est un produit scalaire sur R[X].

X

i
(]

e La formule de Taylor appliqué P € R,[X] nous donne P = Z p® (0)—, alors la famille B est

=0
génératrice qui est en plus minimale c’est donc une base de R, [X].
i+ 7
CH9) pour (i,5) € N°2 55 =
215! ’

1
¥ (B;_1,Bj_1).

<i+j—2> Gi+7—2)

i-1 ) G-DG-1!
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17°.

18°.

19°.

20°.

21°.

® S est la matrice d’un produit scalaire : S est définie positive, et rangS = n + 1 = rangS’, car la matrice
S;L_H s’en déduit de Sy42 par translation d’une ligne en haut et les (n 4+ 1) colones de S:H_l et Sni2
sont les mémes [s] ; = Sit1,5]-

e Par récurrence sur k, on vérifie que f( ) — = Py(t)e™ " ol Py est un polynoéme de degré k et le résultat

1
(k)
;7@ N <t’“> en découle.
Remarque : Le polynome Py admet 0 comme racines dans le cas ou k < 1.

e La formule de Leibnitz donne :

900 = 3 (D)@ = 3 () tret e OB 2 3 (H)

p=0 p=0 p=0

® Soient 2,5 € N tels que j < ¢
Foo (_1)1 too i (_1)1 i— oo
e v(LoB) = [ LwBwa = S [ OB 0a = S @B @) -

(=1)* [t -1
T /0 fi U Bj(t)dt.
La question 17 et sa remarque montre que Le crochet est nul.

+oo —1)* . [Foo .
Ainsi une récurrence montre que ¥(L;, B;) = / L;(t)B;(t)dt = ( _') - / fi(l_J)(t)dt.
0 ? 0

“+oo

e Sij < ¢, alors / fi(i_j)(t)dt = [fi(i_j_l)(t)]ff"'m =0cari—j — 1 < 7 et la remarque de la
0
question 17.

oo . too +oo
0 Sij =1, / D @)yt = / O yat = / fi(t)dt = 4!, donc W(L;, B;) =1

0 0 0
e Conclusion W(L;, L;) = ¥(L;,B;) = 1etsij < i, ¥(L;,l;) = ¥(L;, Bj) = 0. La famille £ est
orthnormale.
e Soit 7/ 'endomorphisme de R,,[X] définie par 7/(P)(X) = P(X + 1), on vérifie que 7/ = 771 et
U = mat(q,x,..., xn) (7).

De plus Vi € [0,n]; 7(X%) = (X —1) = i(_l)i+k <;)Xk et /(XY = (X +1)' = i (’i>Xk.
k=0

k
k=0
o T et U sont des matrices triangulaires supérieures dont leurs termes généraux sont respectivement :
(7 =1 j— 1
(—1)i+i (7 st i<j I si i<j
t;; = i —1 s 5 = i—1

0 si 1>7 0 si t>7
e Vi{0,1,...,n}, Li(t) =) (—1)** (k)BP(t), donc P§ =T et U = P5.
S = (¥(Bi-1,Bj-1))1¢i jeny1r In = (¥(Li=1,Lj—1))1¢; jcpqq de la relation I, =t PSP ou
P = P§ = T on en déduit I, =*TST, donc S =*T~'T~ =*UU.

Ainsi det S = (det U)? = 1 car U est une matrice triangulaire supérieur dont les termes diagonaux sont
tous égaux a 1.

Posons D = (d; ;) et U = (u;,5).
n

o (DU)i; = ) dipur; = dijuij.

k=1
e Pow i< j; (DU);, =) (DU)ip(DU)k; = > distiindirti;
k=1 i<k
_ dii(j - 1)! _1\k+1 (.7 - 7:)!
= G- K%( VoG - ey
du(] 1 Z du,(] iy j+p 7’ _ 1 si J = ’L
1), szig( 1)kt < k) 1)' pz_:o( 1)7+ < >_{ S

e Pour ¢ > j, u;; = 0 donc (DU)i,j =

e Conclusion (DU)? = I,,41.

e On vérifie aisément que D(UTU)D = U~ "*U~'; D? = I,,41 donne D™ = D et les matrices (UU)
et S~ sont semblables.

o &y = Pg1 et les matrices UU et 'UU ont le méme polynome caractéristique, donc @ g—1 = ®oyy =
Pg.
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1
e Donc &g = det(S™! — X1I,,11) = X™det (Xs—l — n+1>

1 1
= X™det S~ det (XIn_H — S) = X"(—1)"det (S - XIn+1) car det S = 1.

Conclusion :
o &g € P sin est pair.
o &g € D si n est impair.
sadikoulmeki@yahoo.fr
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