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A. Équations algébriques réciproques

1o. Posons Pn(X) = anX
n + an−1X

n−1 + ...+ a0.

Alors XnPn

(
1

X

)
= Xn

(
an

Xn
+ ...+

a1

X
+ a0

)
= an + an−1X + ...+ a1X

n−1 + a0X
n ∈ Rn[X]

un ◦ un(P )(X) = un

(
XnP

(
1

X

))
= Xn

(
1

Xn
P (X)

)
= P (X), Donc un est une symétrie.

2o. Soit P ∈ R[X], posons P = anX
n + an−1X

n−1 + ...+ a0.

• P ∈ P ⇐⇒ un(P )(X) = P (X) ⇐⇒ an + an−1X + ... + a0X
n = anX

n + an−1X
n−1 +

...+ a0 ⇐⇒ ∀p ∈ [[0, n]] an−p = ap.

Exemple : 2X3 + 5X2 + 5X + 2, −5X4 + 8X3 +
√

2X2 + 8X − 5.

• P ∈ D ⇐⇒ un(P )(X) = −P (X) ⇐⇒ an + an−1X + ...+ a0X
n = −anX

n− an−1X
n−1−

...− a0 ⇐⇒ ∀p ∈ [[0, n]] an−p + ap = 0.

Exemple : X3 + 5X2 − 5X − 1

3o. • Soit P ∈ P
⋃
D, et x ∈ R tel que P (x) = 0. Soit m = degP alors P s’écrit P = amX

m + ...a0,

de la question précédente am = a0 ou am = −a0, donc a0 6= 0, ainsi 0 n’est pas racine de P , et

xnP

(
1

x

)
= P (x) ou xnP

(
1

x

)
= −P (x) dans les deux cas P

(
1

x

)
= 0 c-à-d

1

x
est une racine de P .

• Supposons que P ∈ D alors ∀p ∈ [[0,m]], am−p + ap = 0

Si m = 2k, alors P (1) = (a2k + a0) + (a2k−1 + a1) + ...+ (ak + ak) = 0.

Si m = 2k + 1, alors P (1) = (a2k+1 + a0) + (a2k + a1) + ...+ (ak+1 + ak) = 0.

• Supposons que P ∈ P alors ∀p ∈ [[0,m]], am−p = ap

Si m = 2k + 1, alors P (−1) = (−a2k+1 + a0)− (−a2k + a1) + ...+ (−1)k(−ak+1 + ak) = 0.

4o. • Supposons que Q,R ∈ P
⋃
D, p = degP, q = degQ, r = degR, alors q + r = p, et P (X) =

Q(X)R(X) = εXqQ

(
1

X

)
ε′XrR

(
1

X

)
= εε′Xq+r(QR)

(
1

X

)
= εε′XpP

(
1

X

)
. Donc P ∈

P
⋃
D.

• Supposons que Q,P ∈ P
⋃
D, alors P (X) = εXpP

(
1

X

)
, Q(X) = ε′XqQ

(
1

X

)
où ε, ε′ ∈

{−1, 1}

εXpP

(
1

X

)
= ε′XqQ

(
1

X

)
R(X) et P

(
1

X

)
= Q

(
1

X

)
R

(
1

X

)
εε′XrP

(
1

X

)
= Q

(
1

X

)
R(X) et XrP

(
1

X

)
= Q

(
1

X

)
XrR

(
1

X

)
Q est un polynôme non nul et (R(X) − εε′XrR

(
1

X

)
)Q

(
1

X

)
= 0, alors le polynôme R(X) −

εε′XrR

(
1

X

)
qui admet une infinité de racines est nul, c-à-d R(X) = εε′XrR

(
1

X

)
.

• Si deux de ces polynômes sont des éléments de P ou à D, le troisième est un élément de P .

• Si l’un de ces polynômes est un élément de P et le deuxième est un élément de D, le troisième est un
élément de D.

5o. • P ∈ P =⇒ (X − 1)P ∈ D, car X − 1 ∈ D et en utilisant la question précédente.

• Réciproquement, si D ∈ D de la question 3, le nombre 1 est une racine de D, ainsi ∃P ∈ R[X] /D =
(X − 1)P et de la question 4, P ∈ P .

6o. • Soit P ∈ P de degré impair, alors −1 est racine de P question 3. il existe Q ∈ R[X] /P = (X+ 1)Q,
le polynôme X + 1 ∈ P , alors Q ∈ P .

• Réciproquement, si Q ∈ P , alors (X + 1)Q ∈ P .

7o. Si p = 0 ou p = 1 rien à faire.

Soit p ∈ N∗ supposons que la propriété est vrai à l’ordre p. et remarquons que

(
Xp +

1

Xp

)(
X +

1

X

)
=

Xp+1 +
1

Xp+1
+Xp−1 +

1

Xp−1
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En appliquant l’hypothèse de récurrence ∃P,Q,R ∈ R[X] / , Xp +
1

Xp
= P

(
X +

1

X

)
, X +

1

X
=

Q

(
X +

1

X

)
et Xp−1 +

1

Xp−1
= R

(
X +

1

X

)
Le polynôme PQ−R vérifie Xp+1 +

1

Xp+1
= (PQ−R)

(
X +

1

X

)
. La récurrence s’applique.

• S’il existe un autre polynôme Q qui vérifie les mêmes conditions, alors ∀x ∈ R∗;P
(
x+

1

x

)
=

Q

(
x+

1

x

)
, le polynôme P −Q, admet une infinité de racines, il est nul.

Des étapes précédentes degP = p.

8o. • R ∈ P
⋃
D, R(1) 6= 0 et R(−1) 6= 0, de la question 3, R /∈ D, alors R ∈ P et le degré de R est

pair.

Posons R = a2rX
2r + ...+ a0 = Xr

[(
a2rX

r +
a0

Xr

)
+ ...+

(
ar+1X +

ar−1

X

)
+ ar

]
= Xr

[
a2r

(
Xr +

1

Xr

)
+ ...+ ar+1

(
X +

1

X

)
+ ar

]
car ∀p ∈ [[0, 2r]], a2r−p = ap.

De la question 7, ∀q ∈ [[0, r]], ∃Pq ∈ R[X] /Xq+
1

Xq
= Pq

(
X +

1

X

)
, etR(X) =

(
r∑

q=0

a2r−qPq

)(
X +

1

X

)
=

XrP

(
X +

1

X

)
.

Soit x ∈ R∗. alors R(x) = 0 ⇐⇒ P

(
x+

1

x

)
= 0.

• Si P est un polynôme qui vérifie l’équivalence précédente alors pour tout λ ∈ R∗ les polynômes λP , P 2

vérifient aussi l’équivalence : l’unicité du polynôme et de son degré est superflue.

B. Un problème de dénombrement

9o. • Si,j =
{
(uk)k∈{0,1..,i} / u0 = 1;u0 + u1 + ...+ ui = j

}
S′i,j =

{
(uk)k∈{0,1..,i} / u0 = 1;u0 + u1 + ...+ ui 6 j

}
il apparâıt que Si,j ⊂ S′i,j

• Soit (uk)k∈{0,1..,i} ∈ S′i,j , pour tout k ∈ {0, 1.., i}, uk 6 u0 +u1 + ...+ui 6 j, les valeurs possibles

de uk sont dans l’ensemble {0, 1.., j}, par suite Si,j ⊂ S′i,j ⊂ {0, 1.., j}
i+1

qui est fini.

Posons ϕ : Si+1,j −→ S′i,j , u 7−→ u/{0,1...,i}.

• Soit u = (uk)k∈{0,1..,(i+1)} ∈ Si+1,j alors u0 + u1 + ...+ ui 6 u0 + u1 + ...+ ui + ui+1 = j par
suite u′ = (uk)k∈{0,1..,i} ∈ S′i,j et ϕ est bien définie.

• Soit v = (vk)k∈{0,1..,i} ∈ S′i,j , définissons u = (uk)k∈{0,1..,i+1} ∈ Si+1,j de la façon suivante :
u0 = 1, u1 = v1,...,ui = vi alors u0 + u1 + ... + ui = v0 + v1 + ... + vi 6 j, en posant ui+1 =
j − u0 + u1 + ...+ ui ∈ N, alors u0 + u1 + ... + ui + ui+1 = j, par suite u ∈ Si+1,j et ϕ(u) = v,
l’application ϕ est surjective.

• Soient u, u′ ∈ Si+1,j / ϕ(u) = ϕ(u′) par définition de ϕ ∀k ∈ {0, 1, ..., i} , uk = u′k. l’égalité
u0 + ...+ ui+1 = j = u′0 + ...+ u′i+1 implique ui+1 = u′i+1 c-à-d u = u′ et ϕ est injective.

• Conclusion ϕ est une application bijective, les ensembles sont finis, alors CardSi+1,j = CardS′i,j . c-à-d

si+1,j = s′i,j .

10o. • S′i,j+1 =
{
(uk)k∈{0,1..,i} / u0 = 1;u0 + u1 + ...+ ui 6 j + 1

}
Si,j+1 =

{
(uk)k∈{0,1..,i} / u0 = 1;u0 + u1 + ...+ ui = j + 1

}
S′i,j =

{
(uk)k∈{0,1..,i} / u0 = 1;u0 + u1 + ...+ ui 6 j

}
Il est évident que S′i,j+1 = Si,j+1

⋃
S′i,j et Si,j+1

⋂
S′i,j .

Alors s′i,j+1 = si,j+1 + s′i,j , et s′i+1,j+1 = si+1,j+1 + s′i+1,j

= s′i,j+1 + s′i+1,j de la question 9

11o. Soit n ∈ N∗ n > 2, considérons l’hypothèse Hn � (i, j) ∈ [[1, n − 1]], / i + j = n, s′i,j =(
i+ j − 1

i

)
�.

• Montrons Hn par récurrence. Pour n = 2 ; s′1,1 = s2,1 = 1 =

(
1

1

)
, car la seul famille qui appartient à

S2,1 est (1, 0, 0).
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• Soit n ∈ N∗ n > 2, et supposons que Hn est vrai à l’ordre n, et soit (i, j) ∈ N∗2 / i + j = n + 1,

alors i+ (j − 1) = n et (i− 1) + j = n, l’hypothèse de récurrence s′i,j−1 =

(
i+ j − 2

i

)
et s′i−1,j =(

i+ j − 2

i− 1

)
s′i,j = s′i−1,j−1 + s′i,j question 10

=

(
i+ j − 2

i

)
+

(
i+ j − 2

i− 1

)
=

(
i+ j − 1

i

)
.

• On conclut avec
⋃

n∈N∗
n>2

{
(i, j) ∈ N∗2 / i+ j = n

}
= N∗2.

• La relation ∀(i, j) ∈ N∗2 / i > 2, si,j = s′i−1,j =

(
i+ j − 2

i− 1

)
en découle de la question 9.

• Cette même relation est encore valable pour (i, j) ∈ {1} × N∗. s1,j = 1, la seule famille existant est
(1, j − 1)

C. Polynôme caractéristique d’un produit de matrices

12o. Si A est inversible, alors det(AB − λIn) = detAdet(B − λA−1) = det(B − λA−1) detA =
det(BA− λIn).

13o. Dans le cas général, les valeurs propres de A sont en nombre finies, ∃k0 ∈ N∗ / k > k0;
1

k
n’est pas une

valeur propre, c-à-d det

(
A−

1

k
In

)
6= 0, la suite

(
A−

1

k
In

)
k>k0

formé de matrice inversible vérifie

det

((
A−

1

k
In

)
B − λIn

)
= det

((
A−

1

k
In

)
B − λIn

)
et ceci ∀k > k0.

les applications x 7−→ det ((A− xIn)B − λIn) et x 7−→ det ((A− xIn)B − λIn) sont continues
sur R, en faisant tendre k vers l’infini, on obtient det(AB − λIn) = det(BA− λIn).

D. Etude spectrale de certaines matrices

14o. Remarquons que si,j =

(
i+ j − 2

i− 1

)
=

(
i+ j − 2

j − 1

)
= sj,i, la matrice S est symétrique réelle, elle est

diagonalisable (Théorème spectrale)

• Pour n = 0, S = (s1,1) = (1) rien à faire.

• Pour n = 1, S =

(
1 1
1 2

)
, ΦS = X2− 3X + 1 ∈ P ; ses valeurs propres sont

3 +
√

5

2
,
3−
√

5

2
et

enfin S = PDP−1 où P =

 1 −
1 +
√

5

2
1 +
√

5

2
1

 et D =


3 +
√

5

2
0

0
3−
√

5

2

.

• Pour n = 0, ΦS = 1−X ∈ D.

n = 1, ΦS = X2 − 3X + 1 ∈ P .

n = 2 ΦS =

∣∣∣∣∣∣
1−X 1 1

1 2−X 3
1 3 6−X

∣∣∣∣∣∣ = −X3 + 9X2 − 9X + 1 ∈ D.

15o. Soient P,Q ∈ R[X].

• L’application t 7−→ P (t)Q(t)e−t est continue sur [0,+∞[.

• P (t)Q(t)e−t =
t→+∞

o

(
1

t2

)
, ψ est bien définie.

• ψ est une application bilinéaire symétrique.

• ψ(P, P ) > 0, car P ∈ R[X].

• ψ(P, P ) = 0 =⇒ ∀t ∈ [0,+∞[, P (t) = 0, le polynôme P qui admet une infinité de racines est nul.

• Conclusion : ψ est un produit scalaire sur R[X].

16o. • La formule de Taylor appliqué P ∈ Rn[X] nous donne P =

n∑
i=0

P (i)(0)
Xi

i
, alors la famille B est

génératrice qui est en plus minimale c’est donc une base de Rn[X].

•Ψ(Bi, Bj) =
1

i!j!
Γ(i+j+1) =

(i+ j)

i!j!
. Pour (i, j) ∈ N∗2 , si,j =

(
i+ j − 2

i− 1

)
=

(i+ j − 2)

(i− 1)!(j − 1)!
=

Ψ(Bi−1, Bj−1).
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• S est la matrice d’un produit scalaire : S est définie positive, et rangS = n+1 = rangS′, car la matrice
S′n+1 s’en déduit de Sn+2 par translation d’une ligne en haut et les (n + 1) colones de S′n+1 et Sn+2

sont les mêmes [s′i,j = si+1,j ].

17o. • Par récurrence sur k, on vérifie que f
(k)
i = Pk(t)e−t où Pk est un polynôme de degré k et le résultat

f
(k)
i (t) =

t→+∞
o

(
1

tk

)
en découle.

Remarque : Le polynome Pk admet 0 comme racines dans le cas où k < i.

• La formule de Leibnitz donne :

f
(i)
i (t)(t) =

i∑
p=0

(
i

p

)
(ti)(i−p)(e−t)(p) =

i∑
p=0

(
i

p

)
(−1)p

i!

p!
tpe−t, donc (−1)i

f
(i)
i (t)(t)

i!
et =

i∑
p=0

(
i

p

)
(−1)p+i t

p

p!

18o. • Soient i, j ∈ N tels que j 6 i.

• Ψ(Li, Bj) =

∫ +∞

0

Li(t)Bj(t)dt =
(−1)i

i!

∫ +∞

0

f
(i)
i Bj(t)dt =

(−1)i

i!
[f

(i−1)
i (t)Bj(t)]

t→+∞
0 −

(−1)i

i!

∫ +∞

0

f
(i−1)
i B′j(t)dt.

La question 17 et sa remarque montre que Le crochet est nul.

Ainsi une récurrence montre que Ψ(Li, Bj) =

∫ +∞

0

Li(t)Bj(t)dt =
(−1)i

i!
(−1)j

∫ +∞

0

f
(i−j)
i (t)dt.

• Si j < i, alors

∫ +∞

0

f
(i−j)
i (t)dt = [f

(i−j−1)
i (t)]t→+∞

0 = 0 car i − j − 1 < i et la remarque de la

question 17.

• Si j = i,

∫ +∞

0

f
(i−j)
i (t)dt =

∫ +∞

0

f
(0)
i (t)dt =

∫ +∞

0

fi(t)dt = i!, donc Ψ(Li, Bj) = 1

• Conclusion Ψ(Li, Li) = Ψ(Li, Bi) = 1 et si j < i, Ψ(Li, lj) = Ψ(Li, Bj) = 0. La famille L est
orthnormale.

19o. • Soit τ ′ l’endomorphisme de Rn[X] définie par τ ′(P )(X) = P (X + 1), on vérifie que τ ′ = τ−1 et
U = mat(1,X,...,Xn)(τ

′).

De plus ∀i ∈ [[0, n]] ; τ (Xi) = (X−1)i =

i∑
k=0

(−1)i+k

(
i

k

)
Xk et τ ′(Xi) = (X+1)i =

i∑
k=0

(
i

k

)
Xk.

• T et U sont des matrices triangulaires supérieures dont leurs termes généraux sont respectivement :

ti,j =

 (−1)i+j

(
j − 1

i− 1

)
si i 6 j

0 si i > j
ui,j =


(
j − 1

i− 1

)
si i 6 j

0 si i > j

• ∀i {0, 1, ..., n}, Li(t) =

i∑
k=0

(−1)k+i

(
i

k

)
Bp(t), donc PLB = T et U = PBL .

• S = (Ψ(Bi−1, Bj−1))16i,j6n+1, In = (Ψ(Li−1, Lj−1))16i,j6n+1 de la relation In =t PSP où

P = PLB = T on en déduit In =tTST , donc S =tT−1T−1 =tUU .

Ainsi detS = (detU)2 = 1 car U est une matrice triangulaire supérieur dont les termes diagonaux sont
tous égaux à 1.

20o. Posons D = (di,j) et U = (ui,j).

• (DU)i,j =

n∑
k=1

dikukj = diiuij .

• Pour i 6 j ; (DU)2i,j =

n∑
k=1

(DU)i,k(DU)k,j =
∑

i6k6j

diiuikdkkukj

=
dii(j − 1)!

(i− 1)!

∑
i6k6j

(−1)k+1 (j − i)!
(k − i)!(j − k)!)

=
dii(j − 1)!

(i− 1)!

∑
i6k6j

(−1)k+1

(
j − i
j − k

)
=
dii(j − 1)!

(i− 1)!

j−i∑
p=0

(−1)j+p

(
j − i
p

)
=

{
1 si j = i
0 si i < j

• Pour i > j, uij = 0 donc (DU)2i,j = 0

• Conclusion (DU)2 = In+1.

• On vérifie aisément que D(U tU)D = U−1tU−1 ; D2 = In+1 donne D−1 = D et les matrices (U tU)
et S−1 sont semblables.

21o. • ΦUtU = ΦS−1 et les matrices U tU et tUU ont le même polynôme caractéristique, donc ΦS−1 = ΦtUU =
ΦS .
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• Donc ΦS = det(S−1 −XIn+1) = Xn det

(
1

X
S−1 − In+1

)
= Xn detS−1 det

(
1

X
In+1 − S

)
= Xn(−1)n det

(
S −

1

X
In+1

)
car detS = 1.

Conclusion :

• ΦS ∈ P si n est pair.

• ΦS ∈ D si n est impair.
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