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Préambule 

Soit une fonctionfdonnée, définie sur R, paire et continue, dont l'intégrale sur [O, +w[ est absolument convergente. 
O0 

Nous appelons uansformte de Fourier def, la fonction F qui associe B tout rkel x l'intégrale 1 f(r)cos(xr) dt. 
O 

L'épreuve se compose de deux problèmes obligatoires mettant en oeuvre la détermination de la transformée de 

Fourier de deux fonctions paires. Pour la premitre, un mode discret mettant en oeuvre une série de fonctions s'appuyant 

sur un développement de Fourier assurera la solution. Pour la seconde, un mode continu de resolution est proposé par 

l'intermédiaire d'une équation différentielle du second ordre. 

PROBLEME 1 

Transformée de Fourier de la fonction t - . 
c h t  

1 - a )  Les nombres réels a, b, et A (A>O, (a. b)  f (0,O) ) étant donnés, calculer I'intigrale : 

A 

I (a,  b, A )  = je(a+ib)u du 
O 

b )  Préciser alors les valeurs de : 

A A 

J(a, b, A )  = j eau  cos(bu) du et K(a,  6 ,  A )  = j eau  sinfbu) du 
O O 

2 - Déduire alors des rksulrats précédents, l'inkgrale suivante : 

rr 
L (n ,  r )  = ch(tx) . sin(nx)dx 

O 

où n est un entier strictement positif donné et t un nombre réel arbiuaire donné. 

On exprimera L à l'aide de n, t et de chtrr. 
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3 - a)  Soient p u n  nombre réel strictement positif et x un nombre réel quelconque. Montrer la convergence de 
I'intigrale ginéralisCe suivante : 

m 

M ( x ,  p )  = e-pfcos(x t )  dt 
O 

b ) En déduire la valeur explicite de cette intigrale à l'aide de x et de p .  

, .  II d ' m  

Soit f un réel quelconque donné. On dtsignera parfr, la fonction dCfinie sur W, 2n-pCriodique, impaire, telle que 

sur ]O ,  n[ , f t ( x )  = ch(txi.  

1 - a)  Montrer que, pour tout entier relatif k,ft(k TC) = O. 

b )  Construire pour t = 0.5 la courbe représentative de la resmction def0.5 h l'intervalle [- Zn, + Zz]. 

2 - Calculer les coefficients de Fourier an et bn de la fonctionfi. 

3 - a 1 En précisant le théorème utilist dont on vtrifiera soigneusement les hypothèses dans le cas présent, donner 
la valeur de la somme de la série : 

00 

bn s i n ( n x )  
n=l 

pour tout x E [- n, + Ir]. 

b ) Déduire du résultat précédent une expression de ch(t l!) de la forme 2 

où C$ est rationnel par rapport à l'indice p. 

1 
4 - a )  En utilisant les rtsultats prktdents, montrer que 7 s'exprime simplement l'aide de la somme de la 

ch( t  T ) - ( - I ) P  ( 2 p  +1) série alternée 2 
p+) ( 2 p  + 1)2 + 12 

n b )  En deduire une expression de - comme somme dune série numerique. 
4 
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5 -  On suppose t strictement positif, déterminer la suite (ap)pElde rCels vCrifiant 

m 

Dans la suite du problème, on consid5re I’égalik suivante 

m 

III Calcul de de Fa& d ’ m  

1 
C h f  

On se propose de calculer la transformée de Fourier de - sous la forme ; 

m 

en utdisant l’expression @&ente du 11-5. 

1 - a) Monver que, quelque soit x ,  I’intCgrale gbn6ralisk &finissant F(x)  est absolument convergente. 

b)  On pose RN fx) = 

O 

où N est un entier positif quelconque. 

En utilisant une majoration de c a p  e-(2p+1)t  prouver que : IRN(.’/ _< 

aJ 
3 

p=N+I 

2 - a) En déduire, alors, que pour tout x : 

. b )  Terminer alors la détermination de la fonction F a l’aide des r6sultats 1.3 et II.4. 

1 .- 3 - Quelle remarque peut-on faire sur la transformtk de Fourier de la fonction t - 
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PROBLEME 2 

1 Transformée de Fourier de la fonction g t - F, 

1- Converggnce d ' inté gr a 1s 

Prouver que, pour tout X riel, les intégrales 

On note dgsorrnrtis H et G ,  les fonctions définies sur 8 par : 

C; étant la transformke de Fourier cherchée de la fonction R .  

. . ,  , .  . . ,  2 -  m e  et d e r u  de H 

Soit (hnInEw, la suite de fonctions définies sur W par 

n 

n 

00 J% d t  

O 

m 

1 + t L  

sont absolument convergentes. 

sin(xt) d l  
( ( 1  + 12)  

a )  Montrer que, pour tout entier n > O, la fonction hn est continue sur R. 

b)  En utilisant une majoration simple de 1 s in(x t )  1, montrer que la suite ih,i converge uniformément, sur 
(out intervalle bornt, vers la fonction H. Que pzut-on en déduire pour H ? 

c )  h.lontrer que, pour tout entier n > O, la fonction hn est de classe CI sur F)  et exprimer sa dérivée à l'aide 
d'une intégrale. 

d) blontrer que la suite (h',) des dCrivées converge uniformément sur A, vers G.  

e 1 Quelle est la propriété pour H et quelle relation entre H et G peut-on en déduire ? 
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, .  . . ,  3 -  Derlvablllte de G 

Dans ce qui suit, on suppose x f O et même, dans un premier temps, x > O. 

On pose pour tout x > O et pour tout entier n : 

n 

a )  Prouver que pour tout r i .  gn est de classe C1 sur 10, +w[ et montrer que sa dkrivk g'n peut s'exprimer par : 

n 

b )  Montrer que, si u > O, la suite g',, converge uniformément sur [a, +-[ vers une fonction dkfinie sur ]O. +m[ 
que l'on pdcisera l'aide d'une intégrale. Que peut-on en dkduire pour G ? 

c )  Montrer que sur P,  la fonction H est de classe Cz et que pour tout x # O : 

H" (x )  = G'(xj = - J% dt 

O 

. .  4- DCtermlnatlon de G ( x l  

On pourra, dans cette dernikre question admettre le rksultat suivant : 

sin u Ic 
du = -  2 

a) Calculer pour tout x # O, M " ( x )  - H ( x )  et montrer ainsi que H est solution dune Cquation diffkrentielle 

b ) Donner sur ]O, +m[, la solution gknkrale de cette équation. IXterminer alors H(x) pour tout x L O. 

c )  En deduire la transfoxmke de Fourier G(x) de t - 2 . 
simple. 

1 + t 2  

d) Exprimer pour x = O une relation simple entre F(0)  du probleme 1 et @O). Retrouver ainsi dans ce cas 
particulier le résultat obtenu au III 2-b) du problème 1. 

Fin de l'énonce 


