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N’hésitez pas de me signaler les erreurs rencontrées 1.

• • • • • • • • ••

Exercice 1
Q1. V (x1, x2) =

∣∣∣∣ 1 1
x1 x2

∣∣∣∣ = x2 − x1.

Si xi = xj et i 6= j, alors les colonnes d’indices i et j seront identiques et donc le déterminant serait
nul et dans ce cas la relation de récurrence est bien véri�é.

Q2. P (t) = V (x1, ..., xn−1, t) est un polynôme de degré inférieur ou égal à n − 1, pour cela il su�t pour
cela de développer le déterminant suivant la dernière colonne.
Soit k ∈ [[1, n − 1]]. P (xk) = V (x1, ..., xn−1, xk) = 0 car c’est un déterminant ayant deux colonnes
égales. x1, ..., xn−1 sont donc des racines du polynôme P . Compte-tenu du degré de ce polynôme,

il existe donc λ ∈ C tel que P (t) = λ
n−1∏
k=1

(t − xk). Le coe�cient de tn−1 est λ. Par ailleurs, en

développant V (x1, ..., xn−1, t) suivant la dernière colonne, le coe�cient de tn−1 est V (x1, ..., xn−1)
donc λ = V (x1, ..., xn−1) et on a :

V (x1, ..., xn−1, xn) = V (x1, ..., xn−1)
n−1∏
k=1

(xn − xk).

Pour n entier supérieur ou égal à 2, on note P(n) la propriété :

P(n) : V (x1, ..., xn) =
∏

1≤i<j≤n
(xj − xi).

Pour n = 2, P(2) est vraie d’après la question Q1.
Soit n ∈ N, n ≥ 2. Supposons P(n) vraie. Soient x1, ..., xn, xn+1 ∈ C. On a :

V (x1, ..., xn, xn+1) =

n−1∏
k=1

(xn+1 − xk)× V (x1, ..., xn) (relation de récurrence) (1)

=

n−1∏
k=1

(xn+1 − xk)××
∏

1≤i<j≤n
(xj − xi) (hypothèse de récurrence) (2)

=
∏

1≤i<j≤n+1

(xj − xi) (3)
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donc P(n+ 1) est vraie. D’après le principe de récurrence, on en déduit queP(n) est vraie pour tout
entier n ≥ 2.

Q3. On met i en facteur dans chaque colonne de la matrice. On voit alors apparaitre le déterminant de
Vandermonde V (1, 2, . . . , n). Le déterminant recherché vaut donc :

det(A) = n!V (1, 2, ..., n) (4)

= n!
∏

1≤i<j≤n
(j − i) (5)

= n!
∏

1≤j≤n

∏
1≤i<j

(j − i) (6)

= n!
∏

1≤j≤n
(j − 1)! (7)

= 1!2!. . .n! (8)

Q4. Notons z1, z2, ..., zn les racines n-ème de l’unité, zk = e
2kiπ
n . Les nombres complexes ak = e

kiπ
n

véri�ent
n∑
k=1

a2k = 0. ( la somme des racines n-ème de l’unité est nulle ).

Supposons que ∀i ∈ [[1, n]],
n∑
k=1

xik = 0. Ces égalités se traduisent par le système suivant :
x1 x1 . . . xn
x21 x22 . . . x2n
...

... . . . ...
xn1 xn2 ... xnn




1
1
...
1




0
0
...
0

 .

Autrement dit la matrice A associée à ce système n’est pas inversible ( le système admet une solution
non triviale ), donc det(A) = 0. Mais det(A) = x1x2...xnV (x1, x2, ..., xn) 6= 0 par hypothèse, ce qui
est absurde. Donc l’hypothèse précédente est fausse, et donc il existe au moins un i ∈ [[1, n]] tel que
n∑
k=1

xik = 0.

Exercice 2
Q5. Comme ∀k ∈ N,

∥∥∥∥Akk!

∥∥∥∥ ≤ ‖A‖kk!
et que la série

∑
k∈N

‖Ak‖
k!

converge, la série
∑
k∈N

Ak

k!
est absolument

convergente et comme Mn(R) est de dimension �nie, alors la série converge dans Mn(R).

Q6. Soit r > 0 et A ∈ Mn(R) tel que ‖A‖ ≤ r, on a
∥∥∥∥Akk!

∥∥∥∥ ≤ rk

k!
. Donc la série

∑
k∈N

Ak

k!
converge

normalement et donc uniformément sur tout compact de Mn(R) et comme les applications A 7→ Ak

k!
sont continues, alors A 7→ eA est continue sur tout compact de Mn(R), donc elle est continue sur
Mn(R).
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Q7. On a

∥∥∥∥∥
+∞∑
k=2

Hk

k!

∥∥∥∥∥ ≤
+∞∑
k=2

‖H‖k

k!
= ‖H‖

+∞∑
k=2

‖H‖k−1

k!
, on conclut donc que lim

H→0

1

‖H‖

+∞∑
k=2

Hk

k!
= 0

puisque lim
H→0

+∞∑
k=2

‖H‖k−1

k!
= 0.

On a eA = In +H +Hε(H) où ε(H) =
+∞∑
k=2

Hk−1

k!
qui tend vers 0 quand H tend vers 0. Ceci montre

que l’application A 7→ eA est di�érentiable en 0 et que sa di�érentielle est H 7→ H ( l’application
identique ).

Problème
Partie I - Exponentielle d’une matrice symétrique

Q8. Si b = 0, A ∈ S +
3 si, et seulement si, a ≥ 0. Si b 6= 0, on remarque que A − (a − b)I3 = bJ , donc

rg(A − (a − b)I3) = rg(J) = 2 et par conséquent a − b est une valeur propre d’ordre 2. Si λ est une
valeur propre di�érent de a− b, alors λ+ 2(a− b) = tr(A) = 3a, ce qui donne λ = a+ 2b.
Ainsi, les seules valeurs propres de A sont a− b et a+ 2b, donc A ∈ S +

3 si, et seulement si, a− b ≥ 0
et a+ 2b ≥ 0.

Q9. On peut véri�er par récurrence que ∀k ∈ N∗, Jk = 3k−1J , il est clair que la relation n’est pas valable
pour k = 0.
Puisque A = (a − b)I3 + bJ et I3J = JI3, donc eA = e(a−b)I3ebJ . Or e(a−b)I3 = ea−bI3 et ebJ =

I3 +
∞∑
k=1

bk3k−1

k!
J = I3 +

1

3
(e3b − 1)J , d’où :

eA = ea−bI3 +
1

3

(
ea+2b − ea−b

)
J =

α β β
β α β
β β α


où α =

2

3
ea−b +

1

3
ea+2b et β =

1

3
ea−b− 1

3
ea−b. On voit bien que α ≥ β et α+ 2β ≥ 0, ce qui permet

de conclure que eA ∈ S +
3 .

Q10. Il s’agit d’une application linéaire en dimension �nie, donc elle est continue sur Mn(R).
D’après le théorème spectral A est diagonalisable, il existe alors P ∈ On(R), ∆ une matrice diagonale
telle que :

A = P∆P−1

Montrons par récurrence :

∀k ∈ N, Ak = P∆kP−1.

la propriété est vraie pour k = 0 et k = 1. Si elle est vraie pour k ∈ N, alors

Ak+1 = AkA = (P∆kP−1)(P∆P−1) = P (∆k∆)P−1 = P∆k+1P−1.
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d’autre part, en notant ∆ =


λ1 0 · · · 0
0 λ2 · · · 0
...

... . . . ...
0 0 · · · λn

, on a clairement :

∀k ∈ N, ∆k =


λk1 0 · · · 0

0 λk2 · · · 0
...

... . . . ...
0 0 · · · λkn



Ainsi,
N∑
k=0

Ak

k!
= P

N∑
k=0

∆k

k!
P−1 = P



N∑
k=0

λk1
k!

0 · · · 0

0

N∑
k=0

λk2
k!
· · · 0

...
... . . . ...

0 0 · · ·
N∑
k=0

λkn
k!


P−1. On utilisant la conti-

nuité de l’application M 7→ PMP−1, on en déduit eA = P


eλ1 0 · · · 0

0 eλ2 · · · 0
...

... . . . ...
0 0 · · · eλn

P−1, donc eA est

semblable à D =


eλ1 0 · · · 0

0 eλ2 · · · 0
...

... . . . ...
0 0 · · · eλn

. En particulier, Sp(eA) = Sp(D) = {eλ1 , eλ2 , ..., eλn} qui est

inclut dans R+, donc eA ∈ S +
n .

Partie II - Produit de Hadamard de deux matrices

Q11. Soit A ∈ S +
3 , donc a ≥ b et a + 2b ≥ 0. Comme dans la question Q8., E(A) ∈ S +

3 si, et seulement
si, ea ≥ eb et ea + 2eb ≥ 0, ce qui est vraie puisque l’exponentielle est croissante et positive.

Q12. PosonsD =


d1 0 · · · 0
0 d2 · · · 0
...

... . . . ...
0 0 · · · dn

 et Y =


y1
y2
...
yn

, alors tY DY =

n∑
i=1

diy
2
i . Comme les di sont positifs,

alors tY DY ≥ 0.
(⇐) Supposons ∀X ∈Mn,1(R), tXAX ≥ 0.
Pour X vecteur propre associé à la valeur propre λ, on obtient tXAX = λtXX avec tXX > 0 et donc
λ ≥ 0.
(⇒) Supposons Sp(A) ⊂ R+.
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Par le théorème spectral, on peut écrire A = PDtP avec P ∈ On(R) et D diagonale. De plus, les
coe�cients diagonaux de D sont les valeurs propres λ1, . . . , λn ∈ R+ de A. Pour tout X ∈ Mn(R),

on a alors tXAX = tY DY avec Y = tPX puis tXAX =
n∑
i=1

λiy
2
i ≥ 0.

Q13. SoitA etB deux matrices de S +
n etα, β deux réels positifs. Donc pour toutX ∈Mn(R), on a tXAX ≥

0 et tXBX ≥ 0, donc tX(αA+ βB)X = αtXAX + βtXB ≥ 0 et par conséquent αA+ βB ∈ S +
n .

Soit A =

1 0 0
0 2 0
0 0 3

 et B =

 2 −1 −1
−1 2 −1
−1 −1 2

 de S3. Il est évident que A et B sont dans S +
3 (

d’après Q18. ), mais AB =

 2 −1 −1
−2 4 −2
−3 −3 6

 /∈ S +
3 .

Q14. D’après le théorème spectral A = tPDP avec P orthogonale et D = diag(λ1, λ2, ..., λn) diagonale à

coe�cients diagonaux ≥ 0 ( car A ∈ S +
n ). Si on pose ∆ = diag

(
λ

1
2
1 , λ

1
2
2 , ..., λ

1
2
n )

)
et R = tP∆P

alorsR est symétrique et ses valeurs propres sont les λ
1
2
i ≥ 0 (R est semblable à ∆ puisque P−1 = tP ).

Ainsi R est symétrique et positive et véri�e R2 = A.

Q15. Soit (i, j) ∈ [[1, n]]2. Par dé�nition cij = aijbij , mais aij =

n∑
k=1

uikukj =

n∑
k=1

ukiukj puisque A = U2

et U est symétrique, de même bij =
n∑
l=1

vlivlj , d’où :

cij =

(
n∑
k=1

ukiukj

)(
n∑
l=1

uliulj

)

Il est clair que A ∗ B est symétrique puisque pour tout (i, j) ∈ [[1, n]]2, cij = aijbij = ajibji = cji.
Pour démontrer que A ∗B est positive, nous considérons une matrice R ∈ S +

n telle que A = R2. On
a alors pour tout (i, j) ∈ [[1, n]]2 :

cij =

(
n∑
k=1

ukiukj

)
bij

et pour tX = (x1, x2, ..., xn) ∈ Rn,

tXCX =
∑

1≤i,j≤n
cijxixj =

n∑
k=1

 ∑
1≤i,j≤n

bijukixiukjxj


La matrice B étant positive, la somme

∑
1≤i,j≤n

bij(ukixi)(ukjxj) est donc positive pour pour tout k ∈

[[1, n]]. On en déduit que tXCX ≥ 0, la matrice A ∗B est donc positive.
Q16. SiA = (aij)1≤i,j≤n ∈Mn(R), la dé�nition des matrices A∗p permet de les écrire sous la formeA∗p =

(apij)1≤i,j≤n. Les coe�cients de la matrice TN =
N∑
p=0

1

p
A∗p sont donc donnés par (TN )ij =

N∑
p=0

1

p
apij
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et par conséquent lim
N→∞

(TN )ij = eaij . La convergence coe�cient par coe�cient montre que la suite
(TN )N∈N converge vers E(A).

Q17. L’application f : M 7→ tXMX est linéaire en dimension �nie, donc elle est continue sur Mn(R). En
conséquence

{
M ∈ Sn

∣∣ tXMX ≥ 0
}

= f−1 ([0,+∞[) est un fermé comme image réciproque d’un
fermé par une application continue.
D’où

S +
n =

{
M ∈ Sn

∣∣ ∀X ∈Mn,1(R), tXMX ≥ 0
}

=
⋂

X∈Mn,1(R)

{
M ∈ Sn

∣∣ tXMX ≥ 0
}

est un fermé comme intersection de fermés.
Si A ∈ S +

n , on peut véri�er par récurrence sur p ∈ N que A∗p ∈ S +
n ( d’après la question Q15. ), et

par la question Q13. on peut déduire que TN ∈ S +
n pour tout N ∈ N. Ainsi (TN )N∈N est une suite

d’éléments de S +
n qui converge vers E(A), donc E(A) ∈ S +

n puisque S +
n est fermé.

• • • • • • • • ••
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