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N’hésitez pas de me signaler les erreurs rencontrées’.

Exercice 1

1 1
r1 I2
Siz; = xj eti # j, alors les colonnes d’indices 7 et j seront identiques et donc le déterminant serait

= X9 — I1.

nul et dans ce cas la relation de récurrence est bien vérifié.

P(t) = V(z1,...,xn_1,t) est un polyndme de degré inférieur ou égal a n — 1, pour cela il suffit pour
cela de développer le déterminant suivant la derniere colonne.

Soit k € [1,n — 1]. P(zx) = V(x1,...,2n—1,%%) = 0 car c’est un déterminant ayant deux colonnes

égales. x1,...,T,—1 sont donc des racines du polynéme P. Compte-tenu du degré de ce polyndme,
n—1

il existe donc A € C tel que P(t) = A H(t — x3,). Le coefficient de t"~* est \. Par ailleurs, en
k=1

développant V (z1, ..., 2,_1,t) suivant la derniére colonne, le coefficient de t" ! est V' (x1, ..., 2,_1)

donc A = V(x1,...,x—1) etona:

n—1

V(z1, .oy Tp—1,2n) = V(21 ..., Tn-1) H(mn — Tk).
k=1

Pour n entier supérieur ou égal a 2, on note #?(n) la propriété :
P(n) :V(x1,..,xy) = H (xj — ;).
1<i<j<n

Pour n = 2, #(2) est vraie d’apreés la question Q1.
Soit n € N, n > 2. Supposons & (n) vraie. Soient z1, ..., T, Tn+1 € C.Ona:

n—1
V(Z1y ey Tpy Tpgp1) = H(:UnH —xp) x V(z1,...,zy) (relation de récurrence) (1)

k=1
n—1

= H(wnﬂ — TE) X X H (xj —x;) (hypothése de récurrence) (2)
k=1 1<i<j<n

= I @-=) 3)
1<i<j<n+1
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Q4.

Q5.

Q6.

donc Z(n + 1) est vraie. D’apreés le principe de récurrence, on en déduit que#?(n) est vraie pour tout
entier n > 2.

On met ¢ en facteur dans chaque colonne de la matrice. On voit alors apparaitre le déterminant de
Vandermonde V (1,2, ...,n). Le déterminant recherché vaut donc :
det(A) = nlV(1,2,...,n) (4)
= ] G-4) (5)
1<i<j<n

= nl H H(j—i) (6)

1<j<n 1<i<

=l J] G-1 (7)

1<j<n

= 1121...n! (8)

. R s ., 2kim kim

Notons 21, 22, ..., 2, les racines n-éme de 'unité, z; = e » . Les nombres complexes a = e n

n
vérifient Z ai = 0. (la somme des racines n-éme de I'unité est nulle ).

k=1
n

Supposons que Vi € [1,n], Z zt = 0. Ces égalités se traduisent par le systéme suivant :

k=1
T1 L1 ... Tp 1 0
I R 74 1 0
A O 1 0

Autrement dit la matrice A associée a ce systéme n’est pas inversible ( le systéme admet une solution
non triviale ), donc det(A) = 0. Mais det(A) = z1x2...x,V (21, 22, ..., Z,) # 0 par hypothése, ce qui
est absurde. Donc ’hypothése précédente est fausse, et donc il existe au moins un ¢ € [1,n] tel que

n
Zx}g =0.
k=1

Exercice 2

< [ et que la série Z 14%] converge, la série Z Afk est absolument
= o ! ge; !
keN keN

convergente et comme .7, (R) est de dimension finie, alors la série converge dans .#,,(R).

k k k

r ey

o < R Donc la série Z oy converge
keN

k
Comme Vk € N, H‘;l'

Soit 7 > Oet A € #,(R) tel que ||A| < r,ona

AF
normalement et donc uniformément sur tout compact de .#,,(R) et comme les applications A — —

k!

sont continues, alors A — e? est continue sur tout compact de .#,(R), donc elle est continue sur

Mo (R).
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Q9.

Q10.

S~ HHH’“ HHH’“ :
On a Z Z = || H| Z , on conclut donc que hm ’HH Z

k=2

: HHHk !
li —_— .
puisque lim Z 1 =0
k=2
10 rrk—1

Onae” =1I,+ H+ He(H) ot e(H) = Z i qui tend vers 0 quand H tend vers 0. Ceci montre

k=2
que lapplication A — e est différentiable en 0 et que sa différentielle est H — H ( 'application
identique ).

Probléme

Partie I - Exponentielle d'une matrice symétrique

Sib=0,A ¢ 5”3"' si, et seulement si, @ > 0. Si b # 0, on remarque que A — (a — b)I3 = bJ, donc
rg(A — (a — b)I3) = rg(J) = 2 et par conséquent a — b est une valeur propre d’ordre 2. Si A est une
valeur propre différent de a — b, alors A + 2(a — b) = tr(A) = 3a, ce qui donne A\ = a + 2b.

Ainsi, les seules valeurs propres de A sont a — b et a + 2b, donc A € y?f si, et seulement si, a — b > 0
eta+2b>0.

On peut vérifier par récurrence que Vk € N*, J¥ = 38=1J il est clair que la relation n’est pas valable
pour k = 0.

Puisque A = (a—b)I3 + bJ et IsJ = JI3, donc e = eI bI op la=b)ls — ca=bp op ob) —

bk k-1
13+Z T = 13+3( —1)J, dou:
k=1
X a B
eA:e“’bfg—i-g(e“”b—ea*b)t]: B a B
BB«

2 1 1 1
oua = gea_b + gea+2b et f = ge“_b — gea_b. On voit bien que a > B et a4 25 > 0, ce qui permet

de conclure que e € St
Il s’agit d’une application linéaire en dimension finie, donc elle est continue sur .7, (R).
D’apreés le théoréme spectral A est diagonalisable, il existe alors P € 0,,(R), A une matrice diagonale

telle que :
A=PAP!

Montrons par récurrence :
Vk € N, A" = pAFP~L.
la propriété est vraie pour k = 0 et & = 1. Si elle est vraie pour k£ € N, alors

AR = AR A = (PAFPTY(PAPTY) = P(AFA) P! = pPAFTIPTL



0 X -+ 0
d’autre part, en notant A = | | L ,on a clairement :
0 0 - A\
Moo o0
0 )N ... 0
VkeN, Ab=| _ 77 .
0 0 AE
N
M
> a0 0
k=0
N Ak
N N 2
Ak AF 0 = ... 0
Ainsi, Y S =PY P =P kz:% k! P!, On utilisant la conti-
k=0 k=0 :
N
Ay
0 0 . Z o
k=0
e} 0 0
A
-1 A 0 e -1 A
nuité de lapplication M — PMP™", on en déduit e = P ) P, donc e est
0 0 e
€1 0 0
A
eg 0 A AN A
semblablea D = | . . |- En particulier, Sp(e”*) = Sp(D) = {e™,e?,...,e""} qui est
0o 0 --- e

inclut dans R™, donc ed e Y; .

Partie II - Produit de Hadamard de deux matrices

Q11. Soit A € .%;", donc a > bet a + 2b > 0. Comme dans la question Q8., E(A) € .7, si, et seulement
si, e > €¥ et e® + 2e® > 0, ce qui est vraie puisque I'exponentielle est croissante et positive.
d 0 - 0 0"
0 dy - 0 v n
Q12. Posons D = | . . CletY = |7 |,alorsY DY = Z diylz. Comme les d; sont positifs,
00 - d i -
alors 'Y DY > 0.
(«<=) Supposons VX € .#,1(R), XAX > 0.
Pour X vecteur propre associé a la valeur propre ), on obtient ‘X AX = A'X X avec "X X > 0 et donc
A>0.

(=) Supposons Sp(A) C RT.
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Q14.

Q15.

Q16.

Par le théoréme spectral, on peut écrire A = PD'P avec P € 0,(R) et D diagonale. De plus, les
coefficients diagonaux de D sont les valeurs propres A1, ..., A, € RT de A. Pour tout X € .#,(R),
n

onaalors XAX =Y DY avec Y = "PX puis X AX = Z \iy? > 0.
i=1

Soit A et B deux matrices de .7, et a, 3 deux réels positifs. Donc pour tout X € .#,(R),ona’X AX >
0et’XBX >0, donc X (aA + BB)X = o'XAX + B'XB > 0 et par conséquent oA + BB € ..

1 00 2 -1 -1
Soit A= (0 2 0f|etB=|[-1 2 —1]| de.#s Ilestévident que A et B sont dans .%;" (
0 0 3 -1 -1 2
2 -1 -1
d’aprés Q18. ), mais AB= | -2 4 2| ¢ 7.
-3 -3 6

D’apres le théoréme spectral A = 'PDP avec P orthogonale et D = diag(\1, Ao, ..., A, ) diagonale a
11 1
coefficients diagonaux > 0 (car A € ., ). Si on pose A = diag ()\f JAS Sy A%)) et R = 'PAP

1
alors IR est symétrique et ses valeurs propres sontles \? > 0 (I est semblable a A puisque Pl =1p)

Ainsi R est symétrique et positive et vérifie R> = A.
n

n
Soit (7, j) € [1, n]]2. Par définition ¢;; = a;;b;j, mais a;; = Z Uik Ukj = Zukiuk’j puisque A = U?

k=1 k=1
n

et U est symétrique, de méme b;; = Z vV, dou :
=1

n n
Cij = E Ui Uk g U U5
k=1 =1

1l est clair que A * B est symétrique puisque pour tout (i,5) € [1,n]? ¢ij = aibij = a;ibji = cji.
Pour démontrer que A % B est positive, nous considérons une matrice R € .7, telle que A = R%. On

a alors pour tout (i, ) € [1,n]?:
n
cij = (Z Uki“kj) bij
k=1

et pour 'X = (21,79, ...,2,) € R,

n

tXCX: Z Cijxiszz Z bijukimiukja:j

1<i,j<n k=1 \1<ij<n

La matrice B étant positive, la somme Z bij(ugixi)(ugjz;) est donc positive pour pour tout k €
1<i,j<n
[1,7n]. On en déduit que "X C'X > 0, la matrice A * B est donc positive.
Si A = (aij)i<ij<n € #y(R),la définition des matrices A™” permet de les écrire sous la forme A™ =
N N
. . 1 . 1
(ij)lgz‘,jgn- Les coefficients de la matrice Ty = Z ;)A*p sont donc donnés par (T );; = Z ;?afj

p=0 p=0
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et par conséquent A}im (Tn)ij = €*9. La convergence coefficient par coefficient montre que la suite
—00

(T'n) nen converge vers E(A).

L’application f : M + "X M X est linéaire en dimension finie, donc elle est continue sur .#,(R). En
conséquence { M e 7, } XMX >0 } = f71(]0, 4-00]) est un fermé comme image réciproque d’un
fermé par une application continue.

D’ou

I ={Me S |VX e My (R), XMX20}= ()| {Mes|XMX2>0}
X€EMy 1 (R)

est un fermé comme intersection de fermés.

Si A € .7, on peut vérifier par récurrence sur p € N que A* € .7, ( d’aprés la question Q15.), et
par la question Q13. on peut déduire que Ty € .#, pour tout N € N. Ainsi (Tl )nen est une suite
d’éléments de ., qui converge vers E(A), donc E(A) € .7, puisque .7, est fermé.



