Corrigé Mines PSI Maths II 2011 par Christophe Hénocq

1) La fonction t — ¢(t,20) — A(t) est continue sur [0,T(zo)[ et ne s’annule pas. D’apres le théoréme de
la valeur intermédiaire, elle garde un signe constant. Or ¢(0,29) — A(0) = g > 0, donc ¢(t,z9) — A(t) > 0
sur [0,T(x0)[. On en déduit que ¢(.,zp) a une dérivée strictement positive sur [0, T(xo)[. Elle est donc
strictement croissante sur cet intervalle. Elle admet donc une limite, éventuellement infinie, en T'(xg).
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(L, x0) = At)

On a donc lir? )¢’(t,x0) = 0. On en déduit que t — ¢'((¢,x¢) est prolongeable par continuité & tout
t—T (xo

Iintervalle [0,T(zo]. Elle est donc bornée sur cet intervalle. Soit M tel que Yu € [0, T(x0)[ ¢'(u,z9) < M.
Alors, pour tout t € [0,T(zo)[, on intégre I'inégalité précédente sur [0, ¢]:

2) On a ¢/(t,$0) =

. La fonction A, étant continue sur R™, admet une limite finie en T'(zg).
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Cela contredit 'hypothéese lim (¢, 29) = +00. En conséquence lim (¢, x29) =1 € R.
t—T (o) t—T(x0)

3) On a Vt € [0,T(zo)[ ¢(t,x0) > A(t). En passant & la limite quand ¢ — T'(xq), on a I > A(T(zo)).

On suppose § > A(T(zp)). On a l%rr{l )¢'(t,x0) = On en déduit que ¢(.,z¢) admet un
t— o

1= ANT(x0))
prolongement de classe C* & I'intervalle [0, T(zo)]. On applique la partie 1] du théoréme 1 : il existe € > 0
et une fonction x solution de E(X) sur Uintervalle |T(xg) — €, T(zo) + €[ vérifiant 2(T(z¢)) = . D’apres la
partie 2] du théoreme, z et ¢(.,x0) coincidant en T'(xq) sont égales sur |T(xg) — €, T (xo)]. Cela contredit le
caractere maximal de ¢(.,zg). On peut conclure que I = A(T'(zo)).

4) On utilise la partie 2] du théoréme 1. Si ¢(.,x0) et &(.,y0) coincident en ¢, elles sont égales sur
[0, min(T(z0), T(yo))[. Ceci est faux en t = 0. Donc Vt € [0, min(T(zo), T(yo))[ @(t,y0) — ¢(t,20) # 0.
Cette fonction étant continue, elle garde un signe constant sur cet intervalle. On a donc

VYt € [07 min(T(xo), T(yo))[ ¢(t7 y()) — (b(t, .’Eo) >0

5) On suppose par 'absurde T'(yo) < T(x). Alors sur Uintervalle [0,T(yo)[, on a ¢(¢,yo) — ¢(¢,29) > 0. En
passant a la limite quand ¢ — T'(yo) ™, on a ¢(T(yo), z0) < A(T(y0)). Ceci contredit le résultat de la question
1) @ ¢(t, o) — A(t) > 0 sur [0,T(zo)[. On peut conclure T'(yo) > T'(xo).

6) On doit intégrer 2’ (t) = % (sur [0, a] avec 2(0) = z¢ > 0). On a z(t)z’(t) = 2. On trouve x(t)* = 4t +a?
x

donc z(t) = /a2 + 4t, solution sur RT donc maximale. Il n’y a pas capture.
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Cette fonction n’est pas dérivable en 1. Elle est donc solution sur [0, 1[. C’est une solution maximale. On a
bien T'(2) = 1.

7) On veut

8) Sit € [0, min(1,T(zo))[, on a en utilisant ’équation différentielle :
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9) La fonction C' est bien définie puisque deux solutions d’un méme probleme FE()) ne coincident en aucun
point. On dérive C :
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(6(t) = go(t))(¢(t) = M (1))

En utilisant I’équation différentielle, on montre que le dernier terme est égal a

Cela donne C’(t) = 0.
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10) On a C(0) = In(2 — zp) — ot Un étude rapide de la fonction ¢ — In(2 — t) — =35 montre qu’elle

0
est croissante strictement. Sa valeur en 0 est In(2) + 1. Donc C(0) > In(2) + 1. Supposons T'(zg) < 1. Alors

C(T(z0) = In |\ (T(z0)) — ¢po(T(x0))| — A1(T?xo)1):z(()azgz(xo)) =In (2 1- T(xo)) +1<1In(2) +1. Cela

contredit le caractére constant de C'. Donc T'(zg) > 1. Mais, d’apres la question 5) T'(zg) < T'(2) = 1. Donc

2v/1—-1
o(t) — 4+ 21—t
Donc C(t) < 1In (¢(t) — 44 2y/T—t). On sait que C est constante donc bornée. Or ¢ est croissante sur [0, 1]
donc nécessairement lim ¢(¢) > 4. En utilisant la question 3), cela exclut que T'(z() puisse étre égal a 1
t—1-

2
car A1(1) = 4. Donc T(zg) > 1. On résout I'équation E(A1) sur [1,T(zo)[ : ¢'(t) = POETY On trouve
¢(t) = 4+ V4t + D avec D une constante. Cette fonction est solution sur [1,+oo[. Donc T'(z¢) = +oo. 1l
n’y a pas de capture dans ce cas.

11) Ici 2o > 2. D’aprés 5), 1 = T'(2) < T(z¢). On écrit C(t) = In (¢(t) — 4 + 21 — 1)

AM(l—s)—M(1—-t t— 44/1 — s/t
12) Ona| 1(1=s) i )|=4\[ \/§: s/ La fonction F': x — 44/1 — x convient.

t—s Vt—s 1+\/%'
Sil§x<y,onaw—o.
M(y) — M) _ 4Vl-=

< 4. Mais ce rapport vaut 4 lorsque y = 1.

Siz<1<y,ona V-2 Y-z
My) —Mi(@)| _ F(A-y)/Q—=z) < 4. Donc M(\) = 4.

vi—e 14+ /—y/0—w) ~

13) Si M(X) =0, A est constante. Comme A(0) = 0, A est la fonction nulle. Il n’y a pas de capture dans ce
cas. Donc M () > 0.

Siz <y<1alors

1 1

= = en choisissant

ra(t) —Abt) () — A1)
(o) _ 1 donc r = 1/1/T(x0). On a

r2

1
14) On cherche & sous la forme t — ~z(bt). On calcule &' (t) =
r

-

b = r2. On choisit 7 pour que son temps de vie soit 1. C’est-a-dire

alors le prolongement par continuité en 1 : &(1) = j\r(l).

15) Soit t € [0,1]. Comme x est croissante, on a z(t) — A(t) < x(1) — A(t) < A(1) — A(t) < M(M)V1 —¢.

. 1 1 2’ (u) 1 .
A 1 > . D > .. 1/.
insi pour tout u € [0,1] on a 20) =) = MOWI—a one —— > SN Soit ¢t € [0,1]
41 —
On integre I'inégalité précédente sur [t, 1[. Cela donne : x(1) — z(t) > M()\)t'
—4
16) On a z(t) — A(t) = x(t) — z(1) + A(1) — A(t) < W\/l —t+ MA)V1—t.

17) On refait le raisonnement de la question 15) : pasage de la premiere inégalité & la seconde. Ainsi

41—t —4
. Alors, comme dans la question 16) z(t) — A(t) < —+v/1 —t+ M(\)V/1 —t. on peut
7 [

4
conclure que M () — M > 0.

(1) —z(t) >



18) En recommengant on obtient ’existence de la suite (u,) donnée dans 1’énoncé. On introduit la fonction
4

g:x+— M()\)—— définie sur |0, +00[. Le trinéme —z%+ M (\)z — 4 ayant un discriminant < 0 est toujours
x

strictement négatif. On en déduit que (u,) décroit. Comme elle est minorée, elle converge. Sa limite est
nulle car I'équation g(x) = = n’a pas de solution. Mais on aurait lim u, 11 = —oo, ce qui est faux. Il y a donc
une contradiction. L’hypothese faite & la question 12) : T'(z¢) < +oo est donc fausse. Ainsi T'(xg) = 400 :
il n’y a pas de capture.



