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I — Quelques exemples

r——+00

o = 1, donc g est bien une

+oo
1. La fonction g(x) = €* est positive et continue sur R, et on a / e Pdr =[—e"]
0

densité. On réalise une intégration par parties. Pour tout n € N,

+oo +oo
n —x n+1, —g]T—+00 n —x
mn+1(g):/0 gt e do=[—a"tleT —/0 (n+1)2"(—e ") dz = (n+ 1)m,(g).

v’

La convergence du crochet (vers 0) montre précisément que « si my,,(g) existe, alors m,11(g) existe aussi et vérifie la rela-
tion myu+1(g9) = (n+1)my(g) ». Par une récurrence simple immédiate, m,,(g) existe pour tout entier naturel n et m,(g) = n!.
2. Pour tout entier naturel n, la fonction  — z™p(z) est continue sur R, paire et 0 < x"e_m2/2 < 2" %% s g > 1, dou
lexistence des moments m., () d’aprés celle de m,, (g) montrée a la question précédente. On peut aussi raisonner directement :

1
V(n,x)ENXR?:x"+2e_”f2/2:exp((n+2)1nac—x2/2)—)O ho(x) = 0( )

T— 00 x—>_ioo ;L‘2

~—1z2/2

3. Pour tout p € N, la fonction z — 2*T'p(z) est impaire, donc ma,11(p) = 0 comme intégrale convergente (il faut le

rappeler) d’une fonction impaire sur un intervalle centré en 0.

4. On réalise une intégration par parties. Pour tout p € N*|

+o0 2p—1 z—+o00 +oo 2p—1 +o0
_ 2 T 2 x .2 1 .2
/ %P 2ex/2dm:[e$/2} —/ (_:erﬂ)dx— / 2P~ /2 4y
A T—r—00

o N~ 2 —1 o 2p—1 C2p—1)
map (@) = (2p — L)mop—1y (@) = 2p — 1)(2p — 3)map_oy(@) = --- = (2p — 1)(2p — 3) x --- x 3 x 1 x mg(¢p)
_ (2p)! < mo() = P () = 22

2p(2p — 2) X -+ x 2 — 2rpl o pl’

La validité de I'intégration par parties est automatiquement assurée par la question 2.

1 oo 1
5. La fonction a(z) = ———< est continue positive et / a(z)dr = — ( lim arctanxz — lim arctan x) =1, donc a
(1 + 22) oo T \z—+o00 Z——00
+oo +oo dx
est une densité. Son moment d’ordre 1 est infini par divergence de / 1522 dx par comparaison avec / -
1 1

IT — Théoréme de Stone-Weierstrafs

6. La formule du bindéme de Newton donne Z (Z) 2F(1— )"k = (z+(1- x))" =1.
k=0

7. 81 X < B(n,z) (loi binomiale de paramétre nx), alors X (2) = [0, n] et

(1) z%(x,y) = Zk@)kay"’“ = na(z +y)"

k=0

oS
d’ou légalité demandée en évaluant x —(x,1 — x).

ox



Si 'on ne reconnait pas ’espérance d’une loi binomiale et si 'on ne pense pas a utiliser la dérivation des polynémes a

-1
deux variables, la relation s’obtient enfin par le calcul : la relation k <n> = n(n 1), valable pour tout k£ > 1, donne

k k
- Y\ k n—k _ - Nk n—k _ (=1 n—k
Zk(k>x (1—-x) Zk(k)x (1—-2a) an(k_1>x (1—x)
k=0 k=1 k=1
L n—1 _ ) ) _
U=k nwz (nj 1)303(1 —z)" " =na(z+ (1 - ac))n R
7=0

8. Avec les notations probabilistes de la question précédente,

n

> K (Z> 2F(1 — 2)"F = B(x?) F2% v(X) + B(X?) = nz(1 — 2) + n22? = nz + n(n — 1)2°.

k=0
L’approche polynomiale consiste a réappliquer 1'opérateur xa—., donc de lappliquer a (1), ce qui donne
x
- n
2 S (1 )aty = afn(e + 0"+ nln — Do +)"2).
k=0

d’ou I’égalité demandée en évaluant (2) en y =1 — z.
On peut enfin rester dans les calculs sur les coefficients binomiaux et réutiliser la transformation de la question 7 pour
écrire

ék(k —1) <Z)J:k(1 —z)" k= nxé (Z: i) 21— 2)" R = n(n — 1)2? z": (Z : ;) 21— )k

i=k—2 n2 n — . : n— 2
(G=k-2) n(n — 1)z? Z ( , 2) 2 (1—2)" 7?7 =n(n—1)2*(z+ (1 -z)) ? = n(n—1)22

Jj=0

et I'on conclut comme avec les polynémes en reprenant la somme de la question précédente.

9. La somme se calcule facilement & partir des sommes des questions 6 a 8. On note S; la somme de la question i :
n
n

Z(k — nx)? (k:) 21— 2)" % = Sg — 2na Sy + n?2%Ss = [nz +n(n — 1)2?] — 2n%2? + n?2? = nz(1 — 2).

k=0

Une étude de fonction montre immédiatement que la fonction définie sur 'intervalle [0, 1] par z — x(1 — ) est positive et
admet son maximum en 1/2, ou elle prend la valeur 1/4. On peut donc prendre C' = 1/4, ce choix étant optimal. On peut
aussi se passer d’étude de fonction et prendre la majoration évidente C' = 1, ce qui répond & la question et suffit pour la suite.

10. L’énoncé invite implicitement & donner une expression sommatoire de B, (f) — f et a séparer la somme donnant le
polynome B, (f) selon la partition [0,n] = X WY, soit

B.(f)(@) - f@) ‘¥ ; (Z) 21— )k (fj) - f@) kz_o (Z) 21— gy

:kex (Z) (1 —z)"k [f (S) - f(x)] + g}; (Z)xk(l —z)"F {f (S) - f(x)} = Sx + Sy
|Sx| < 2 (Z)m’“(l — )" S (i) — f(x)| < e};{ (Z)ﬁu — gy
|Sv[ < 2 (Z)w"(l —a)" R f (i) — f@)| <2|fl_ g; (Z)xk(l — 2"k

BuNo) - S| << 42013 (7 )ha -

key
11. Le plus efficace, comme en début de partie, est de procéder de maniére probabiliste. On note que

(3) Y:{ke[[O,nﬂ;

x—i’>a}={k‘€[[0,n]]; \k—nw|>a}:{k€[[0,n]];(k;—nx)2>a2}_

2



Alors, toujours avec X < B(n,x), 'inégalité de Bienaymé-Tchebychev donne

kezy <Z):ck(1 ot =P (X~ B(X)| > na) < YX) _ml o0, <1> _

(na) a?n? n
Il ’ensuit que lim Sy = 0, ce qui, couplé avec la majoration de |Sx| donne bien ||B,, — f|| < 2e a.p.c.r.
n—oo oo

Plus directement, mais cela revient peu ou prou a redémontrer 'inégalité de Markov pour un loi binomiale, ce qui explique
que lon trouve exactement la méme majoration, on utilise la majoration obtenue & la question 9 en partant de (3) :

%(Z) f-a ”<Z k- ne) <>$k(1Z)nkéojg:zo(knxf(;;)xk(lx)"’“gélnloﬁ,

key

IIT — Le probléme des moments sur [0, 1]

1
12. Soit application ¥ définie sur R[X] par ¥(P) = / (f(z) — g(z))P(z)dx. Elle est bien définie (intégrales de fonc-

tions continues sur un segment) et, par linéarité de lintégrale, c’est une forme linéaire sur R[X]. Pour n € N, l'égalité
my(f) = mp(g) traduit que ¥(X™) = 0. Ainsi, si m,(f) = m,(g) pour tout entier naturel n, les images par ¥ de tous les
éléments de la base canonique de R[X] sont nulles donc ¥ est nulle, c.q.f.d.

13. Soit (P,),, une suite de polynomes convergeant uniformément vers f — g sur [0,1]. Alors,
(f=9P= (=9 =)= (f=9) -~ |F=9Pa=(f=9?_<If =gl xIP.~ (=9l

Ainsi, la suite de fonctions ((f — g)P,), converge uniformément vers (f — g)? sur le segment [0, 1]. On peut donc passer 4 la
1

limite sous I'intégrale, ce qui donne / (f(x) — g(x))2 dx = 0.
0

14. On en déduit que f = g, I'intégrale d’une fonction positive continue n’étant nulle que si cette fonction est nulle.

IV — Transformée de Fourier de la densité gaussienne

15. Dans toute cette partie, on considére la fonction f définie par

V(E1) € B2 (1) = e (1) = —— o2,

s
Etant de classe C* sur R?, elle est en particulier continue par rapport a € pour tout ¢ et continue par morceaux par rapport a t
—t2)2

pour tout £. De plus, pour tout (£,t) € R?, |f(&,1)] = = ¢(t), fonction intégrable ainsi qu’il a été prouvé a la question 2.

e
V2T

Le théoréme de continuité des intégrales a paramétre s’applique donc sur R et garantit que ¢ est bien définie et continue sur R.

16. Avec les notations de la question précédente,

i) pour tout £ € R, la fonction ¢t — f(&,t) est intégrable sur R, ainsi que le prouvent la domination réalisée a la
question 16 et le théoréme de comparaison ;

ii) on a déja vu que, pour tout ¢ E R, la fonction z — f(£,t) est de classe C* sur R;
o€ (f(§ t)) =it f(&,t) est continue (p.m.);

it f(z,t) ’ = |t|p(t), fonction intégrable d’aprés la question 2 (ou, directement, parce qu’elle
—t2/2

Vor
Le théoréme de dérivation des intégrales & paramétre s applique donc et montre que ¢ est de classe C! sur R, Pexpression de

+oo
sa dérivée étant ¢'(€) = /_ 686(]“(57 t))dt = \/7/ ot pa—t7/2 4.

17. On réalise une intégration par parties.

iii) pour ¢ € R, la fonction ¢ — —

iv) pour tout (&,t) € R?

est paire et admet sur Ry comme primitive la fonction — de limite finie (en occurrence, 0) en +00).

t—+oo 1 +oo

1 . 2
5 ( ze”E te= /2 qp = ——— [ie”E —e b2 ] - —
i \/277/ =~ N V2T ( ) t——oco /2T
v

—+oo
=0—- —— e“ge*ﬁ/2 dt = —£p(&).
m/ﬂ §p(€)

i2€eit§( - e—t2/2) dt



Ainsi, ¢ est solution de 1’équation différentielle linéaire homogéne d’ordre un y'(€) + £y(€) = 0.
oo y' (&) +&y(§) =0
y(0) = 1.

L’équation différentielle s’intégre en cexp (/ —£ df) = 063_52/27 ce qui, avec 3/ (0) = 1, donne ¢ = 1, soit P(£) = /2,

18. Plus précisément, puisque ¢(0) = /

— 00

p(t)dt = 1, @ est 'unique solution du probléme de Cauchy {

V — Le probléme des moments sur R,

1
19. La fonction f donnée par f(z) = o o3 (In(2))* 1g- (x) est clairement continue sur R}, et positive. Soit o € R. Alors,
V27

1
gcae*%(ln(ﬂﬁ))2 = exp <a Inz — 2(ln(£€))2) :

Quand z tend vers 0 par valeurs positives, comme vers 400, |lnz| tend vers U'infini, donc

1 1
alnz — —(In(z))? ~ —=(In(z))? I2H0, % lim 2%~ 2@)° = Jim z2e~2(m@)* = ¢,
2 2 ou =0 z—0 T—+00
x>0 >0
Pour o« = —1, cela montre que f est continue en 0. Pour n € N et a = n + 3, cela montre que z" f(x) = o(1/z?%), donc
r—r+00

que f admet un moment d’ordre n. Enfin,

+oo +oo
/ e_%(ln(‘r))z% = / e /2 du = 2r,
0 —oo

T (u=lnz)

donc f est bien une densité sur R .

Notons que le changement de variable pouvait aussi servir a obtenir I'existence des moments. On obtient en effet

+o00 Foo
/ x7ne—%(1n(x))2 dx _ / enxe—uz/Q du.
0 T (u=lnz) J_ o
2 2 . .
Pour n > 0, e™e % /2 = g7Ue~ /2H(nt1)u = o(e_“), d’ott existence du moment d’ordre n, un changement de variable
uU—r+00

bijectif conservant la nature d’une intégrale (on peut aussi prouver directement la convergence sans changement de variable).

21. & 22. Le méme changement de variable v = Inx donne
I, = /+Oox”f(x) sin (27 In(z)) dz = . /+OO;1:"eé(ln(””))2 sin (27 In(z)) dz
0 V21 Jo

T

1 +oo 2 1 +oo 2 ) 1 teo ; 2
_ nu,—u/2 . _ nu,—u/2 27w _ i(2m—in)u ,—u”/2
= e"e sin(27u) du = / e"e Im (e du =1Im / e e du)
(u=lnz) /27 /;oo ( ) V2T J_so ( ) (\/ 21 J o
— Im (@(271, _ Zn)) — Im (67(271'71'77,)2/2) — en2/2727r2 Im (e2i7rn) =0.
La question 2 assure la convergence des intégrales.
23. Pour a € R, on pose gq(z) = f(x)[1+ asin (27 In(z))] 1g: (2). La fonction sinus étant bornée, on a go(z) = O(f(x)),
T—r
>0
donc lin%J ga(z) = f(0) = 0 = go(0). Comme g, est clairement continue sur R, elle est continue sur R . Pout n € N,
r—r

x>0

+oo +oo +o0
/ x"ga(x)dx:/ x”f(x)dx—l—a/ 2" f(z)sin (27 Inz) dz = m, (f) + ol = my(f).
0 0 0

Il s’ensuit que g, est une densité de probabilité dont les moments coincident avec ceux de f & la condition sine qua non que
la derniére condition d’une définition de densité soit vérifiée, c’est-a-dire que g, > 0, donc que « € [—1, 1], ensemble infini
non dénombrable.



