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un corrigé.

1 Etude d’un endomorphisme

I.1.1 ® est linéaire par linéarité de la dérivation et distributivité de la multiplication sur I’addition.

On remarque que
Vk € N, &(X"%) = k(k +1)X" — k(k — 1) X572

Ainsi, ®(R,[X]) = Vect(®(1),...,®(X")) C R,[X] (chaque ®(X*) étant dans R,[X] pour
kE <n).R,[X] est donc stable par ®,,.

1.1.2 L’application (.,.) est symétrique, linéaire par rapport a la seconde variable. Pour P € R[X],
(P, P) = f_ll P(t)? dt > 0. Si cette quantité est nulle alors P? est nul sur [—1,1] (positif,
continu, d’intégrale nulle) et donc P = 0 (polynéme avec une infinité de racines). On a donc

bien un produit scalaire.

Soient P, @ € R[X];
1

wamzj"wwmwﬁ=mX@

~1
1.2.1 Soient P,Q € R[X]|; comme B = A’, on a

1
@(P).Q) ~ (P2(Q) = [ ((P'Q=PQ)A+(PQ-PQ)A)
On remarque que (P"Q — PQ")A + (P'Q — PQ')A’ est la dérivée de (P'Q — PQ')A et on a
donc .
(@(P),Q) — (P,2(Q)) = [(P'Q - PQHA]_, =0
On a montré que
VP, Q € Ry[X], (®(P),Q) = (P, 20(Q))
ce qui signifie que ®,, est auto-adjoint.
1.2.2 Les calculs de I.1.1 montre que la matrice de ®,, dans la base canonique est

00 -2 0 ... 0
02 0
A I = VAYC
(=)
Do AR 0
00 ... ... ... n(n+1)

C’est une matrice triangulaire et ses valeurs propres sont donc ses coefficients diagonaux. On
a ainsi

Sp(®(n)) = {k(k+1)/ 0 < k < n}

1.2.3 Les valeurs propres de ®,, sont deux a deux distinctes (z — z(z + 1) est injective sur RT) et
en nombre n + 1 = dim(R,[X]). Comme les sous-espaces propres sont en somme directe, ils
sont donc forcément tous de dimension 1.
@11 possede une valeur propre de plus que ®. Il y a donc un vecteur propre de @511 qui n’est
pas vecteur propre de ®;. C’est un polynome de degré < k + 1 qui n’est pas de degré < k et
qui est donc de degré k+ 1. Ceci montre que ®,, possede un vecteur propre de degré 1,2,...,n.
Il y en a aussi un de degré 0 (le polynéme constant qui est associé a la valeur propre 0).
Un multiple d’un vecteur propre étant encore propre, on peut se ramener au cas d’un polynéme



unitaire. Il existe finalement une base de vecteurs propres pour ®,, échelonnée en degré et formée
de polynomes unitaires.
Avec la remarque initiale, on peut méme affirmer que

ker(®,, — k(k + 1)Id) = Vect(Py)

1.2.4 Les sous-espaces propres d’'un endomorphisme symétrique étant orthogonaux, les Py forment
ainsi une famille orthogonale (et donc une base orthogonale de vecteurs propres) et on a

Vi# k, (PP =0

En particulier Py est dans l'orthogonal de Vect(Py, ..., P;_1). Cette famille est constitué de k
polynémes indépendants (orthogonaux et non nuls) de Ry_;[X]. Elle engendre ainsi un sous-
espace de dimension k de Ry[X] qui, par dimension, est égal a Ri[X] :

Vk, P, € Ry_1[X]*H

00 -2 0
. . . 02 0 -

1.2.5 On détermine avec la calculatrice les vecteurs propres de M3 = 00 6 0 et on en
0 0 0 12

déduit (apres normalisation) que

Ph=1, P =X, P, :X2—% = (X—\}g)(X—I—\}g), P; :X(XQ—g) :X(X—ﬁ)(X—i—ﬁ)

2 Etude des racines de ces polynomes

I1.1 P, et XP,_; étant unitaires de degré n, P, — XP,_1 € R,_1[X]. Notons A, l'opposé du
coefficient de X™ ! dans ce polynéme. On a alors P, — XP,_1 et —\,P,_1 qui sont de degré
<n —1 et ont des coefficients identiques devant X"~ !. Leur différence P, — X Py_1 + A\ Pp_1
est donc de degré < n — 2 et

P,—XP, 1+ MP,_1=8,¢€ ]Rn_Q[X]

I1.2 Soit k <n —3. (XP,_1,P;) = (Py—1,XPy) = 0 car XP;, € R,,_2[X] et est donc orthogonal a
P,—1. On a ainsi (on sait aussi que P,_1 et Py sont orthogonaux)

<Sn,Pk> = <P7L7Pk‘> - <XPn,1,Pk> + An<Pn71>Pk> = (Pn7Pk>

I1.3 S, et P, o sont tous deux deux dans R, 5[X] N R, 3[X]* et cet espace est de dimension
1 (Porthogonal d’un espace de dimension n — 2 dans un espace de dimension n — 1 est de
dimension 1). Ces deux polynoémes sont donc colinéaires et comme P,,_o # 0, il existe p,_o tel
que Sy—9 — php—92P,_9. On a alors

P, = (X —X\)Po—1— pinPr—2
Prenons le produit scalaire de cette expression avec P,_3. On obtient
pnll Pa—a|® = (X P, Pa—s) = (Pao1, X Pus)
XP, o9 — P,_1 est de degré < n — 2 et donc orthogonal a P,_1. On a donc aussi

,UnHPn—2||2 = <Pn—1>Pn—1> > 0



et comme ||P,—3||? > 0, on conclut que
tn >0

AVeC ].eS résu“ats de I.2.5 on a
2 1 3 3 2 15 1

et ainsi 1 4
2 3 y M2 3’ w3 15

I1.4 Si k > 1 alors Py est orthogonal & Py = 1 et donc

/1 Pu(t) dt = (Py, Py) = 0
—1

Si, par I'absurde, Pj, n’admettait que des racines d’ordre impair dans | — 1, 1], il serait de signe
constant sur | — 1, 1] (les racines avec changement de signe sont celles d’ordre impair) et donc
aussi (continuité) sur [—1,1]. Etant continu et d’intégrale nulle sur [—1,1], il serait nul sur
[—1,1] et donc nul (polynéme avec une infinité de racines). C’est impossible et P a donc au
moins une racine d’ordre impair dans | — 1, 1[.

I1.5 Supposons, par 'absurde k& < n. On a alors Q € R, _1[X] qui est orthogonal & P, et donc
f_ll PQ, = 0. Or, par définition de @,, PQ, n’a que des racines d’ordre pair dans | — 1, 1]
et est donc de signe constant sur [—1,1]. On aboutit & une contradiction comme en question
précédente.

On a donc au moins n racines d’ordre impair dans | — 1,1 pour P,. Mais P, admettant au
plus n racines comptées avec leurs multiplicités, les ordres valent nécessairement 1 et il n’y a

pas d’autres racines. Finalement, P, est scindé a racines simples et ses racines sont toutes dans
| —1,1].

3 Etude d’une matrice

II1.1.1 On a directement
Q1(X) =X et Qo(X)=X(X —A2) — p2 = (X = A2)Q1(X) — p2Qo(X)

Pour calculer Q3(X), on développe par rapport a la derniére colonne :

Q3(X) = (X — A3)Q2(X) + Vus(—/u3X) = (X — A3)Q2(X) — pu3Q1(X)

II1.1.2 On procede de méme en développant par rapport a la derniére colonne dans @, (X) :

o A,_1(X) est un déterminant de taille n — 1 que I'on développe par rapport & sa derniere
ligne pour obtenir

Qn(X) = (X = M) @n-1(X) — p1nQn—2(X)

II1.1.3 On a Qo = Py, Pr = Q1 et (Px) et (Qg) qui vérifient la méme relation de récurrence d’ordre
2. Une récurrence donne alors

VE €N, Qr(X) = Pp(X)

Or, M, est symétrique réelle et donc diagonalisable. Son polynéme caractéristique (—1)"@Q, (X)
est alors scindé sur R. @, = P, est donc scindé sur R (toutes ses racines sont réelles).



II1.2.1 Soit x € F;. On peut Iécrire x = 22:1 xrex et on a (la famille des ey étant orthonormée)

i i
(u(@)le) = Y anaf < i Y @} = aifjal|?
k=1 k=1

avec égalité pour x = e; par exemple. On a ainsi

max U\T)|T) = Oy
peiiax (@) = as

III.2.2 Soit x € G;. On peut Décrire x = Y }'_. xrey et on a (la famille des e, étant orthonormée)

n n
(u(z)le) =Y apaf > i Y o} = ailja||?
k=t k=i

avec égalité pour x = e; par exemple. On a ainsi

min u(x)|r) = o
xeGi,nzn:l( (@)l) = o

IT1.3 Soit F' de dimension 4. Par formule de Grassman,
dim(F N G;) = dim(F) + dim(G;) — dim(F + G) =n+ 1 —dim(F + G;) > 1

et FNG; #{0}. D’apres la question précédente (u(z)|xz) > «; pour z unitaire dans G et donc
a fortiori dans G N F;. Comme il existe un tel = (puisque F' N G; contient une droite) on a

ma u(x)lx) > oy
xeF,”;ﬁ:l( (x)|z) = i

et comme ceci est vrai pour tout sous-espace I’ de dimension ¢ (la borne inférieure est le plus
grand des minorants et «; est un minorant)

a; < inf max (u(z)|x
T e e w {xeF,uz=1( ) )}

Pour F' = Fj, on a vu que le minorant trouvé est atteint. C’est donc en fait la borne inférieure
et, mieux, le minimum :

oo e o ()
dim(F)=1t

II1.4.1 On note uy 'endomorphisme de R canoniquement associé & uy. Siy € R, on note Y la
matrice colonne associée (coordonnées dans la base canonique).
Soit F” un sous-espace de R"~! de dimension n—i. Onnote F = {z = (z},...,2/,_1,0)/ (¥},...,2},_,) €
F'}. F est un sous-espace de R™ isomorphe & F’ et donc de dimension n—i. Si 2/ € F’, on note
x € F 1’élément associé. Un calcul par blocs montre que

Vo' € F', (up_1(2")|2") =" X' My, 1 X' ="' XM, X = (un(x)|z)
et donc (||lz]| =1 ssi ||2/|| = 1)

min up_1(2)|2) = min  (up_q(2)|x
z/GF,7||$,||:1( k—1(2)|2") xeF,||z||=1( k—1(7)]7)

Avec le résultat admis, le membre de droite est inférieur a ;11 et donc

. / /
min up—1(z)x') < oy
pehin, (e (@)]e) < @i



Ceci étant vrai pour tout sous-espace de dimension i de R"~!, la question ITL.3 (utilisée avec
up—1) donne alors

Bi < aiq1

Soit maintenant F’ de dimension 7. Avec les mémes notations,

/ /
max up—1(z')|r’) = max (ug—1(z)|x) > oy
e @) = mex (o @le) 2 e
et donc
Bi >
I11.4.2 1l suffit d’utiliser la question précédente avec i = 1,...,n — 1 pour obtenir

o <B<ar< - <apq <PBho1 < ay

II1.4.3 Les (; sont les racines de QQ,,_1 = P,_1 et les «; celles de @),, = P,. La question précédente
permet immédiatement de conclure.



