Correction MATH I PC Mines 2017

I. Premiers pas
1. Les événements ({Sy = i});=1,... 5 forment un systéme complet d’événements, donc d’aprés la
formule des probabilités totales : P(Sk41 = 1) = »_ P(Sk41 = 1Sk = j)P(Sk = j).

j=1
Or, le réel P(Sk41 = 1|Si = j) est indépendant de k; on peut donc le noter by; :

P(Sy11=1)= Zblj Sk =17)

’P(SkH = 1) s’écrit comme une combinaison linéaire des (P(Sk = j));j=1,- 5 ‘

2. 11 existe de méme pour tout ¢ =2,--- ,5 des réels b; 1, -+ ,b; 5 tels que :

Sk+1 = Z

H'Mm

dot : (Xps1)i = P(Spp1 = 1) = E:buf)sk—j }:1ithj=(3x@p

’La matrice B := (b;; = P(S1 =i|So = j))i; est telle que BXy41 = X, pour tout k € N.

1
3. On consideére le vecteur U := | | | de la partie II1 :
1
'BU; =Y bijjui =Y P(S1 =iy =j).1=1=Ujie 'BU=U.
i=1 i=1

’Le vecteur U est un vecteur propre de la matrice ‘B pour la valeur propre 1.

4. Montrons par récurrence sur k € N que X = X
— Initialisation : Trivial
— Hérédité : Soit k£ € N tel que X, = Xo.
Alors

X1 = BXy = BXj

0 1/3 1/3 1/3 1/3 1/4
1/4 0 1/3 0o 1/3| [3/16
=l1/4 13 0 1/3 0 |.]|3/16
1/4 0 1/3 0 1/3| |3/16
1/4 1/3 0 1/3 0 3/16
1/4

3/16

= 13/16 | = X,

3/16

3/16
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5.

— Conclusion : Pour tout £ € N, X}, = Xj.
Donc, pour tout k,i € N, P(S, = i) = P(Sy = 1).

’Les variables aléatoires (Sj)y sont identiquement distribuées. ‘

On remarque que P(S; = 1|Sy = 1) = 0 et que P(S; = 1)P(Sy = 1) = P(Sp = 1)*> = 1/16.
Cette observation permet de conclure que :

’Les variables aléatoires Sy et S1 ne sont pas indépendantes. ‘

II. Convergence dans M, (R)

6.

10.

Soit # € ker(u — Ig). On a : u(z) = = d'ott u*(x) = u(z) = x et par récurrence immédiate,

ul(z) = x pour tout [ € N.

=
D’ou ri(x) = T2 T=¢T. (rg(x))g est donc la suite constante égale a x :
1=0

li =
i ) =

Soit z € Im(u — Ig). 1l existe a € E tel que : © = u(a) — a d'ott u(z) = u?(a) — u(a) et par
récurrence immeédiate, u'(z) = u'T!(a) — u'(a) pour tout I € N.

k —
D’ou 74 (z) = 2w-a (ali e

2]ja]

(somme téléscopique). Donc ||rg(x)] < ——
k k—+o0

lim 7,(x) =0g
k——+oo

Soit © € ker(u — Ig) NIm(u — Ig). On a d’une part r4(x) W 0 et d’autre part b © d’ou
—4o0 —+00

2 = 0g. Donc ker(u — Ig) NIm(u — Ig) = {0}

Posons F':=ker(u—Ig)®Im(u—Ig). Alors dim(F') = dim(ker(u—Ig))+rg(u—Ig) = n d’aprés

le théoréme du rang. D’ott F' = E ce qui conclut :

’E :ker(u—IE)@Im(U—IE)‘

Soit z € E. 1l existe un unique p(z) € ker(u — I) tel que z — p(z) € Im(u — Ig).
rr(x) = rr(p(x)) +re(z — plx)) — p().
~—— ~——\—— k—>t0o

—p(z) —0g

Pour tout x € E, la suite (r(x)), converge vers p(z) ol p est la projection
sur ker(u — Ig) parallelement a Im(u — Ig).

Soit u € L(R™) 'endomorphisme dont la matrice dans la base canonique est A. u vérifie
[lu(2)] < ||z|| pour tout € R™ donc on peut définir p la projection sur ker(u — Ig) paral-
lelement & Im(u — Ig) comme précédemment.

D’aprés ce qui précéde, on sait que pour tout X € R" on a : R X k—+> PX ou P est la matrice
—+00

de p dans la base canonique.
En particulier, P? = P.

0
k
: jo) DPij
Pour X = [ 1] ou le 1 est sur la j-éme ligne on a 1’égalité : : k—+> : |. Donc la
: e :
: RS?) Pnj
0

suite (Ry)x converge vers la matrice P coefficient & coefficient.

’ La suite de matrices (Ry)) converge vers une matrice P telle que P? = P.
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I1I. Matrices stochastiques

11. On a les équivalences suivantes :

(4) e Vie[Ln],> ajl=1

j=1

& Vie HI;HH,ZAU.U]‘ =U;
j=1

S Ve [[].,TLH,(AU% =U;

d’ou :

’A vérifie (4) si et seulement si AU = U. ‘

12. Soient A,B € £.
11 est évident que AB est & coefficient positifs donc AB vérifie (3).
De plus, ABU = AU = U donc AB vérifie aussi (4).

£ est stable par x ‘

13. Soit (A,) € EN telle que A,, — A pour une certaine matrice A € M,,(R). Montrons que A € £.
Les coefficients des matrices A,, convergent vers les coefficients de la matrice A et sont positifs,
donc par passage a la limite, les coeflicients de A sont aussi positifs. Donc A vérifie (3).

Par ailleurs, on a :
|U— AU = [[AnU — AU||
= [(An = AU
< [ An — Allop U]
————
—0
Donc |U — AU || —+> 0ie AU =U.
n—-+0oo

Donc A vérifie aussi (4) d’on A € €.

’ & est un fermé de M, (R) ‘

Soient A, B € £ et A € [0;1]. Montrons que C:= XA+ (1 - A\)B € €.

11 est clair que C' est a coefficient positifs, donc C' vérifie (3).

De plus, CU = MAU + (1 — \)BU = AU + (1 — \)U = U. Donc C veérifie (4).
Donc C' € £ d’ou :

’ € est un connexe de M, (R) ‘

14. Soient A € £ et X € R". . . .
Soit i € [Iin]. Ona: [AX;| =D aia;| <Y lagl o] <Y ai [ Xloo < [1X]4 -
j=1

j=i j=i
——
=1
Par passage a la borne supérieure, on en déduit 1'inégalité souhaitée :

VACE, VX ER”, [[AX|w < [X]o-|

T
15. Soit X = | 1 | € ker(A? — I,,). Soit s € [1;n] tel que z; = [ X[ On a APX = X d’on
Tn,
0, ~
xS:Zasi T; i.e. 0:Zasi (s —25) .
i=1 =

>0
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16.

17.

18.

19.

20.

En effet,z ag’;) =1car AP € £ ( A€ € et € est stable par x).
i=1

On en déduit que pour tout ¢ € [1;n], a®

s

(xs — x;) = 0 et puisque ag};) # 0 par hypothése
Zs
sur AP, onaxzy —x; = 0. X est de la forme : X = | ! | = 2,U donc X € Vect(U). D’ou
T
ker(AP — I,,) C Vect(U) ce qui implique dimker(AP — I,,) < 1.
Réciproquement, comme U € ker(AP—1I,,) car AP est stochastique, on a aussi Vect(U) C ker(AP — I,,).
D’ou ker(A? — I,,) = Vect(U) ce qui permet de conclure :

’dimker(Ap —-I,)=1 ‘

Soit X € ker(A—1I,). Ona A2X = A(AX) = AX = X et par récurrence immédiate, A?X = X.
Donc ker(A — I,,) C ker(AP — I,,) = Vect(U). Par ailleurs, on a U € ker(4A — I,,) donc on a
I'inclusion inverse Vect(U) C ker(A — I,,).

’ker(A —I,) = Vect(U) ‘

Soit £ € N.

1
Toutes les matrices A' pour I € N sont a coefficients positifs donc %(AO 4 - AR est a

coefficients positifs : Ry, vérifie (3).
Toutes les matrices A’ pour | € N sont stochastiques, donc A'U = U pour tout [ € [1;k—1] :

k—1 k—1
1 1
RLU = = ;:O: AU = - ?:O U = U : donc Ry, vérifie (4).

]VkeN, Rkeg\

D’aprés la question 14, [[AX |loo < || X||oo pour tout X € R™ donc A vérifie 'hypothése de la
question 10. Celle-ci nous permet d’affirmer que la suite (Ry), € EY converge vers une matrice
P. D’aprés la question 13, £ est fermé donc P est stochastique.

Enfin, la question 9 nous dit que P est la matrice de projection d’image ker(A — I,,) qui est de
dimension 1 d’aprés la question 16.

La suite de matrices (Ry) converge dans M,,(R) vers une matrice P,
stochastique, de rang 1.

Chaque colonne de la matrice P peut étre vue comme la matrice colonne d'un vecteur de son
image.

aij
Or, ImP = ker(A — I,,) = Vect(U) donc pour tout i € [1;n], il existe \; € R tel que | : | = \;U.
Gnj
M| A
DouU=| :|...| ¢ |=ULouL=\--\)€EM,R).
A || A

n
Comme P est stochastique, la somme des coefficients de chacune de ses lignes vaut 1 i.e Z A=1
i=1
d’ott :

’ P s’écrit P = UL ou L est une matrice-ligne stochastique. ‘

Soit X € R*. (PA— P)X = P(A—1,)X =0 d’'ott PA— P =0,,.
—_———
€Im(A—1I,,)

PA=P
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21.

22.

IV.

23.

24.

Montrons que L vérifie LA =L :
Ona:PA=Pie ULA=UL dota UULA="UUL donc UL = L.
<~ =~

=n =n
Montrons maintenant que L est la seule matrice-ligne stochastique vérifiant cette égalité :

Soit I’ une matrice- ligne vériﬁant L'A = L'. Alors L' vérifie aussi L’A! = L' pour tout
k—1
1
1 _ P _ — ! / 34 .
leN. Donc L'R;, = E L'A - E L kjm L'P. Nous venons donc d’établir

=0
que L'UL = L' i.e. L' L.
=1

’ L est la seule matrice-ligne stochastique vérifiant LA = L.

Supposons par I'absurde qu'il existe j € [1;n] tel que A\; = 0

En utilisant Pégalité LA? = L on obtient : \; = 0 = Za(p))\ donc pour tout i € [1;n],
——

=1
>0

a;; A; = 0. Donc Ay = --- = A, = 0 ce qui est absurde car vecteur ligne nul n’est évidemment

>0
pas stochastique.

Les coefficients de L sont tous strictement positifs.

AU = U car A est stochastique et U # 0 d’ou :

’ 1 est valeur propre de A.

Application au labyrinthe

On considére le vecteur Xy donné a la question 4. BXy = X, donc 'XgA4 = 'X,. Or ‘X, est un
vecteur-ligne stochastique, donc d’aprés la question 20, ' Xy = L ou L est tel que P = UL. Ainsi,
1

P=|:|.(1/4 3/16 3/16 3/ 3/16) :

1/4 3/16 3/16 3/16 3/16
1/4 3/16 3/16 3/16 3/16
pP=|1/4 3/16 3/16 3/16 3/16
1/4 3/16 3/16 3/16 3/16
1/4 3/16 3/16 3/16 3/16

Se donner une loi de probabilité sur [1; 5] revient & se donner une matrice -colonne stochastique
de taille 5. On cherche V' € M5 1(R) tel que X} =V pour tout k € N.

Raisonnons par analyse-synthése.

Soit V un tel vecteur. Alors V = X; = BXy = BV donc 'VA = V et d’aprés la question 20,
% = L car 'V est une matrice-ligne stochastique.

Réciproquement, L vérifie LA = L d’ott B 'L = L. Si on prend X, = ‘L, alors on aura bien
X = X pour tout k € N.

11 existe une unique loi de probabilité sur [1; 5] telle que les variables
aléatoires (Sk)y soient identiquement distribuées et il s’agit de la loi donnée
par le vecteur ‘L associée & A.

* % ¥ Fin de la correction * *
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