Corrigé de I’épreuve Mathématiques, Mines-Ponts II, 2025, filiére PC.
Version provisoire du 27/04/2025

Laurent Bonavero - Lycée Champollion (Grenoble)

Avertissements : ceci n’est pas LE corrigé mais UN corrigé.
Il y a dans tous mes corrigés des erreurs potentielles ou des choses qui ne sembleront pas claires...me
contacter le cas échéant !

Etude des séries congruo-harmoniques alternées

Préliminaires

—1)k
(1) La suite ( ) est décroissante de limite nulle : la série E (=1) est donc convergente
k>0

pk+q pk+q
d’aprés le critére spécial des séries alternées.
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de ¢t

= — = (—1)"“/ dt |
(3) On a d’une part
1
dt

—— =1In(2

LT @

et d’autre part

1tn+1 -1 1
og/ dtg/t”“dt: = 0
o 1+t 0 n+ 2 n—+4oo

Si1= ngrfoo $11(n) =1n(2) +0=1n(2) |

On en déduit que

(4) On a
—+oo
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j=kte-1 LGt
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1 Expression de S, ; sous la forme d’une intégrale

(5) Pour tout ¢t > 0,

I(H”l)anq
= h(z,t) = ———
x (x,1) T
est continue sur le segment [0, 1] donc
1
I,.t)= [ h(z,t)dz

0
est bien définie. De plus, pour tout z €]0, 1],
o (tH1)a 4 In(z)

t— h(z,t) = BT

est continue sur R*, de méme (méme si c’est inutile en travaillant sur ]0,1]) que
t— h(0,t) =0.
De plus,
vt € RT, Vo €[0,1], 0 < h(z,t) < p(z) = 1.

La dominatrice ¢ étant indépendante de t et intégrable sur [0, 1], le théoréme de continuité des
intégrales a paramétre affirme que

t + I, ,(t) est continue sur R |

(6) On a

1 _(n+1)ay, 1 1
0 <1I,4(n) :/ Y " < / gt ady = — 5
' o 1+ a%a 0 (n+Dap g+ 1 nstoo

Et donc

lim I,,(n)=0]|

n——+4oo

(7) On a de suite

n

Z(fxapyq)k — M .

1+ x%.a
k=0 +

En intégrant l'identité précédente entre 0 et 1, il vient

o (—l)k /1 dl’ +1 /1 x(n""l)ap,q /1 dx
7= | T, D" T dz= | ——— 4 (1) 4(n).
];) kapﬂ + 1 0 1 + x%p.q ( ) 0 1 + x%p.a 0 1 + x%.q ( ) p;‘]( )

Or,

~ (-1)* ~ (-D* ~ (—1)*q
kzzokap,q"'l ,;)kp/Q+1 k;)k‘p—l-q P
En combinant ces deux résultats, il vient

rat =4 ([ 52 o) |

(8) On en déduit de suite a 'aide de (6) que
. 1Y dx 1 [t de

Spg=_lim ¢p4(n) = */ T . */

0 0

n——+o0o q 1+ x%.a q 1+ xp/a’

Effectuons le changement de variables ¢t = 2% ou encore z = ¢?. Comme dz = qt9~ " d¢, il vient

1 [t q! bogat
sp,qu/ 1 dt:/ dt
C] 0 1+tp 0 1+tp




2 Calcul des S, , dans trois cas particuliers

(9) Pour (p,q) € Ey1, on a

“+o0 “+o0
(—1)F 1%k o1 In(2)
S == S = = — — 7S = .
p.q p,p ];:O: pk +p P ];:O E+1 p 1,1 p

(10) Comme (p,q) € E», il existe un entier [ tel que ¢ = Ip. On a alors

6, - S

P pk + Ip

On a donc le résultat demandé avec ‘ Ap,g)=1l=q/p ‘

(11) Le polynéme X? + 1 est scindé a racines simples sur C et ses racines sont les racines p-iémes de
—1. Elles sont de la forme

Wp,k = ¢TIk /e — ICRANT/P gyec | e ﬂovp - 1]]'

Si p est pair. Alors —1 ne fait pas partie de ces racines, aucune de ces racines n’est réelle et elles
viennent par paires (wp i, wpx) avec k € [0,p/2 — 1]. La décomposition en éléments simples de la
fraction F'(X) est alors de la forme

p/2—1

F(X)= > %

k=0

b, Ch

+ —.
—wpk X —Wpk

La fraction F(X) étant & coefficients réels, I'unicité de la décomposition en éléments simples
implique alors que c; = by.

Si p est impair. Alors —1 fait partie de ces racines (elle est obtenue pour k = (p — 1)/2), les
p — 1 autres racines sont non réelles et elles viennent & nouveau par paires (wp x,Wp %) avec k €
[0, (p—1)/2 —1]. La décomposition en éléments simples de la fraction F(X) est alors de la forme

R T 5
F(X)= .
( ) X+1+ kz:;) X—wp,k+X—wp’k

La formule demandée par I’énoncé couvre les deux cas en méme temps et découle de ce qui précéde
en observant que

1—(=1)? [ 0sip est pair
2 ~ | 1sip estimpair
et que

| p/2 sip est pair
wp/2 = { (p—1)/2 si p est impair.



(12) Dans le cas ot p est impair, alors
ap = [(X + 1)F(X)](—1).

Or
p—1
XP41=(X+1)) (1P 1FxF
k=0
donc
(1 (1
ap = [(X + DF(X)](-1) = 5= YRS :
De méme,
b = [(X — wp ) P(X)] () = w5 2 o]
’ - PR X 1) — (X7 4 Dlwgal |
On est ici dans le hors-programme ou au moins a extréme limite du programme !! On a
(I‘p + 1) -0 o p ’ o p—1
g T X k) =
Et donc
wq?
be = [(X — wpe) F(X)](wp,k) = péfl
bwy, i
Comme wg, r = —1, on en déduit finalement que
b= Lot = Laekrnmm Lo oeca — 2k 11
k= ——wp = pe = pe avec O, = 2k + 1)7/p|.
p

(13) On en déduit que

Lp/2.—1

I— (=P (=17t 1 1 et
PO == s 2 (%
p k=0 - wp,k
Puis,
eta0%k e~ 190 a0k e 40k
X—wpr X —Wpk X ot T X et

Et finalement

N e*iqek )
X — Wp k

(eiqak 4 e—quk)X _ (ei(q—l)ek + e—i(q—l)ak)

X2 —2cos(0;)X +1

5 cos(gb;) X — cos((q — 1)6y)
X2 —2cos(0)X +1

Lp/21—-1
F(X) = 1— (=P (==t 1 2 p/z: cos(qfx) X — cos((q — 1)0},)
2 p X+1 p &= X2 —2cos(0k)X +1
(14) On a
Lp/2a—1 Lp/2a—-1 Lp/2.—1

Z cos(qgfr) = Re

= Re (ei‘”/ p

- Re(

k=0

Z ela(2k+1)m/p

1— (eziqﬂ_/p)Lp/2_l

1— 627,'q7r/p

1- (e2iq7r/p)Lp/2J>

—2isin(gm/p)

-1 Re (z (eziqﬂ/p) Lp/QJ) '

2sin(gm/p)

Re | ef97/P Z (6211177/17)’c

k=0

1— 2igrm/p Lp/24
Re( (em/7)

e—1am/p _ piqm/p

1

2sin(gm/p

(0= ()™))



Si p est pair|, alors
Lp/21—1

. Lp/24 4
(62“”/1’) =¢'"" = (—-1)? € R et donc Z cos(gby) = 0.

k=0
Si p est impair |, alors

. Lp/22 . . . Lp/22 .
(62“”/1’) - e dP=17/p — (—1)’16*“”/” et Re (z (teq”/p) : ) = (—1)Re (ie*’q”/p) = (—1)%sin(gr/p).

Et donc
Lp/21—1 g+l
Z cos(qﬁk)—( Y
2
k=0
(15) A T’aide de (8) et (13), on a
1 1 (—1P (1)t [t 9 P 1
S = F(t)dt = dt — Fp(t)dt
v = | P e [ > [ A
_ Lp/2.—1 1
Lt 2
= In(2) — — Fi.(t)dt
I U
1\ (_1\g—1 Lp/2.—1
_ 1 (2 V" (1) In(2) 22 Z (cos(q@k)ln(Qsin(Qkﬂ)) ——(p—1-2k) sin(q@k)>
b Y
— Lp/2a—1
) e R B
= In(2) — —In(2 cos(qb
sy e ) 3 cola
1 Lp/2a—1
+- Z (W(p — 1 —2k)sin(qbx) — 2 cos(qb) ln(sin(@k/2)))
Y p
— Lp/2a—1
) e R B
= In(2) — —In(2 cos(qf
sy ) - ) 3 cola
1 (= Lp/21—1 Lp/2.—1
+-1 - Z (p—1—2k)sin(qby) — 2 Z cos(qf) In(sin(6x/2)) | .
p p k=0 k=0
Or, si p est pair, on a d’aprés (14)
_ Lp/2.—1
- e o2 oo
5 5 1n(2)—p1n(2) };} cos(gfr) =0—0=0
et si p est impair
_ Lp/2.—1 _
1- (=17 (=1t 2 " ooy (DT (=1t
5 ) In(2) — pln(Z) > cos(gbr) = ) In(2) - ~——1n(2) =0
k=0

Dans tous les cas, on a bien

Lp/24-1 Lp/2.—1
Sp.q = 11) (W Z (p— 1 —2k)sin(qfy) — 2 Z cos(q@k)ln(sin(ek/Q))) .

p k=0 k=0

(16) On en déduit brutalement a I’aide de (15) que

So 1 = % (g sin(m/2) — 2 cos(m/2) 1n(sin(7r/4))) =

s
4 5




et

™

Ss1 = % (%ZSin(W/S) — 2cos(7/3) 1n(sin(7r/6))> - % (\7/% - ln(1/2)> - % (\/g n ln(2)> :

Résultats confirmés par un calcul direct

1 1
dt T dt
Sor= [ —E —arctan(l) = T et Sy, = =...
21 /0 Tz~ aretan(l) = et 83, /O 1+

3 Quelques calculs de probabilité

(17) On a de suite
A, = ([L,n] N EY), B, = ([1,n] N E3) et Cp, = ([1,n] N E5)
puis
E,=[Ln]nE=(1,n]NnE)U([l,n]NnE)U([1,n] N E;3) =A,UB,UC,.
(18) On a

u 1 11
(An) =S P =RPlg=k) =3~ x =
k=1 k=1
Les entiers p et ¢ jouant un réle symétrique, on a
n—1

P(Cy) = %P(p £q) = %(1 ~P(p=q)) =

(19) On a
B, =Jw=Fkq=1k),
(k,1)
la réunion portant sur tous les couples (k, 1) d’entiers entre 1 et n tels que 1 <1 < n/k, c’est-a-dire
I € [2,un/kJ]. On a donc & nouveau par incompatibilité et indépendance

n wn/ky 1 1 n 1 n 1
P(B"):ZZ EZEZ(Ln/kJ—l):EZLn/kJ—E.
k=1 1=2 k=1 k=1

On en déduit par incompatibilité que

1 n
P(An U Bn) = — > in/kal|
k=1

(20) Par comparaison série/intégrales (laissée au lecteur), on a
VneN* 1+1In(n) > H, >In(n+1)=In(n) +1n(l +1/n)

et donc

H, ~ lIn(n)|

n—-+00

(21) On a pour tout k,
n/k—1<.n/ki<n/k.
En sommant ces inégalités, il vient

nH, —n< ZI_TL/:ZCJ <nH,,
k=1



puis
H, -1 H
~— <P(A4,UB,) < —
n

et enfin a P’aide de (20) et du théoréme des gendarmes pour les équivalents,

P(4,UB,) ~ 20|

n—-+oo n

(22) On en déduit de suite a Paide de (18) que

1
lim P(E,)= lim P(C,)==|
A Pl = Im P(C) =3
4 Vitesse de convergence des S, ,
(23) On a
Lo(n) = ' s L ymrn-1 g,
pq s=antl Jo 14 s/t n 41

1 L gopq—1+1/(n+1)
= / ds.
n—+1 0 1 + sap,q/(n+1)

Pour s €]0,1] et n € N, posons
§Op.q—1+1/(n+1)

fn<s> =

Chaque f, est continue et pour tout s €10, 1],

lim  fo(s) =

n—-+00 2

1+ §%p,q/(n+1) °

Sap)q—l

De plus,

Vs 6]07 1]7 VneN, 0< fn(s) < sOral = ‘P(s)
Comme oy, s —1 > —1, @ est intégrable en 0 donc intégrable et indépendante de n. Par convergence
dominée, on en déduit que

1 §%.q—1+1/(n+1) 1 g%p.q—1 1
lim ——ds = / ds = .
n—+oo J 1+ §%p,q/(n+1) 0 2 2ap,q

Et donc
1

~Y .
n—+oo 2nayp 4

Ipq(n)
De 14,

1 1

1
szq(n) = glp,q(n)

n—to0 2nqay, 4 2np

(24) D’apreés (7) et (8),

_1)n
Pp,g(n) = Spq = ( q) Ipq(n).
On en déduit que
Pp,q(n+1) — Spq -~ _ 2np ~ 1
Ppg(n) — Spq | notoo 2(n+1)p notoo

ce qui signifie que la vitesse de convergence de la série congruo-harmonique alternée est
pour tout couple (p, q).




