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(Dude de l'épreuve : 4 heures) 

CONCOURS D'ADMISSION 1991 

HATHEMATXOUES 

du oroblerne est d'étudier une armlication 3, L'oblectif - dite tronsforinnt ion de Foclrier discrete 

Dans tout le problbme, la lettre n désignera un entier supérieur ou égal B 2 et on 
adoptera les notations suivantes : 

a) Sdit n un entier naturel différent de O ; soit k un entier relatif ; unk désigne le 
nombre complexe obtenu en Blevunt (lin = cxp(2i.rr/i i)  B lu puissance k 
On rappelle que la somme des nombres colnplexes unPk où p est un entier relatif donné et 
k un entier qui varie de O B n-1 vaut n ou O suivant que p est divisible par n ou pas. 

(ono = 1) . 

p) Soit En l'espace vectoriel, de di incr islor i  II. des polynhes complexes da degr6 inférieur 
ou Bgal & n-1 . 
La base canonique de En est l a  su i t e  tlcs polynômes el, j = O, 1,. , . ,n-1 , e, (x )  = x j .  

n-1 n- 1 
p(x> = c akxk , Q(x) = c bkxk . 

k=O k=O 
'Y) Solorit  P et: Q duux dl6111u11t Y t l u  K,, : 

n- 1 

Désignons par P T Q  le polynôme : k=O 
p T Q(X) = akbkxk ' 

- n- 1 

k=O 

- - 
et par P le polynôme : ~ ( x >  = C akxk . 

l0) Démontrer que l'espace vectoriel En est une algbbre, lorsqu'il est muni de la loi de 
composition T . 
soit (En ,T ) cette alg8bre. 
Préciser pour les entiers j et k, j = O, 1, 2 ,.... n-1, k = O, 1, 2,. . . ,  n-1, ejTek. 

2') Soit un l'application linéaire de En dans lui-méme définie par les relations : 

un(eo) = e, ; pour 1 < k 4 n-1 , Un(ek) = en-k . 
a) Démontrer que cette application u,, est un morphisme de l'algèbre ( E n ,  T ) . 

Quelle est la matrice Un associke B un dans la base canonique de En ? 
(il sera commode de numéroter les lignes et les colonnes comme les vecteurs de la ' 
base de O B n-1). 

b) Démontrer que un est l'application qui fait correspondre B un polyn6me P de En 
l'unique polynôme Q de En tel que, pour tout entier k, O ,< k < n-1 : 

Q(onk) = €'(un-') . 
c )  Ddmontrer que l'endomorphisme unZ (compos6 de un avec lui-même) est l'application 

identité. En déduire les valeurs propres de q,. 

Préciser les sous-espaces propres en discutant suivant la parité de n : n = 2p OU 
n = 2 p + 1 .  

TOURNEZ S'IL VOUS PLAIT 
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3 0 )  Soit Fn l'application linéaire de En dans lui-mëme définie par la relation : 
n-1 

fi k=O 
Fn(P)(X) = - c P(wnk) xk . 

a) Déterminer la matrice F associée B l'application Fn dans la base canonique de En . 

Préciser l'élément F i j  de cette matrice (il sera commode de numéroter les lignes et 
les colonnes comme les vecteurs de la base de O n-1) . 

2 
b) Démontrer l'égalité : Fn = un . 

En déduire que l'application Fn est une bijection. 

c) Soient P et Q deux polynômes de En ; démontrer que pour tout entier 
p = O ,  1, . . . ,  n-1, il vient : 

d) Déterminer les valeurs propres de l'application Y,, ; 
pour chacune d'elles donner au moins un élément propre 

4 O )  Soit ( 1 )  l'application, définie dans Enx En A valeurs dans C , qui au couple de - 
polynômes (P, Q) associe le nombre complexe : (PIQ) = P T Q(l) . 
a) DBmontrer que cette application est un produit scalaire. 

b) Calculer, pour des indices J ,  k entiers variant de O B n-1, les produits scalaires: 

(el iek) . (ej IFnek) , (Fnej lFnek) . 

c)  Soient P et Q deux polyn6mes de E n ,  démontrer que, pour tout entier k variant 
de O A n-1. il vient : 

d) Retrouver le résultat de la question 3 O ) c )  : 

Pour tout couple de polynômes P et Q de En et tout entier k O 4 k 4 n-1 : 

5 O )  Soit a(, k = O ,  1, 2 ,  ... une suite de nombres complexes ; la série de terme gen6ral 
lak I .est supposée convergente. 

O0 

Soit f la fonction définie par la relation : f(z) = 1 akzk . 
k=O 

a) Démontrer que la fonction f est définie pour les nombres complexes z tels que 
l z l  G 1 . 
Etablir que la fonction 8 n f(e2ire) est continue sur [ O ,  11 . 

A SUIVRE Soit p un entier positif donn6, démontrer : 
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n-1 
P,(x) = 1 akXk . 

k=O 
Soit P, le polynôme défini par la relation : 

1 
b) Démontrer la relation : lim - Fn(Pn) (O,-) = ap 

n- G 
. 

6")  Soient a, et b, les applications linéaires définies dans En par les relations, 
pour tout j , O 4 j < n-1 : 

n- 1 

k=O 
2 ~ j  

a,(ei) = 1 cos[_) ek ; b,(ej) = 
n-1 

sin(?) ek . 

a) Démontrer que ces applications linéaires a, et b, s'expriment au moyen de 
l'application Y,, définie A la question 3 O )  et de l'application F,,* définie par 
les relations : 

Fn*(ej) = F,(ej) , j = O, 1,. . . , n-1 . 

Calculer F, 0 F,* ; caracthriser 3in* . 

b) En déduire les expressions de a,' , b,' , a, 0 b, en fonction de l'application 
identique 1, et de l'application un définie A la question 2 " )  . 

c>  Calculer les produits scalaires : (a,(ej la,(ek)) , (a"(ej 1 Ibn(ek)) 
et (b,(ej)lb,(ek)) ; j, k = O, 1 , . . . ,  n-1 . 
Préciser les résultats suivant la parité de n ; n = 2p , n = 2p + 1 . 

d) Determiner les rangs r(a,) et r(b,) des applications a" et bn 

7 O )  Soit d une application linéaire de En dans lui-même telle que'les images des vecteurs 
de base ei sont obtenues en fonction de l'image d(e,) de e, par les relations : 

d(ei) = ni d(e,) , i = 1, 2 , . . . ,  n-1 
où n est l'application de En dans lui-même définie par : 

"(en-, = e, , n(ei ) = ei+, pour i = O, 1,. . . , n-2 
et mi est la composée i-fois de 1 avec elle-même. 

L'application d est dite périodique. 

a) Exprimer les éléments Di i  de la matrice associée A d en fonction des coordonnées du 
n- 1 

j =O 
vecteur d(eo) : .  d(eo) = diej . 

Il sera utile de désigner par p la classe des entiers congrus a p modulo n . - 

b).Dbmontrer que l'application 3$d F, est diagonale ; c'est-A-dire : 

c d  Fn(ei) = Xiei , i O ,  1 , . . . ,  n-1 . 

FIN DU PROBLEME 


