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Soit la fonction définie par la relation : ((x) = x~ . Il est admis que cette fonction 
n=l  

est définie et continue sur la demi-droite ouverte J 1, M[. 

L'objet de ce problème est de caractériser, sur l'intervalle 1 = 1-1, 11, la somme F(x) de la sé- 
GUk rie entière de terme général - ((k) xk, k 2 2 ; elle est définie par la relation : k 

W 

F(x) = x - c ( k )  (-Ok x k . 
k 

k=2  

Dans la première partie un calcul explicite donne la valeur de F( 1) en fonction de la constante 
d'Euler y. L'objet de la deuxième partie est d'exprimer la somme F(x) lorsque le réel x appartient à 

l'intervalle 1 en fonction de la constante d'Euler et d'une fonction G dont une propriété fonction- 
nelle est établie ri la troisième partie. 

Dans tout le texte nous usons des notations suivantes : 
pour tout entier naturel k, (Pk désigne la fonction définie sur la demi-droite fermée [O, -[ par la 

relation : 

L'expression [x] désigne la partie entière du réel positif x ; c'est l'entier naturel vérifiant la 
double inégahté : [ X I  5 x < [XI + 1 .  

pour tout entier k. supérieur ou égal 2. Sk et Tk désignent les intégrales impropes ci-dessous : 
C W  
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Première partie 

1- 1') Convergence et calcul de l'intégrale eénéralisée Sk : 
a .  Étudier la convergence des intégrdes impropres Sk et Tk. 

b .  Expnmer le rCel Sk B l'aide de L(k) en considérant, par exemplz, la série de termc gcneral 

fn(k). n = 1.2 ..... défini par la relation ci-dessous : 

pour tous entiers n et k. n 2 1 . k 2 2 : 

1-2") Convergence des séries de termes généraux (- 1 )k sk. k22, (-- 1 )k Tk, kr? : 

a .  Démontrer que la sirie de terme général (-l)k Tk, k 2 2 ,  est absolument convergente. 

b .  Démontrer que la série de terme général ( - l )k  s k ,  k 2 2, est convergente. 

Soient S et T les sommes de ces séries : S = x(-l)k Sk : T =  c(-l)k Tk 
k=2 k = 2  

c .  Déterminer la relation qui lie S et T ; la relation ln2 = est admise. 
- P  p=l 

1-3') Exnrcssion de T à l'aide d'une intégrale : 
Soit cp la fonction définie sur la demi-droite (2, -[ par la relation : 

[ X I  

Démontrer que l'intégrale impropre de la fonction cp étendue B la demi-droite [ 2. -4 est 
convergente. Exprimer le réel T en fonction de l'intégrale de cp sur cette demi-droite. 

cp(x> = 
x2 ( l+X)  

1-4") Calcul de S : 
Soit (hn)nZl la suite des réels dkfinis par la relation : 

pour tout entier n strictement positif, hn = - - In( 1+-). 
1 1 
n n 

a.  Établir la convergence de la série de terme général hn, n > l .  La somme H de la série est 
W 

donnée par la relation : H = C h , .  
n = l  

b.  Déduire des résultats des questions 1-2O.c et 1-3" l'égalité entre les deux réels H et S. 

Soit (cn)n>l la suite de réels définis par la relation : Cn = 2; - ln(n) . Il est admis que cette 
p=l 

suite est convergente et que sa limite est la constante d'Euler 'y. 
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c .  En exprimant, par exemple, hn à l'aide de l'expression cn+l - Cn, calculer H à l'aide de la 
constante d'Euler y. En déduire la valeur de F( 1 )  où F est la fonction définie dans le 

préambule. 

Deuxième partie. 

II- 1'1 Fonction Un, n >_ 1 : 

a. Considérons pour un entier naturel n donné, n 2 1, la série entière de terme général 
k 

Un,k(X) = ( y )  , k 2 2. Déterminer le rayon de convergence Rn de cette série. Préciser 

la convergence de la série aux extrémités -Rn et Rn de l'intervalle de convergence. Soit 
Jn l'ensemble des réels x pour lesquels la série de terme général Un ,k (X) ,  k 2 2, est 
convergente ; soit Un la fonction définie dans l'intervalle Jn par la relation : 

m 

k=2 

b .  Exprimer Un(X) au moyen de fonctions élémentaires. 

c.  Soit x un réel donné : vérifier qu'il existe un  entier N tel que le réel x appartienne à l'inter- 
valle Jn pour tout entier n supérieur ou Cgal ; N. Déterminer deux réels A et a tels que 

Un(x) soit équivalent à - lorsque n croît vcrs l'infini . 
A 

na  

11-20 Étude de la fonction1 : 
1 

li. D6montrer l'encadrement : pour tout rie1 x > 1 .  1 < r ( x )  I 1 + - 
x - 1  

b .  Déterminer le rayon de convergence de la sdric entière de terme général 7 ( 4 k  c(k)  xk, 

k22. Étudier la convergence aux extrémités de l'intervalle de convergence. Préciser 
l'ensemble de définition de la somme F(x) de cette série définie dans le préambule. 

11-3" Convergence de la série de fonctions Un. - n l l .  vers la fonction F : 
a .  Soit A un réel appartenant B l'intervalle ouvert 10. 11. Démontrer que la série des fonctions 

Un. n l l ,  définies B la question II-l'.a. converge uniformément sur l'intervalle [-A, 11. 

b .  Démontrer que pour tout réel x de l'intervalle 1 = 1-1, 11, la fonction F, définie au 
préambule, est la somme de la série de fonctions Un, n21, et qu'elle est continue. 
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Pour tout entier n strictement positif soit Gn la fonction définie sur la demi-droite ouverte 

1- 1, -[ par la relation 

11-4") Limite G de la suite Gn, n > 4 : 
En utilisant les résultats des questions 1-4" et II-3O.b, démontrer que, pour tout réel x apparte- 
nant à l'intervalle 1 = 1-1, 11, la suite de fonctions xH1n(Gn(x)), n21, est convergente et que 
sa limite est la fonction xHF(x) - y x. En déduire que la limite de la suite des restrictions des 

fonctions GI1 à l'intervalle 1 est une fonction G continue. 

Troisième partie. 

Soit x un réel différent d'un entier relatif (XE IR\Z). Soit f la fonction périodique, de période 
2n. dCfinic par la relation : pour tout réel t appartenant à [-n, n] , f(t) = cos(xt) . 

III- 1 ") Exnression de cotdxx) comme somme d'une série : 

3. Déterminer le développement cn série de Fourier réel de la fonction f définie ci-dessus. 
Préciser la convergence de la série trigonométrique obtenue et sa somme. 

3" 
L A  

b.  Soit la sirie dc fonctions de terme général vn(x) = , , n 2 1 ; démontrer que cette 
x - n -  

série est convergente et en déduire, pour x réel différent d'un entier relatif, l'expression de 
W 

cos( nx) 
X sin(nx) 

vn(x )  en fonction de 
11=1 

111-2". Relation ionctionnelle v6rifiée nar la fonction G : 
a. Démontrer que la série de fonctions de terme général Vn,  n 2 1. est uniformément conver- 

gente sur tout intervalle fermé K, = [-a. a] où a est un réel compris strictement entre O et 1 
( O  < a < 1). En déduire la relation : 

C U  7 
sin(x x) ) =  x l n ( 1 - 3 ) .  X L  pour tout réel x appartenant à l'intervalle IO, 1 [, ln( 

X X  n 
n =1 

b.  La lettre G désignant la fonction définie à la question 11-3". démontrer que la fonction, dé- 
linie sur l'intervalle [O, 11, par la relation xHG(x) G( 1-x) sin(nx), s'exprime de ma- 
nière simple à l'aide de la fonction x w x  (1-x). 

1 

2 
c .  Déduire du résulta: précédent la valeur de F( -) . 

FIN DU PROBLÈME 


