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On se place dans un espace affine euclidien orienté E de dimension 3. La
partie I étudie un cas particulier d‘un probléme général envisagé dans la
partie II, mais cette derniére (38 l'exception de II.3.a. et II1.6.) est
i1ndépendante de la partie I. Il sera tenu le plus grand compte des figures.

PREMIERE PARTIE

MATHEMATIQUES II
{4 pages dactylographiées)

FE est rappor%é a un repére orthonormal direct R, = (0 ; -i., j.. Tc). Les coor-
données du point générique de 1'espace étant désignées par x, Y, 2, on
considére le cercle T et les droites D et D' définis par les équations
suivantes :

:'x’a-y‘-2x=0 x =0 x = 4
c b {y=0 D {2=0

I.1. Un point Q décrit le cercle T' privé de O ; u désignant un vecteur uni-
taire de ia droite OQ, on pose :

-

u=cos8i+ sin®j) y U, = - sin @i + cos®j
La droite OQ coupe D' en un point R ; soit L le milieu de QR.

a) Donner un systéme de coordonnées polaires de L relativement & S) H I. -j.).
Tracer, sur une méme figure du plan (0'; I, J), ', D' et la courbe X décrite
par L lorsque Q varie ; on ne cherchera pas les points d'inflexion ded.

b) Soit A la médiatrice de [QR] et N son point caractéristique, c‘'est-
a-dire le point de contact de A avec son enveloppe fi. Donner les coordonnées
car+ésiennes de N relativement & (0 ; i, )) et relativement a4 (0 u. o ).

1
Montrer que fl est une parabole dont le foyer est le centre § du cerclel .

Tracer 1 sur la figure précédente.

c) Etablir que §1, QO et N sont alignés et que NR et Off sont paralléles.
Que dire du cercle de centre N passant par Q ?

I.2. Q décrivant toujours le cercle I' privé de O, on désigne par C le cercle
de diamétre {QR] situé dans le plan défini par Q et D (c'est-a-dire le plan
(5 ; -.-1.. ?)) ; lorsque Q varie, C engendre une surface S, .

Soit M le point défini par M=ruve+z K, ot r et z sont deux réels ;
19, r,z) est donc un systéme de coordonnées cvlindrigques de M. Montrer que M
appartient & s' si et seulement si la fonction

f(M) =F (@, r, z) = 20 + r’ - 2r(cos 8+

e) + B est nulle en ce point.

I.3. On admet que, pour tout point M de coordonnées cylindriques (8, r, z),
n'appartenant pas a D :

grag (M) = F; U+

a) Existe-t-il des points de S, ol le gradient de f soit nul ?

Feu, +sz

’

D) Soit M tel que OM = r U + 2 K ; on suppose que M appartient au cercle C
défini en I.2. Donner les coordonnées dans la base (U, G, , k) d'un vecteur
normal en M & 5, . En déduire que la normale & S, en M passe par le point N
défini en I.1.b.

¢) Montrer gque, lorsque M décrit le cercle C (cf I.2.), la normale en

ey \ M3
engendre un céne de révolution dont on précisera l'axe et le sommet. Se

I.4. Soit A le point tel que Oh = 2ji et Ry le repére (A ; ;. ;. .I‘c). on
désigne par X, Y, Z les coordonnées du point générique de 1l'espace dans ce
repére.

a) Etablir que S, est incluse dans la surface S définie dans ce repére
par l'équation Lo

z(X#2)+Y(X-2)+X(X -4) = 0
b) Quels sont les points de $ qui n'appartiennent pas & S. ?

I.5.a) Montrerque S admet un axe de symétrie dirigé par 5‘ + X.

b) En déduire sans calculs une nouvelle famille de cercles situés sur S
Ces cercles engendrent une surface S, incluse dans S ; préciser les points de
S qui ne sont pas dans S,

1.6.a) Détem:.ner les projections orthogonales de S sur les plans (A ; i, ;)

i
et (A; 1.. ) respectivement. On fera dans chaque cas une figure précise, en
hachurant la portion du plan qui est projection de S.

b) Quelle est la projection orthogonale de S sur le plan (A ; ;. Tc) ?

I.7. Etablir, & l'aide de I.3. et I.5.a)., que, lorsque M décrit S privée de D
et de D', la normale en M & S rencontre constamment 1 et une autre courbe
plane ¥ dont on précisera la nature et les éléments remarquables ; repré-
senter ces deux courbes sur un méme croquis perspectif. Que dire de la normale
4 S en un point de D ou de D' ?

DEUXIENE PARTIE

On considére dans E deux courbes parmétreesupet .S satisfaisant aux hypo-
théses (K) suivantes : o/ est définie par une application ure N{(u) de classe c2
d'un intervalle ouvert I dans E, f’ est définie par une application v+ P(v) de
classe C2 @'un intervalle ouvert J dans E ; de plus, pour tout couple (u, v),

. —_— = daN =, apP .
les trois vecteurs N(u)P(v), N'(u) = T et P'(v) = 3y font indépendants.
u v -
On pose : N(u)P(v) =f(u, v) K{u, v)ol £t est strictement positif et K

unitaire.

II.1.a) Montrer que les fonctions £ et K sont de classe C2 dans IxJ.
b) Etablir les formules, valables pour tout (u, v) € IxJ :

R = -ty 5 RPOH =2y : Kouf st

. u) = - 2, H Piv) =2 ; KKy = -

IX.2. Les deux courbesar"et J seront dites former un couple orthoptigque si

elles vérifient les hypothéses (X) et si, pour tout (u, v) € IxJ, le plan

tangent en N(u) a passant par P(v) et le plan tangent en P(v) & Tpassant

par N(u) sont perpendiculaires . Etablir que cette condition est réalisée si
et seulement si

VY{u, v) € 1IxJ, £y, =0
et que cela revient & dire que t est de la forme
2(u, v) = alu) + B(v)
ol a est une application de classe Cc2 3e I dans R et 8 une application de
classe ¢2 de J dans R.

)
II.3.a) On suppose ici que, relativement A un repére orthonomal.‘l, et J sont
définies par les formules suivantes, ol u et v décrivent R :

TOURKEZ S'IL VOUS PLAIT
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X = 1-2u X = 2v =1
N(u) Y = 4u P(v) Y=0
Z=0 Z = 4v

[723
Montrer que J” et J forment un couple orthoptique ; comparer ces courbes a % et
f (ef 1.7).

<
b) On définit ici, toujours dans un repére orthonomal,ur)et.! par :

X = acosu X = cchv
N(u) Y = bsinu P(v) Y=0
z=20 Z = bshv

2 2
ot a, b, c sont des constantes telles que 0 < b< aetc =va - b, et ou u
et v décrivent R. Donner la nature et les €léments remargquables de ces
courbes et en faire un croquis perspectif. Forment-elles uncouple orthoptique ?

)
II.4. On suppose, dans cette question et la suivante, que Ur’et J forment un
couple orthoptique. On a donc, pour tout couple (u, v) € IxJ :

2lu, v) = af(u) +8(v)
les fonctions a et B étant de classe C2,
Etablir que, pour tout u € I, la courbe ?est incluse dans un cdne de révo-

lution (éventuellement réduit & un plan si le demi-angle au sommet est —;- ) de

sommet N(u), d'axe la tangente en ce point éayf

II.5. On définit un point M, fonction de u et de v, par

—_— —
N(u)M = ( alu) + A) K(u, v)
ol ) est une constante donnée ; lorsque (u, v} décrit IxJ, M décrit une

surface Sl .

- a) Calculer ﬁ\‘: et g"l en fonction de a(u), B(v), A , l?"l. Ky -

b) Montrer que, si M est distinct de N et de P, la droite NP est la
normale en M & Sx .

c) On donne (u, , v, ) € IxJ. Montrer que les courbes u = u et v = v, de
SX (c'est-a-dire les courbes données par v =~ H(u. » V) et par uw~ M{u , v )

respectivement) sont des cercles ou portions de cercles, se coupant A angle
droit en Mlu, , v, ) s ‘préciser les axes de ces cercles.

I1.6. La surface S (privée de D et D') qui fait 1l'objet de la premidre partie
entre-t-elle dans le cadre étudié dans la question précédente ?

II.7. Caractériser les couples orthoptiques ((’: ?) tels que la courbe 5) soit
incluse dans une droite. Que peut-on dire alors des surfaces S, définies a
partir de et J” ainsi qu’il a &té dit en II.5 ?

11.8. On suppose, dans cette question et la suivante, que Or et 5’ forment un
couple orthoptique et que nif" ni I’ n'est incluse dans une droite.

a) Etablir que, pour tout {(u, v) € IxJ :
N(w) . B'(V) = = o (W) B'(v)

b) Montrer qu'il existe v, et v, tels que F'(v, ) et P'(v, ) soient indé-
pendants. En déduire l‘'existence d'un vecteur non nul, H, indépendant de u et

v, tel que, pour tout u € I,
N'(W.H =0
(2]
€) En déduire que Uret J sont deux courbes planes, situées dans deux

plans perpendiculaires.

A ) 5D
II.9. Il existe alors un repére orthonormal dans lequel Jpec J sont définies
par :

x = X (u) x=xa(v)
N(u) {y =y, (u) P(v) {y =0
z=0 z=2_ (v)

2 R 2
x, et Y, étant de classe C dans I, x, et z, étant de classe C dans J.

a) A 1l'aide de II.8.a, prouver qu'il existe une constante u ¢ 0 telle que :

a'(u) = ux/(u) pour tout u € I

. 1.,
B'(v) :-;xa(v) pour tout v € J.

b) Montrer que l'on peut se limiter au cas oi 0< pg 1.

On suppose désormais cette hypothése réalisée.

c) Etablir que, si deux fonctions numériques ¢ et ¢ définies respec-
tivement dans I et J vérifient ¢ (u) = ¢(v) pour tout couple (u, v)€ IxJ, ces
fonctions sont deux constantes de méme valeur.

d) On suppose ici 0 < u<1 ; montrer que l'on peut se ramener au cas ol :

a(u) = ux, (u)
B(v) = - lx’(v)
W
——>
En se servant de N(u)P(v)? = (alu) +8(v))® et de II.9.c, trouvervret?.

e) Etudier de méme le cas y= 1.
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