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On se place dans un espace affine euclidien oriente E de dimension 3. La 
partie 1 etud:e un cas particulier d'un probléme géneral envisaoe dans la 
Dk-tie II, nais cette derniere ( a  l'exception de II.3.a. et 11.6.) est 
indépendante de la partie 1. 11 sera tenu le plus grand compte des figures. 

PRMIERE PARTIE - -  
F: P S C  rapporté i un repére orthononnal direct,R, = ( O  ; 1, j, k). Les coor- 
donnees du point génerique de l'espace étant deslanées par x, y, z, on 
co-sldere le cercle r et les droites D et D' définis par les Bquations 
suivantes : 

Ix' i y' - 2x = O x = o  x = 4  

. * <  ' 2  - f O i y = o  L = O - 
1.1. L'n point Q décrit le cercle r privé de O ; u désignant un vecteur uni- 
taire de ia droite OQ, on pose : - - - - - - 

u = cos 8 i + sin e j , uI =--  sin 81 + cose j 
La droite OQ coupe D' en un point R ; soit L le milieu de QR. 

a) Donner un systéme de coordonnees poAai5es de L relativement a (O ; i, j). 
Tracer, sur une même figure du plan (O' ; 1, J ) ,  l' , 0' et la courbe 2 decrite 
par L lorsque Q varie ; on ne cherchera pas les points d'inflexion de$. 

b) Soit A la mQdiatrice de [QRI et N son point caractéristique, c'est- 
A-dire le point de contact de A avec s"," enveloppe (I. Donner les coo$on_nees 
car+sienne~ de N relativement Cd : i, j) et relativement a (0 : u, u1 ). 
?!entrer que !l est une parabole dont le foyer est le centre n du cercler . 
Tracer n sur la figure précëdente. 

que dire du cercle de centre N passant par Q ? 

1.2. Q décrivant touyours le cercle r privé de O, on désigne par C le cercle 
de diamètre [ÇRI situé dans le plan défini par Q et D (c'est-&dire le plan 
(0 ; u, k)) ; lorsque Q varie, C engendre une surface S, . 
Soit M 1e point défini par OH I r Ü + z c, oh r et L sont deux réels : 
( 0 ,  r,z) est donc un système de coordonn6es cylindriques de M. Montrer que M 
aopartient a S, si et seulement si la fonction 

f(x) = F ( e ,  r, z) = zz + r' - ~r(cos e +  2) + B est nulle en ce point. 

1.3. On admet que, pour tout point M de coordonn4es cylindriques ( 8 ,  r, z), 
n'appartenant pas a D : 

- -  

- 

c) Etablir que n , Q et N sont alignés et que NR et O n  sont paralleles. 

- -  
A 

case 

- 
grad f!H) = F; Ü + 1 F' 3 + F; k r e  

a) Existe-t-il des points de S, OÜ le gradient de f soit nul ? 

b) Soit M tel que fi - r Ü + z 
1 

; on suppose que M appartisnt au cercle C 
défini en 1.2. Donner les coordonnees dans la base (Ü, Ü, , k )  d'un vecteur 
nonnal en M a S, . En deduire que la normale a S, en M passe par 10 point N 
&fini en 1 . l . b .  

c) Montrer que, lorsque W décrit'le cercle C (cf 1.2.1, la nomaie en a S. engendre un cBne de révolution dont on precisera l'axe et le srnet. 

- - - 4 -  

1.4. Soit A le point tel que OA = 2 i  et RA le rep6re (A ; i, j, k). On 
designe par XI Y ,  Z les coordonnees du point generique de l'espace dans ce 
repke. , 

a) Établk que S. est incluse dans la murface S definie dans ce rep6re 
par 1'BQuation . -. 

Z'CX + 2) + Y'(X - 2 )  + XCX' - 4 )  I O 

b) Quels sont les points de S qui n'appartiennent pas S. 7 

I.5.a) Wontrerque S admet un axe de sylnetrie dirige par 7 + z. 
b) En deduire sans calculs une nouvelle famille de cercles situes sur S .  

Ces cercles engendrent une surface S, incluse dans S ; preciser les points de 
S qui ne sont pas dans S, . 
I.6.a) Determiner les projections orthogonales de S sur les plans (A ; i, j) 
et (A;  i, k) respectivement. On fera dans chaque cas une figure pl-ecise, en 
hachurant la portion du plan qui est projection de S. 

b) Quelle est la projection orthogonale de S sur le plan (A ; j, k) ? 

1.7. Etablir, a l'aide de 1.3. et I.S.a)., que, lorsque M decrit S privee de D 
et de D', la normale en M A S rencontre constanunent (I et une autre courbe 
plane 1' dont on precisera la nature et les elements remarquables ; repré- 
senter ces deux courbes sur un m&e croquis perspectif. Que dire de la normale 
A S e? un point de D ou de D' 

- -  - -  
- -  

7 

On considère dans E deux courbes pardtrëes 2 et 3- satisfaisant aux hypo- 
theses r# )  suivantes :cX"est définie par une application ut- N(u) de classe C2 
d'un intervalle ouvert 1 dans E,? est *finie par une application v -  P(V) de 
classe C2 d'un intervalle ouvert J dans E ; de plus, pour tout couple (u, V I ,  

les trois vecteurs N(u)P(v), N'(u) I et P'(v) I sont independants. 
___) > - 

On pose : N(u)P(v) =f(u, v) K(u, v)oÜ f est strictement positif et K 

11.1.a) Montrer que les fonctions f et K sont de classe C2 dans IxJ. 

b) Etablir les formules, valables pour tout (u, v) E IxJ : 

- - - - -  
unitaire. .O 

11.2. Les deux courbes# et ?seront dites former un couple orthoptique si 
elles verifient les hypothèses db et si, pour tout (u, v) € IXJAle plan 
tangent en N(U) a Xpassant par P(V) et le plan tangent en P(V) a J passant 
par N(u) sont perpendiculaires - Etablir que cette condition est I-ealisbe si 
et seulement si 

VCU, VIE IxJ, Ilv = O 

et que cela revient a dire que f est de la forme 

t ( u ,  v) = a(u) + @(VI 
oa a est une application de classe C2 de 1 dans R et B une application de 
classe C2 de J dans R. 

11.3~) On suppoee ici que. relativement A un rep&re orthonoraal,Xet r.f m t  
&finies par les formules auivantxs, OÜ u ot v decrivent @ : 

O 



a x = 1-2u x = 2v -1 

z = o  = 4v 
P(V) 6 = O ' 

E = O 

r )  
Montrer quezet 
W' ( c f  1 .7) .  

forment  un couple o r t h o p t i q u e  ; comparer ces courbes a W e t  

b) On d e f i n i t  ic i ,  t o u j o u r s  dans un repere o r t h o n o r m a i , ~ e t ~ p a r  : 

= c c h v  
P ( v )  N(u) E 

= O  = b s h v  

où a ,  b, c s o n t  des c o n s t a n t e s  t e l l e s  que O < b < a e t  c = m, et où u 
e t  v decr ivent  R. Donner l a  na ture  e t  les elements  remarquables d e  ces 
courbes et  en f a i r e  un c r o q u i s  perspcclif.Forment-elles uncouple  o r t h o p t i q u e  7 

11.4. On suppose,  dana cette q u e s t i o n  et  l a  s u i v a n t e ,  que xet 
couple  or thopt ique .  On a donc,  pour t o u t  couple  ( u ,  v )  E I x J  : 

les fonc t ions  a e t  6 B t a n t  d e  classe C2. 

E t a b l i r  que,  pour t o u t  u € 1, l a  courbeyest i n c l u s e  dans un cbne d e  rbvo- 

l u t i o n  (6ventuel lement  f i d u i t  a un p lan  si l e  demi-angle au s m e t  est 1 d e  

somnet N(u) ,  d ' a x e  l a  t a n g e n t e  en ce p o i n t  ad? 

12.5. On d e f i n i t  un p o i n t  M, fonc t ion  d e  u e t  d e  v. p a r  

O 
forment un 

f ( u ,  v )  = a ( u )  + B  ( v )  

2 

- - 
N(u)M = ( a(u) + A )  K(u, v )  

OÜ A est une c o n s t a n t e  donnëe : l o r s q u e  (u, v )  d e c r i t  I x J ,  M d e c r i t  une 
s u r f a c e  S - - - -  A -  

a) Calculer  M A  et U; e n  fonc t ion  d e  a (u), 6 ( V I ,  A , KA, Kb. 
b) Montrer que ,  si U est d i s t i n c t  d e  N e t  d e  P, l a  d r o i t e  NP est l a  

c) On donne (u, , v, 1 E IxJ .  Montrer que les courbes u = ua e t  v - v, d e  

normale en M a S A .  

S A  ( c ' e s t - & d i r e  les courbes donnëei par v - M(u, , v )  e t  p a r  u œ  M(u , 1 ) 
respect ivement)  s o n t  des cercles ou p o r t i o n s  d e  c e r c l e s ,  se coupant  a a n g l e  
droit  en U(ua , va  ) :'p&ciser les axes de ces cercles. 

11.6. La s u r f a c e  S ( p r i v d e  d e  D e t  D') q u i  f a i t  l ' o b j e t  d e  l a  premiere  p a r t i e  
e n t r e - t - e l l e  dans  le  cadre e t u d i e  dans l a  q u e s t i o n  p r ë c i d e n t e  7 

11.1. mracteriser les c o u p l e s  o r t h o p t i q u e s  (CV: '3') tels que l a  courbe ? so i t  
i n c l u s e  dans unp, vite. Que peut-on d i r e  alors d e s  surfaces S A  d e f i n i e s  a 
partir decY)et J a i n s i  q u ' i l  a eté d i t  en 11.5 ? 

11.8. On suppose, dans œ t h  q u e s t i o n  et la suivante, que $et F f o n u n t  un 
couple  o r t h o p t i q u e  e t  que n i & n i  7 n l e s t  i n c l u s e  dans une droite. 

a) E t a b l i r  que,  pour  t o u t  ( u ,  v )  E I x J  : - - 
I' (u)  . P ' ( v )  = - a'(u) B'(v)  

b) Montrer q u ' i l  existe v1 e t  va tels que  F'Cv, ) 2t ë'(va motont i d -  
pendants .  En d e d u i r e  1 'sxieJtence d'un v e c t e u r  non n u l ,  H, independant  & u et 

v ,  te l  que ,  pour t o u t  u E 1, - - 
N ' ( u ) . H  = O 

n 
c) En d e d u i r e  que J e t  J s o n t  deux courbes p l a n e s ,  s i t u e e s  dans deux 

p l a n s  p e r p e n d i c u l a i r e s .  

11.9. 11 e x i s t e  alors un r e p 6 r e  orthonormal dans l e q u e l  r f e t  T s o n t  & f i n i e s  
p a r  : 

x = x f v )  
P ( v )  Y = 0 I '  2 = z1 ( v )  

x = x ( u )  
N(u) Y = Yl (U) 

x1 et y, & t a n t  d e  c l a s s e  Cz dans 1, xa et  za é t a n c  d e  c l a s s e  Ca dans  J. 

i,. 01 
a) A l ' a i d e  d e  11.8.a ,  prouver  qu' i l  e x i s t e  une c o n s t a n t e  Y 6 O tel le que : 

a ' ( u )  = y x i  (u) 

6 ' ( v )  I - - x; (v)  

b) Montrer que l ' o n  p e u t  se limiter au cas où O <  y <  1. 

pour t o u t  u E 1 

pour t o u t  v E J. 
1 
U 

On suppose ddsormais  cette hypothese r6alisëe. 

c) E t a b l i r  que ,  s i  deux f o n c t i o n s  numëriques q et  + d e f i n i e s  respec-  
t i v a n e n t  d a n s  1 e t  J v e r i f l e n t  9 ( u )  = + ( V I  pour t o u t  CouPl+ (u, v ) E  I x J ,  ces 
f o n c t i o n s  s o n t  deux c o n s t a n t e s  d e  m€me va leur .  

d) On suppose i c i  O <  u < 1  ; montrer  que l ' o n  p e u t  se ramener au c a s  où : 

a (u) = yxl  (u) 
1 6 ( v )  = - - x , ( v )  
u 

Y 
FJ - 

c1; 
\- 

9 
D 

- 
En se s e r v a n t  d e  N(u)P(v?  = ( a ( u )  +B(v)) '  et d e  I I .S .c ,  t r o u v e r x e t y .  

a) E t u d i e r  d e  m ë m e  l e  cas y =  1 .  


