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CONCOURS COMMUNS POLYTECHNIQUES

EPREUVE SPECIFIQUE
FILIERE MP

MATHEMATIQUES 1

Durée : 4 heures

Les calculatrices programmables et alphanumériques sont autorisées, sous réserve des conditions définies dans la
circulaire n°86-228 du 28 juillet 1986.

L'épreuve se compose d'un probléme et d'un exercice obligatoires, totalement indépendants et
représentant respectivement environ 3/4 et 1/4 de la note finale.

PROBLEME

L'étude d'intégrales impropres permet de définir, dans le cadre d'une analyse de Fourier, par plusieurs méthodes, le
développement en série de deux fonctions continues par morceaux.

X
Remarque: Lorsque x J.f (t) dt admet une iimite finie en +ao on dira que l'intégrale impropre

a

Jf(t) dt converge.

too |
PARTIE I Etude et calcul de js‘ﬂdx et conséquences.
X
0

Pour tout réel ¢ et tout entier n 2 1, on pose :

n
1
Sn(t) =E+k2—:lcoskt

n
)= Z sin k¢
k=1
1. a) Calculer, V 1, la somme partielle (S, +i Z,)(¢), (i = -1)
b) En déduire alors, S,(¢).

1
4 sin(n + —)t
2

¢) Calculer la valeur de J. ——t—a’t.

0 2sin—
2
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2. a)

Démontrer que la fonction f définie sur [0, &) par :

f(0)=0
f)=

T3 O0<tsnm
2sin— !
2

est continue et dérivable.

b)

b)

c)

b)

b)

6. a)

Montrer que sa dérivée f ' est bornée sur son intervalle de définition.

Montrer que la fonction f et sa dérivée f ' vérifient I'égalité :

2

n n
. 1 _ , _1_
E[f(t)sm(n+;)t dt= S ‘([f (t)cos(n-q— 2),‘1,

En déduire alors un majorant pour l'intégrale du premier membre de I'équation.

Qu'en déduit-on lorsque n tend vers + ao ?

Donner les variations de la fonction :

En déduire alors les inégalités :

Justifier pour x > 0 1'égalité suivante :

X X
sint 1-cosx 1-cost
= J' — dr
0 t x 0 t

Etudier ensuite la convergence de l'intégrale :

+“ .
sinx
[
x

0

Montrer, en le justifiant avec soin, que :

1
n—oe t

oo T sin(n+5)t

J‘ SINX - tim /
x

0 0
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b) En déduire alors la valeur de l'intégrale :

7. a) Etudier, pour m € R, la convergence de l'intégrale :

+o0

sin mx
j SN i

X

b) Calculer pour tout m réel :

+o0

A(m) = J'smxmx I
0

PARTIE 1II Calcul d'intégrales impropres
1. Soient a et b deux réels différents :
a) Montrer qu'il existe un réel c, tel que la fonction k définie sur R* par :

—cosh
V>0, k(r)=ZF_C  pourx=0 kO)=c
X

soit continue sur R*.

b) Donner alors la vateur de c.

2. a) Etablir la convergence de I'intégrale impropre :

“+o0

—cosh.
ab)= [ ooty
X
0

b) Calculer /(a, b) en fonction de |a|et |].

3. a) Vérifier que pour tout couple (o, B) de réels, l'intégrale impropre :
J' sin 0. sin Bx !
0 <

est convergente.

b) Donner alors sa valeur J(c, B).
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4.

Dans la suite du probléme x est un réel donné dans l'intervalle [0, 1].

a) FEtudier la continuité sur R* de la fonction g, de Ia variable y définie sur R* par :

Vy>0 g =—32-(sinxy—xsiny) et gx(0)=0
Ty

b) La fonction de la variable ¢ définie par :

400
fe0= [gx(sinty dy
0
est-clle définie surR ?

¢) Donner lI'éventuelle parité de fi(¢).

d) Calculer la valeur de fi(f), V t € R* (on distinguera avec soin : 1< x, € [x, [Jet > 1).

5. Déterminer I'ensemble E des points r € R* ol fy est dérivable et donner pour chacun d'eux la valeur de f (1).

a) Etudier pour tout 1 € R* la convergence de l'intégrale impropre :

2 +m . .
— xsin
L(x,0)= Py J-————Sln A S

0 b

.costy dy

b) Calculer sa valeur.

¢) Quelles remarques peut-on faire en liaison avec le 5° ?

d) Donner ¥V r € R* la relation entre L(x, t) et f; ®.

PARTIE III Développements en série de Fourier

g est une fonction périodique, de période 2, définie par :

1.

2.

Ytel0,2], g(t)=—;-(2—l)t

Donner I'éventuelle parité de la fonction g.

a) Construire g(¢).

b) Calculer les coefficients de Fourier de g(¢) et en déduire le développement de g(?) en série de Fourier.
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3. a) Calculer pour tout x € [0, 1] et pour tout ¢t € [0,1] :
1
F(x,t)= -Z—[g(x +1)-g(x— t)]

b) Comparer F(x, t) et f(t) définie au I1,4.d).

¢) En déduire alors un développement trigonométrique de la fonction f;.

EXERCICE

Recherche d'une solution sur R pour une équation différentielle du second ordre.
On considere I'équation différentielle :
(ED 2xy"+y -y =0
1. Supposons qu'il existe des solutions développables en série entiére sous la forme :

o0

yx) =Y anx"

n=0

a) Donner, en le justifiant avec un trés grand soin, la relation de récurrence entre les coefficients ay pour
tout k entier.

b) Préciser le rayon de convergence de la série entiére.
¢) Dans le cas particulier oli ag = 1, donner une solution f de (E1) développable en série enti¢re.

d) Exprimer alors la fonction f précédente a I'aide de fonctions élémentaires.

2. On pose maintenant y(x) = z(x) f{x).
a) Ecrire I'équation différentielle (E2) vérifiée par z(x).
b) Dans les intervalles ol f ne s'annule pas et ou z'(x) 20, x # 0 donner z.

¢) Exprimer alors, pour tout x réel, une solution de (E2) puis celle de (E1).



