e3a - PSI - 2011
Epreuve A : un corrigé

Questions de cours.

1. Deux matrices A et B sont semblables s’il existe P inversible telle que P~ AP. D’apres la formule
de changement de base, ceci est équivalent a dire qu’il existe une base de R™ ou f4 est représenté
par la matrice B.

2. (a)

Vrai. Le résultat est du au fait que multiplier par une matrice inversible & droite ou gauche

ne change pas le rang d’une matrice :

- si B est inversible, 'image de AB est égale & f4(Im(fp)) qui vaut f4(R™) et donc Im(f4);
ainsi AB et A ont méme rang;

- si A est inversible, I'image de AB est égale & fa(Im(fg)) qui est de méme dimension que
Im(fp); ainsi AB et B ont méme rang.
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semblable & Iy (P ', P = I5) et donc A et I ne sont pas semblables.

Vrai. Le résultat est dii au fait que 'application déterminant est un morphisme multiplicatif
(det(AB) = det(A) det(B)).

Faux. Les matrice Is et A = ( ) ont méme rang égal a 2. Or, I5 est la seule matrice

1

0 1
Vrai. X2+5X —6 = (X —1)(X +6) annule A et donc A est diagonalisable (elle est annulée
par un polynéme scindé a racines simples) et le spectre de A est inclus dans {1, —6}. R" est
ainsi la somme directe des sous-espaces propres et ceux-ci ne peuvent étre que ker(A +61,)
et ker(A + I,,) (éventuellement, ces espaces sont réduits a {0}).

Faux. Pour A = I,,, on a bien A%2 + 54 — 61,, = O,, mais ker(A + I,,) et ker(A — 61,,) sont
réduits a {0}.

Vrai. Si P"'AP = B alors P~Y(A — x1,,)P = B — xI,, et A— zI, est semblable & B — x1,,.
Ces matrices ont méme déterminant et ainsi les polynoémes caractéristiques de A et B sont

Faux. Les matrice I et A = < ) fournissent encore un contre-exemple.

égaux.
(h) Faux. Les matrice Iy et A = < (1) 1 > fournissent encore un contre-exemple.
Probléme.
Partie I.
4 0 4
1. Lecalculdonme B=| 0 2 0
4 0 4

(a)
(b)

B est symétrique réelle et donc diagonalisable (et il existe méme une base orthonormée de
vecteurs propres, c’est a dire une matrice de passage orthogonale diagonalisant B).

Les valeurs propres de B sont réelles comme expliqué plus haut. Soit A une valeur propre
et X un vecteur propre associé (élément de R3 et assimilé & une vecteur colonne). On a

MX|?='XBX = {(AX)AX = |AX|* >0
et comme || X||2 > 0, on en conclut que A > 0. Ainsi

Sp(B) c R*



(c) Il est immédiat que (0, 1,0) est vecteur propre de B associé a la valeur propre 2, que (1,0, 1)
est vecteur propre associé a 8 et que (1,0, —1) est vecteur propre associé a 0. Les sous-espaces
propres étant en somme directe, il n’y a que trois valeurs propres et les sous-espaces propres
dont de dimension 1.

Sp(B) = {87 2, O}

ker(B) = Vect((1,0 — 1)), ker(B — 2I3) = Vect((0,1,0)), ker(B — 8I3) = Vect((1,0,1))
2 0 2
2. (a) C est une quadrique dont la partie quadratique admet pour matrice C' = 010
2 0 2
(c’est a dire C' = 1 B). Ceci signifie que C est 'ensemble des M = (z,y, 2) (assimilé a une

matrice colonne) tels que ‘MCM = 1.
NI 0 B
D’apres la question précédente, on a P~1C'P = diag(0, 1, 4) avec P = 0 1 0
—1/vV/2 0 1/V2
En posant (X,Y, Z) = P~'M (coordonnées de M dans la base des colonnes de P), 'appar-
tenance de M a C équivaut & Y2 4+ 422 = 1.
C est ainsi un cylindre de base elliptique et d’axe Vect((1,0,—1)). L’ellipse “de base” se
situe dans le plan Vect((0,1,0),(1,0,1)), son centre est 'origine et ses axes sont dirigés par
(0,1,0) et (1,0,1).
(b) Les éléments de Cy sont les triplets (0,y, z) avec y? + 222 = 1. Il s’agit d’une ellipse dans le
plan x = 0 dont les axes sont les axes des coordonées selon y et z.
Les éléments de Cy sont les triplets (x,0, 2) avec 2(z+2)% = 1 c’est a dire (z+2—1/v/2)(z+
z+1/4/2) = 0. 1l s’agit de la réunion de deux droites.
Les éléments de C3 sont les triplets (x,,0) avec 222 + y? = 1. Il s’agit d'une ellipse dans
le plan z = 0 dont les axes sont les axes des coordonées selon x et y.

(c) Voici une représentation faite avec Maple.

3. (a) Ona P=X3—-10X%+ 16X = X(X — 2)(X — 8). Pour tout p € N, la division euclidienne
de XP par P s’écrit
XP = P.Qp+ apX? + BpX +

0=
En donnant & X les valeurs 0,2, 4, on obtient (pour p > 1) ¢ 2P =4a, +26, +7, . La
8P = 64ay, + 88, +1p



résolution du systeme donne un reste égal a

8P —4.2° 16.2P — 8P
X2
48 * 24

Pour p = 0, le reste est bien stir égal a 1.
B est diagonalisable et ses valeurs propres sont 0, 2, 8, il est donc annulé par X (X —2)(X —8)
et ainsi
B? —10B? + 16B = O3
0 étant valeur propre de B, B n’est pas inversible.
Q) — Q(B) étant un morphisme d’algebre et P annulant B, B? est égal a R, ou R, est le
reste dans la division euclidienne de X? par P. On a ainsi
8P —4.2P 16.27 — &P
— " B+~ B

* Bp:
vp € N, 48 24

On a alors, pour p > 1,

p P ok k p k k

1 8k — 4.2 16.2F — 8

2 (apB? +bB) = I, S~ ) p2 2 ~° \p
kgk ax B+ biB) + (Z 43K > + <Z 24! )

k=1

et T}, est combinaison linéaire de I3, B, B? (et cela reste vrai pour Ty = I3). On peut écrire
1 relation précédente sous la forme

P ok P gk
Ty =1Is+ 43 (Z Z >B2+<162!—Z!>B
On en déduit que

1
lim T, =TI 8 _1—4(e?-1))B*+
o Tp 3+48(€ (e —1))

On obtient, apres calcul,

1+e® 0 -1
lim T, = 3 0 2¢2 0
pre -1 0 e+1

Remarque : plus simplement, en utilisant une matrice de passage P qui diagonalise B on a
T, = P (3F_, +diag(0*, 2%, 8%)) P~ — Pdiag(1,e? %) P~

Partie II.

1. La matrice de (uy,ug,us, us) dans la base B est

0
21
0
6

o O O
O O w o
O O O W

La matrice étant inversible (triangulaire & coefficients diagonaux non nuls), U est une base de

R?.



. Comme f(u;) = w41, on connait les trois premieres colonnes de M. La derniére s’obtient en
calculant f(uq) = (21,0,60,0) = —9u; + 10uz. On a ainsi

0 00 -9
1 00 O
M= 01 0 10
0 01 O

. Le polynome caractéristique de f est celui de M. Le calcul donne

xf =det(M — 2Iy) = 2* =102 +9 = (z — 1)(z + 1)(z — 3)(x + 3)
. Les valeurs propres de A sont les racines de xy et donc

Sp(A) ={-3,-1,1,3}

Les sous-espaces propres étant en somme directe sont obligatoirement de dimension 1. Il suffit
d’en trouver un élément pour en avoir une base. Une résolution de systeme au brouillon donne

ker(A 4 314) = Vect(1,-3,3,—1), ker(A + I;) = Vect(1,—1,-1,1)
ker(A — I) = Vect(1,1,—1,—1), ker(A — 3I4) = Vect(1,3,3,1)

. En supposant que la question a un rapport avec la diagonalisation précédente, on pose

1 1 1 1

3 -1 1 =3
P= 3 -1 -1 3

1 1 -1 -1

dont les vecteurs colonnes sont propres pour A et qui vérifie donc

P71AP = diag(3,-1,1,-3) =D
Un calcul élémentaire montre que K P = I et donc P~! = K. On a donc la relation K AP = D
souhaitée.
. Le systéme s’écrit matriciellement F'(t) = AF(t) ou F(t) = (z(t),y(t), z(t),u(t)) (assimilé &
une matrice colonne). L’ensemble des solutions de ce systeme est (avec le théoreme de Cauchy-

Lipschitz) un sous-espace vectoriel de dimension 4 de I’espace C(R, R*). On vérifie immédiatement
que les fonctions

1 1
3 —1
3t —t
F1 t—e 3 s F2 t—e 1
1 1
1 1
Fy : t—el 1 , Fy i t— e 3t -3
-1 3
-1 —1

sont des solutions (ce qui découle du fait que les vecteurs choisis sont propres pour A) quii
sont indépendantes (car les vecteurs choisis le sont, ce sont les colonnes de P). Par dimension,
(F1, Fy, F3, Fy) est une base de ’ensemble des solutions. La solution générale est donc

Tt cle3t + CQe*t + c;;et + 046*3’f

©t 3c1e3t — coet 4 cget — 3eqe 3t
© t 3cpe3t — cget — czel + 3eqe
Dt cle3t + coet —3t

NN e R

— czel — cqe

On peut aussi retrouver ce résultat en effectuant le changement de fonction inconnue G(t) =
KF(t). F convient si et seulement si G'(t) = DG(t). On résout ce systéme triangulaire et on
en déduit F(t) = PG(t).



Partie III.

1.

2.

3.

On a g(X%) =nX € E, et Vk € [1.n], g(X*) = (n — k) X" + kX*~1. Ce dernier polynome
est dans E,, (immédiat si k < n et encore vrai pour k = n car le coefficient devant X" "1 est
alors nul). Par ailleurs g est linéaire et c’est finalement un endomorphisme de E,,. Le coefficient
a D'intersection de la ligne 7 et de la colonne j de sa matrice dans B, est le coefficient de X*~!
dans g(X7~1). Avec les calculs précédents, ce coefficient est nul si |i — j| # 1, vaut i si j =i+ 1
et vaut n — 7+ 2 si j =4 — 1. La matrice cherchée est donc la matrice A.

(a) &\ est une équation différentielle linéaire scalaire d’ordre 1 & coefficie,ts continus et le
coefficient devant y/(z) ne s’annule pas sur | — 1, 1[. On est dans le cadre du théoréme de
Cauchy-Lipschitz et ’ensemble des solutions est un espace vectoriel (équation homogene) de
dimension 1. De plus, il est engendré par = — ef'(®) ot F est une primitive de f : z —» 22=2

r2—1"
Avec la remarque de I’énoncé, on écrit que
n 2x A 1 1
f(x)_2x2—1_2<x—1 _ac—i—l)
et on peut donc choisir
F)="mi—a?) - 2m (2=5) - ((1 — )T (14 2)"F)
2 2 1+=x
La solution générale de &y sur | — 1, 1] est donc
Yo+ x> c(l— m)%(l —|—$)%
n—X ntA

(b) Il existe une solution polynomiale non nulle si et seulement siyy : z+— (1—x) 2 (14+x) 2
est polynomiale.
n+A n—A
- On remarque que yo(1 —t) ~p+ 2" ¢"5. Par ailleurs, yo étant polynomiale non nulle,

il existe une constante ¢ # 0 et un entier naturel d tel que yo(1 —t) ~g ct?. On en déduit

que #4="3* admet une limite finie non nulle en 0 et que donc % = d € N. De méme,
une étude de yo(t — 1) montre que % € N. X est donc un entier du type —n + 2k avec
ke {0,...,n}.

- Réciproquement, si A = —n + 2k avec k € {0,...,n} alors yo(z) = (1 —2)" (1 +2)* est
effectivement polynomiale.
&y admet des solutions polynomiales non nulle si et seulement si A € {—n +2k/ k = 0..n}.
Pour k = 0..n, posons A\, = —n + 2k et P, = (1 — X)"*(1 + X)F. P, est alors solution de Ex,
sur | — 1, 1] et donc

Vo €] — 1,1, —(2* = 1)P/(x) + 22 Py(z) = A\ Pr(x)

On a une égalité entre deux fonctions polynomiales qui est valable en un nombre infini de points.
Les polynémes sont donc égaux et g(Py) = A\ Px (on a bien P, € E,). On a donc trouvé n + 1
valeurs propres pour g et comme FE,, est de dimension n + 1 et que les sous-espaces propres sont
en somme directe, on a toutes les valeurs propres et des sous-espaces propres de dimension 1.

Sp(g) = {—n+2k/ k =0..n} et Vk € [|0,n]], ker(g—(—n+2k)idg, ) = Vect((1—X)"*(1+ X))

. A étant la matrice de g est ainsi diagonalisable (la somme des dimensions des sous-espaces

propres vaut n + 1).

. A étant diagonalisable, son déterminant est le produit de ses valeurs propres comptées avec leurs

multiplicités. Ici,
n

det(A) = J[(—n + 2k)
k=0
On peut expliciter ce terme en distinguant selon la parité de n.



- Sin est pair alors det(A4) = 0.
- Si n est impair, il ’écrit n = 2p + 1 et det(A) = (—=1)PT1(1.3..... (2p + 1))%. On multiplie et
divise par les entiers pairs entre 2 et2p pour obtenir

pe1 (20 +1)1)°

det(4) = (1P S50

Partie IV.

1.

On a directement (il suffit de vérifier)

y1 =ch et ys =sh

2. La famille G engendre G par définition. Pour conclure, il suffit de montrer que cette famille est

3.

libre (ce sera une base de G qui sera alors de dimension n 4 1). On considere donc des scalaires
¢k tels que EZ:O cg9r = 0. Montrons par récurrence que les ¢ sont tous nuls.
- Initialisation : en appliquant I'identité & x = 0 on obtient ¢y = 0.

- Hérédité : soit p € [0..n — 1] tel que ¢y =--- = ¢, = 0. On a alors
Ve eR, 0= Y cplch(x))" *(sh(z))" = (sh(x))P*' > cp(ch(x))™ *(sh(z))* 7!
k=p+1 k=p+1

D hepil cx(ch(z))"*(sh(x))*P~1 est ainsi nulle sur R*. En faisant tendre z vers 0, on obtient
Cp+1 =0.
La famille G est donc libre et on conclut.

(a) Comme y} = y2 et yh = y1, on a facilement

A(gr) = (n — k)gry1 + kgr—1

Sike{l,...,n—1}, c’est une combinaison linéairé d’éléments de G (k + 1 et k — 1 sont
entre 0 et n). C’est encore vrai pour k = 0 (on obtient ng;) et £k = n (on obtient ng,—_1).
A est linéaire et envoie les éléments d’une base de G dans G. G est donc stable par A et A
induit sur G un endomorphisme J.

(b) Soit A € R. Les éléments de ker(A — Xid) sont les fonctions y € C* telles que y' = \y. On
a donc
VX € R, ker(A — \id) = Vect(z — e )

Tout réel est valeur propre de A et le sous-espace propre associé est de dimension 1.

(¢) En écrivant ch et sh avec des exponentielles et en développant par formule du bindéme, on a

1 “ n—k jx ,—(n—k—j)x - k k—j gz ,—(k—j)x
gk(l’):?n Z j ) c Z (ST ee

j=0 Jj=0 J

En développant, on obtient une combinaison linéaires de terme du type e(21—n42j2)z gyec
j1 entier entre 0 et n — k et jo entier entre 0 et k. m = j; + jo est donc un entier entre 0 et
n et notre terme est combinaison linéaire des ¢, pour m entier entre 0 et n. On a prouvé
que

G = Vect(G) C Vect(F)

Comme G est de dimension n+ 1 et comme Vect(F) est de dimension < n+ 1, on a en fait
des égalités. Ainsi Vect(F) est de dimension n+1, F est libre (n+1 vecteurs qui engendrent
un espace de dimension n + 1) et G = Vect(F) (F est donc une base de G).



d) Un vecteur propre de A qui est dans GG est aussi vecteur propre de §. Ainsi, o, est vecteur
prop q prop ¥

propre pour d associé a la valeur propre 2m — n. On a n + 1 valeurs propres en dimension
n + 1 et on les a donc toutes et les sous espaces propres dont de dimension 1.

sp(6) ={2m —n/ me{0,...,n} et Vm € {0,...,n}, ker(d —id) = Vect(pm)

(e) La question 3.a montre que la matrice de ¢ dans la base G est la matrice A.

(f) On retrouve la diagonalisabilité de A et, par exemple, la valeur de son déterminant.



