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SI:SSIOh 1003 I C O N C O U R S  

C O M M U N S  

EPREUVE SPECIFIQUE AU CONCOURS 
PH-M 

MATHEMATIQUES 2 

POLYTECHNIQUES 1 Durée : 4 h O0 

Prearn bule 

Ce problème est consaCr6 B l'étude des solutions de deux Quations aux d6riv6es partielles du second ordre, (21) 
et (Ez) : 

et 

La premiike est I'tquation des cordes vibrantes ; la deuxikme est I'équation de la chaleur, ou Cquaiion de 
Helmholtz. 

Dans chacun des deux cas, il s'agit de trouver une solution U : (x, t) + U (x. t) de I'Quation concemte dans 
un domaine D de IR2 B préciser, satisfaisant 31 cemines conditions initiales et, Cventuellement, B certaines conditions aux 
limites. 

PREMIERE PARTIE 

Etude de deux exemples simples 

Cette partie fait dkouvrir. sur des exemples simples, deux types de pmbltmes dont I'Ctude dans le cas géneral fera 
l'objet des parties suivantes. 

1 / A tout p de N. on associe la fonction gp ddfinie sur R par : 

gp (x) = (sin x)2p+l 

et la fonction G, des deux variables delles x et t dtfinie sur IR2 par : 

Gp(x. t) = 1 (gp(x + t) + gp(x - t)) 
2 



184 Concours Commun Polytechniques (ENSI) 
Math 2 option Physique M 2/6 

1 -a Etablir que la fonction Gp est solution sur lQ2 de I'6quation ('El), qu'clle satisfait aux conditions initirtlcs 

V X E R .  1% (x, O)  = O 

et qu'elle vCrifie, en outre. les relations : 

1) V t E R , Gp (O, t) = Gp (a, t) = O 

2) V x E R , Gp (x, x - t) = - Gp (x, t) 

1 -b On considh les fonctions suivantes : 

x + Gp (x, t). où t est fié dans IR, 

et 

t + Gp (x. t), où x est fixé dans IR. 

Etudier les pt5nodicit6s de ces fonctions et les symémes de leurs repdsentations graphiques. 

2-a Dans le cas particulier OÙ p = 1, donner la valeur explicite de Gl(x.9 en fonction de x. Etudier les variations des 

deux fonctions : x + G1 (x, O) et x + G1 (x, Ir> lorsque x parcourt [O, a]. et tracer sur un même graphique leurs 

courbes représentatives (on prendra comme unit6 5 cm sur chacun des deux axes x'Ox, y D y  de repère orthonormé 

6 

6 

( 0 . X .  

2-b Utilisant les propriétks de symétrie mises en évidence dans 1-a, tracer sur le graphique prkédent les courbes 
reprkentatives des fonctions x + G1 (x, t) correspondant aux valeurs suivantes de t : 

t =  E ,  t =  a, t = x .  
2 6 

3-a 

3 - b  

Montrer que gp (x) peut s'exprimer sous la forme : 

et donner, pour tout entier k inferieur ou égal a p, la valeur de P2k+l. 

Montrer que l'expression précédente fournit le dtveloppement de Fourier de g,, et en dtduire, pour tout couple 
(p, n) d'entiers naturels. la valeur de l'intégrale : 
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4 Soit, pour tout p dc N, la fonction Tp dcs deux variablcs réellcs x et t dCfinic sur [O, XI x R par : 

P 

k = O  

où les P2k+l sont les coefficients calculés dans 1-3. 

VCrifier que rp est solution de ('€$ sur [O, R] x R. et qu'elle satisfait aux conditions : 

Tp(x, O) = gp(x), pour tout x dans [O, XI 

rp(O. t) = Tp(x, t) = O, pour tout t réel. 

DEUXIEME PARTIE 

Problemes relatifs il I'équation (21) 

Le premier problème trait6 dans cette partie consiste a chercher la solution de (21 )  de classe c2 sur R2 
satisfaisant pour tout x de R, aux conditions initiales : 

où yt est une fonction dkfinie et de classe C2 sur IR. Ce probleme sera désigné par la notation : 4~) (1 )  

h étant un réel donne, strictement positif, et cp une fonction donnde, dkfinie et de classe C2 sur [O, h], avec 
cp(0) = cp(h) = O, le deuxieme probleme, notC 2(h, cp) est la recherche d'une fonction U de classe C2 sur R2 
solution de (Z1) sur [O, hl x R, satisfaisant, pour tout x de [O, hl aux conditions (JI*, q)) : 

et vérifant, en outre, pour tout t réel, les conditions (.LI) 

(Li) : U(0, t) = U(h, t) = O 

(l)  La solution U du problkmc qyt) est telle que la fonction x -+ U(x. t) rcpresente, pour tout t 2 O, le profil 
h l'instant t d'une corde de longueur infinie, parfaitement Clastique, s'identifiant, au repos, avec l'axe x'OX, d6forrnCc h 
l'instant t = O, son profil initial Ctant d&rit par la fonction x + y~ (x) et abandon& h elle-même sans vitcssc initialc. 
L'éwdc montrcra quc I'évolution de ce profil dans le temps correspond Zi un phCnomEne de propagation. 
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1 /  Ensemble des solutions de ( E l )  de classe C2 sur R2. 

1 -a Soit L, la bijection de R2 : (x, t) + ( k ,  0) définie par : 

= x - t  I' e = x + t  

A quellc condition nkcessaire et suffisante doit satisfaire la fonction V de classe C2 sur R2 pour que la fonction 
composte U = V O L soit solution de ('El) sur R2 ? 

1 - b Montrer que l'ensemble des solutions de ('€1) de classe 8 sur R2 est decrit par la formule : 

U (x, t) = F (X - t) + G (X + t), 

où F et G sont deux fonctions arbitraires de classes 8 sur R. 

21  Rdsolution du probitme 2(w) 

Etablir l'existence et l'unicitd de la fonction U de classe 8 sur IR2, solution du probltme qy) formuld au dtbut de 
la deuxitme partie, et donner l'expression de U(x, t) pour tout (x, t )  de R2. 

3 / Résolution du probleme 2(h, (p)(2) 

3-a 

sur R telles que %x) = cp(x) pour tout x de [O, h]. 

cp dtant de classe C2 sur [O, hl avec cp(0) = (po1) = O, montrer qu'il existe une infmitt de fonctions 0 de classe 8 

3 - b Soit 0 une telle fonction. On dtsigne par la solution du probltme fl3. 

Montrer que la restriction de h [O, h] x R est soiution du probltme a, cp) si et seulement si @ est une fonction 
2h - p6riodique impaire. 

3 - c 
tout x de [O, h]. 

Montrer qu'il existe une fonction unique, notke 4 qui soit 2h - ptriodique impaire et telle que 4 (x) = cp(x) pour 

3-d 
cp"(h) pour que @ soit de classe C2 sur R ? 

Quelle est la classe de 4 dans le cas g d n h l  ? Quelle est la condition nkessaire et suffsante portant sur cp"(0) et 

3 - e 
problbme eh, cp). Vtrifier que, pour tout x de [O, h], la fonction t + U (x, t) est 2h- @riodique. 

On suppose que cp vtrifie cette condition supplkmentaire. D6terminer alors une solution U : (x, t )  + U (x, t) du 

(*) La solution U, cherchCe est la fonction telle que pour tout t 2 O, x + U(x, t) represente le profil 3 
l'instant t 2 O dune corde de longueur finie h, s'identifiant au repos, au segment [O, h] de l'axe x'OX, dont le profil initial 
est ddcrit par la fonction x + cp(x) et abandonnde h elle-m&me sans vitesse initiale, tout en restant fixee par ses 
extrCmids. La conclusion de I'ktude montrera que le mouvement de la corde est un mouvement vibratoire. 
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TROISIEME PARTIE 

Prob lhe  relatif B I'équation (El) 

Les notations h et cp ayant la même signification que dans la partie II. on SC propose de trouver une fonction U 
dcs deux variables delles x et t définie, et de classc C2 sur IR2, solution de I'6quation (fE.2) sur [O, h] x lR satisfaisant, 
pour tout x E [O, h] la condition : 

J2 (h, 9) : U(x, 0) = 

en vtrifiant, en outre, pour tout t de W*. la condition : 

fi2 (h) : U(0, t) = U (h, t) = O 

Ce problkme sera dhigné par la notation : Q(h, (P)(~). 

11 Séparation de variables 

Dans cette question, on cherche des fonctions U, solutions de (m. qui soient du type : 

(x, t) + U (x, t) = X(x) . T(t), 

où X est une fonction de classe 3 sur R, et T une fonction de clasle cl sur R. 

1-a Montrer que le produit X.T de deux telles fonctions satisfait B (22) si  et seulement si X est solution d'une 
@uation diff6rentielle du second ordre et T solution d'une 6quation M6rentielle du premier ordre, ces Quations faisant 
intexvenir un parambtre 1. 

1-b En étudiaru, dans les diffhnts cas la limite de T en +-, montrer que, si cette limite est non nulle, la seule 
fonction U = X.T qui soit solution de (22) et vdrifie (Ld est la fonction identiquement nulle. 

1-c Montrer que les seules fonctions U = X.T non nulles qui sont solutions de (22) et vérifient (L2) sont des 

fonctions proportionnelles aux fonctions ddfinies par : 

n2z2 &, (x, t) = exp (- - t) sin nlL x, 
..# 

h2 h 

où n E N*. 

(3) Ce problème dtcrit I'tvolution dans le temps de la temp6rature U (x, t) en tout point x dunc barrc 
s'identifiant à l'intervalle [O, h] de IR. sans apport de chaleur extérieur, la temphture initiale en ce point étant Cgdc i 
cp(x). 
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2 / Superposition des solutions précédentes 

2-a Développement de la fonction cp. 

Comme dans la deuxiEmc partie, 4 ddsigne la fonction 2h - pdriodiquc impairc, vdrifiant, pour tout x dc [O, h], 

I'Cgalitd : @(x) = cp(x). On supposera que cp remplit la condition n6cessairc et suffisante pour quc 8 soit dc classe C* sut 
R. 

2-b 

Montrer qu'il existe une suite (bn) ,, 2 1 de r6els tek que, pour tout x de R : 

Exprimer les bn l'aide dintdgales portant sur cp. 

Dans la suite, on pose, quel que soit N dans N* : 

N 

n=l 

N 

n = l  
Solution du problbme Q(h, w) : D&erminer les nombres a, (n entier v&ifmt 1 5 n 5 N) tels que UN = CanE, 

soit solution de Q(h, c p ~ ) .  

Montrer que, lorsque N tend vers l'infini, la suite (UN) converge uniformement sur [O, h] x [O, +-[ vers une 
fonction U qui apparaîtra comme somme de SQie. 

2 - c Etude de cette fonction U. 

En utilisant les propritt6s de convergence uniforme des stries obtenues par dtrivation terme h terme dans un 
domaine [O, h] x [a, +-[. où a est strictement positif, montrer que la fonction U obtenue ci-dessus est solution de (E2) 
sur [O, hl x ] O, +m[. 

2-d Dans l'hypothbse où cp est de classe c' sur [O, h], d6montrer qu'il existe un r k l  strictement positif A tel que l'on 
ait, pour tout entier n 2 1 : 

En deduire que la fonction U est alors solution du probltme Q(h. (p). 

Fin de I'Cnonc6 


