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PROBLEME I : Algébre et Géométrie

A. Etude de deux applications
1. Soit P € Rp[X]. Alors : deg P (3) < 2 et deg P (X}1) < 2 donc :

deg f(P) < max(degP(i),degP(%))éQ,

et donc :

VP € Ro[X], f(P) € Rl X].|
Soient P, Q € Ra[X] et A, n € R. Alors :

opua) (3) + 0 e (K1)
/\P(§>+MQ<§>+>\P(X+1> Q( 5 >>
r(g)rr(f5))+5(e(3) e (57))
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—~ N N /N
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ce qui prouve que :

‘f est linéaire, et donc : f € L(Rz[X]). ‘

2. De la méme maniére, pour tous P, Q € Ry[X] et tous A\, u € R :
QAP + pQ) = (AP + pQ)(1) = AP(1) 4+ pQ(1) = Ap(P) + pup(Q),

@ est linéaire.

3.0na: f(1) = %(1+1)—1f() %(%—&-%)Zi—i—%){et:

donc :

LX)\ (X+1\*) _1/X% X?+4+2X+1) 1 1 1
() () 4 ) e
JX) 2( 2 + 2 2\ 4 + 4 8+4 +4 ’
d’ou :
L5 s
la matrice de f dans la base B est : Matg(f)={ 0 1 1
00 1

4. La matrice de f dans la base B étant triangulaire, on a immédiatement : det(f) = % # 0, donc :

’ f est bijective, donc injective et surjective. ‘
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5. Par équivalences :

PeKerp & P(1)=0 & (X —1)divise P & 3Q € R[X], P=(X —1)Q.

Or, puisque P € Ry[X], on doit avoir deg(Q) < 1. Donc :

une base de Keryp est (X - 1,(X - 1)X), qui est donc de dimension 2.

Remarque : on peut aussi, bien sfir, considérer un polyndme quelconque P = aX? +bX 4 c de Rq
et écrire :
P(1)=0 < a+b+c=0 < c=—-a—b,
et donc: P=aX?+bX —a—-b=a(X?>-1)+b(X —1) € Vect((X -1),(X? - 1)) ce qui permet de
déterminer une (autre) base de Kerp.

6. Puisque Kerp # {0},

‘ ( n’est pas injective. ‘

D’apres le théoreme du rang, on a ’égalité :
dimKery + dimImp = dimRy[X], dou: dimIme =3—-2=1=dimR,

donc :

‘ p est surjective.

Remarque : on peut aussi déterminer un antécédent d’un élément quelconque de R par ¢ ce qui

est facile ici : Yo € R, (@) = a, ce qui prouve encore que ¢ est surjective.

B. Calcul des puissances successives d’une matrice
7. La famille B’ est une famille de polynémes & degrés échelonnés de Ro[X] : elle est donc libre.

De plus, elle compte trois vecteurs et dimRy[X] = 3, c’est-a-dire que c’est une famille libre maximale,

autrement dit

‘B’ est une base de Ro[X]. ‘

8. On a immédiatement :

1 1 1
la matrice de passage de la base Balabase Best : Q=10 —2 —6
0 0 6

9. La matrice @ est triangulaire, donc : det(Q) = —12 # 0 ce qui prouve que

‘ Q est inversible. ‘

Pour inverser la matrice ) on peut (par exemple) exprimer les vecteurs de B en fonction des

vecteurs de B’, ce qui donne :

1 1 1 1 1
X = —7(—2)(+1)+5 et X?2= 6(6X2—6X+1)— 5(—2X+1)+§,

donc :
1 1
L5 3
-1 1 1
Q=10 -3 —3
0o o0 ¢
10. La formule de changement de base s’écrit :
1 1 1 1
L3 3 21
M=Q'AQ=|0 -1 -1 0o -1 -2,
0o 0 3 0o o 3
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d’ou :

Il

)
O = O
= O O

11. Puisque M est diagonale, on en déduit que :

1 0 0
Mr=(0 & 0
0 0 =

De plus, on a : A = QMQ~! et donc, par une récurrence immédiate : Yn € IN, A" = QM"Q~*. On
en déduit :

1 1 1 1 1
L 5—5m 3-wm t e
_ 1 1 1
YnelN, A"=1|0 o on T am
1
4n
12. Pour tout n € IN, ’écriture matricielle de f"(P) est :
11 ypaf(l_ 1 1
a a+(3—zm) b+ (3 -z t o)
n 1 1 1
AL | = bt (am —am)c ;
c 1
m

et donc :

b b c c c ) (b ¢ c> C oo
n(P) = T L L 2L x4+ S ox
(P (a+2 gt T3 T onkt Tguan) T\ T T ) T

13. On en déduit que :

n b b c c c b c c c
e =a+(3-gm) + (G gt om) tr )t w

— +b+c
a+ -+ =
n— o0 2 3
Or, on a aussi :
1 1 t2 371 ¢
/P(t)dt /(a+bt+ct2)dt at+b—+c—} =a+ -+ -,
0 0 2 731, 2 "3

et donc on a bien ’égalité :

VP € Ry[X], lim ga(f”(P)):/o P(t)dt.

n—-+o0o

C. Une autre preuve du résultat précédent
14. Comme indiqué, on raisonne par récurrence sur n € IN*.
1
1 X X+1 1 X+Ek
 oiiasaton - pou n — 1 on - 57) = (p(X) 1 p (K1) = 150 p (X2E)
nitialisation : pour n on a: f(P) 5 5 + 5 5 Z 5
donc la propriété est initialisée.

o Hérédité : on suppose la propriété vraie pour un entier n € IN* donné. Alors, pour tout
P e Ry[X] :
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d’apres hypothése

1 X+k de récurrence
5 > 1) () o
k=0 par définition
1 2" —1 1 X2+k: X2+k: +1 de f(P)
= — - P = P -
k=0
271 271
1 X+k X+ k427
= gn+l (Z P< on+1 >+ P< on+1 ))
k=0 k=0 Avec un changement
on_1 274 (2" —1) d’indice
1 X +k X +k
S (ST )
2n+1 2n+1 271+1
k=0 k=2n
1 2"“‘1P X +k
T on+1 on+1 ’
k=0
ce qui prouve que la propriété est héréditaire.
o Conclusion : d’apres le principe de récurrence, on a donc :
;2 X 4k
VnG]N*,VPGRQ[X]a fn(P)ZQTZP( on )
k=0
15. On a donc :
1= (14+k) 1 e [k
A4 IN*, VP X], "(P))=— P( ):— P(—)
n e S IRQ[ ] @(f ( )) on kgo omn on ; n

On reconnait une somme de Riemann : si g est une fonction continue sur le segment [a, b], alors

on a : N
. b—a b—a b
NEIEDON;Q@“C ) = [ o0

Ici, [a,b] = [0,1], N = 2™ et bien stir g = P, et on obtient donc :

lim f(P) = /0 Plt) dt.

n—-+oo

D. Etude d’une famille de sphéres et d’une famille de droites

16. Pour tout réel m une équation de S,, est :
2
2%+ + (zfm\@) =m? +2,

donc

Sy est la sphere de centre Q,,(0,0,mv/2) et de rayon 7, = vVm?2 + 2.

17. L’intersection de P et £ a pour équation, dans le plan P :

x? 22

22 =2242 soit:

G = P N & est une hyperbole de centre O et d’asymptotes les droites d’équations z = z et z = —x.

4/12



18. La représentation de G dans le plan P est :

2 2

19. L’équation réduite de 'hyperbole G est : :% — 2—2 =laveca=0b=+2.
a

L’excentricité de G est : e =

2 2
L;b:\/i

La distance entre le centre O de I’hyperbole G et ses foyers est : ¢ = va? + b2 = 2, donc

‘les coordonnées des foyers de G sont (—2,0) et (2,0). ‘

20. Pour z =0 et z = 1, on obtient les deux points :
My = (V2 sinf, —v/2 cos 0,0) et M; = (cos§ + V2 sinf,sinf — v/2 cos b, 1),

on en déduit donc que

My = (v/2 sinf, —/2 cos6,0) est un point de (D)

—_—
et U = MM, = (cosf,sind, 1) en est un vecteur directeur.

21. Déterminons l'intersection de (Dy) et Sy, :

x = zcosb + /2 sinf
(z,9,2) € (Dg) N Sm & { y=2zsinf — /2 cosh
x2+y2—|—z2—2m\/§z+m2—220
z = zcosf + /2 sin6
y:zsinﬂ—\/ﬁcosﬁ
(22 cos? @ + 24/2sin 6 cos 0z + 2sin? 0)
+(2%sin? 0 — 2v/2sinf cos 0z + 2cos? 0) + 22 —2my/2z2+m? —2=0
z = zcosf ++/2 sin6
= { y:zsinﬂ—\/ﬁcosﬂ
222 —2m\/22+m2 =0
z = zcosO ++/2 sinf
{ yzzsin@—ﬂcos@
2
2(z—%) =0

et donc :

‘ (Dg) NSy, comporte un unique point, donc (Dyp) est tangente a S, en ce point.
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22. Soit M = (z,y, z) un point de (Dy). Alors, en reprenant le calcul précédent :
22 4+ y? = (zcos 0 +V2sin0)? + (zsin — V2 cos0)? = 22 + 2,
donc les coordonnées de M vérifient I’équation de £ : M € £ et donc :

(Dp) CE.

23. Soit M = (z,y,2) € £. On cherche 6 € R tel que :

{x—zcos@z V2 sinf { 2cosf + /2 sinf = x
y — zsinf = —/2 cos 6 —V2cos@+ zsinf=vy

Le déterminant de ce systéme (les inconnues étant cos 6 et sin ) est : A = ‘—f/ﬁ \?’ =2242 >0,
ce qui signifie q’u’il y a toujours une unique solution (en cosé et sinf) :
1 —yv2 1 2
cosf— L [p VR _moyv2 L e | _yrtav2
2242y =z 2242 2242|-V2 vy 2242

Pour savoir il existe 6 vérifiant ces deux égalités, on vérifie que cos? 6 +sin? 6 = 1, ce qui donne :

(22 —yv2)?  (yz+2v2)? _ 22 — 20y2v2+ 2% + %2 + 22y2v/2 + 227 (2 +4°)(2* +2)
(22 + 2)2 (22 + 2)2 (22 + 2)2 (22 + 2)2

=1

car M € £ donc 22 + y? = 22 + 2. On a donc démontré que :

|si M € &, alors il existe 6 (unique a 27 pres) tel que : M € (Dg). |

24. On en déduit que

|5 est une surface réglée, ses génératrices étant les droites (Dp). |
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PROBLEME II : Analyse

A. Etude d’une fonction

1. Siz € R*, alors (—z) € R* et :

donc :

‘la fonction f est paire. ‘

2. (a) On sait que sha ¥ x, donc : sh (é) ~

Y % On en déduit que :
T—>1T 00

lim f(z)= lim f(z)=1

r—+00 T——00

(b) Pour tout € R*, on peut écrire :

l/ _ 71/:D 1 _ —2/;;
_..° e — ol e
fl@)=x 5 xe 5
, . 2 - R g , .
Or, d’une part : lim { —— | = —oo donc, par composition : lim e = 0. Il s’ensuit que :

z—0 T z—0

>0 z>0
. e 1
im0 22
x>0

Et, d’autre part (avec le changement de variable u = 1 :

u

lim ze'/* = lim = 400
z;ﬁ u—+00 U
T

par croissances comparées. Donc, par produit et parité :

x—0

lim f(z) = 400 = lim f(x),
z—0
>0 z<0

et donc :

lim f(z) = +o0.

z—0

3. Par composée et produit de fonctions dérivables, f est dérivable sur R* et :

1 1 1 1 1 1
Vr € R*, f'(z)=sh <7> +z (——2> ch <7> =sh (7) — —ch (7) ,
x x x x x x
d’ou, en factorisant par ch (%) qui n’est pas nul :

Vz € R*, f'(z)= (th (%) - %) x ch (71;) .

4. On sait que, pour tout X € R, la fonction th est dérivable sur [0, X] donc, d’apres le théoréme
des accroissements finis :

3c€]0,X], th(X)—th(0) =th'(c)(X —0) soit: th(X)=(1—th*c)X.

Or, th est une bijection de R sur |0, 1[, donc : th® € ]0, 1] ce qui permet de conclure :

\vx R, th(X)<X. ‘
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5. On a donc : Vo € R, % € R et donc : th (%) < % Ainsi, f/ est strictement négative sur R* ,
d’ou le tableau de variations :

T —00 0 400
f'(x) + -
400 | 00
f , / \ )

6. On a le développement limité :

X3 X5 5
Sh(X) X:0X+ ? + ? +O(X ),
donc :
sh(X) X2 x4

= 142 4+ 2 X4.
X xoolt T T to)

7. Avec le changement de variable X = %, on en déduit que :

fla) = 1+i+i+o(1).

foo 622 ' 12024 4

1 shz
8. Pour tout x € R*, on a : f (—) = ——, définie, continue et dérivable sur R*. De plus, au
T T

voisinage de 0 :

1 ) x? 9
— ) =1+ —/—+o(x"),
/ (fv 0 6 (%)

ce qui permet d’affirmer que la fonction : = — f (%) est prolongeable par continuité en 0, et cette
fonction est aussi dérivable en 0 puisqu’elle admet un développement limité & l'ordre 1 en 0. Plus
précisément,

F est dérivable sur R et : F(0) =1, F'(0) = 0. ‘

B. Tracé d’une courbe paramétrée
9. Par définition : z = f et y est dérivable sur R* avec :

1 1 1 t—1 1
ek, vy =ew(q)+t(-z)ew(5) = en ().

Pour les limites de y, on a, avec le changement de variable u = % :

. . e¥ . . e
R Pt L
u>0 u<0
et :
U U
()= B sy = oo iy = I 5 =0
>0 £<0
On a donc le tableau suivant :
t —00 0 1 400
z'(t) + -
400 | o0 Y
TTshl
xT . / \ )
0| +o0 400
— 0 e
y'(t) + — 0 +




10. On a quatre « points » a étudier :

e En —oo, z tend vers 1 (par valeurs supérieures) et y tend vers —oo. Donc, la droite d; d’équation
x =1 est asymptote a I' et T" est a droite de d;.

e En 0 par valeurs inférieures,  tend vers +oo et y tend vers 0 (par valeurs négatives). Donc,
I’axe des abscisses est asymptote a I' et I' est en-dessous de cet axe.

e En 0 par valeurs supérieures, x et y tendent vers +oo. Or :

1/¢
y(t) _ exp(1/t) __ 2e _ 2 9
x(t)  sh(l/t) el/t—e 1/t 1 —e 2/t 10+
et : ; y y
IR e A A —
y(t) — 2x(t) = 773 5 - o ue™ — 0

par valeurs positives. Donc, la droite do d’équation y = 2x est asymptote a I' et I" est en-dessus
de d2.

e En +o0o, x tend vers 1 (par valeurs supérieures) et y tend vers +oo. Donc, la droite d; d’équation
x =1 est asymptote & I" et I" est encore a droite de d;.

11. Pour t =1, on a: 2’(1) < 0 et y/(1) = 0 donc la courbe I présente une tangente horizontale.
La courbe I' a I’allure suivante :

M_o

C. Une équation différentielle

12. Résolvons I'équation : xy’ +y = chz sur R .

1
o Résolution de I’équation homogéne : zy’ + y = 0 qui s’écrit sous la forme : ' + —y = 0.
x

Les solutions de I’équation homogene sont donc les fonctions :

C
z—Ce m® == avec CeR.
x
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e Recherche d’une solution particuliére : on utilise la méthode de la « variation de la
C(a) C'@) _ C@)?

=—=. On aalors : y/(z) = == et donc :

constante », en posant : y : x —
x

2y () + y(z) = C'(z) = ch(z), dou: C(z)=sh(z).

shz
Une solution particuliére est donc : y : £ — —.
x

o Résolution de I’équation avec second membre :

C +sh(z
les solutions de 'équation différentielle sur R sont les fonctions : x +— ;(), ou C € R.
x
13. De méme :
D + sh(x
les solutions de I’équation différentielle sur R* sont les fonctions : = +— ;(), ouD e R.
x

14. Pour qu’une fonction y soit solution de ’équation différentielle (E) sur R, il faut qu’elle soit

sh(x 1
L = 1 mais la fonction x — — n’admet
x x

pas de limite en 0. Aussi, pour que y soit solution de (F) il faut que C = D = 0, et donc que y = F.

définie, continue et dérivable sur R. Or, on a vu que : lin%J
T—>

Réciproquement, F est continue et dérivable sur R, et bien solution de (E) sur R’ et R* . De plus,
F(0) =1 et F vérifie donc I'équation (E) en 0. Finalement :

‘ F' est la seule solution de (E) sur R. ‘

D. Etude d’une suite

1
15. Pour tout n € IN*, on a : nt
n

continue et strictement décroissante sur R, c’est une bijection, qu’on notera f, de R sur |1, +ool.

1
> 1, et donc : n+l € ]1,+oo[ = f(RY). La fonction f étant
n

. o.oon+1 . /o 3
En particulier, admet un unique antécédent par f, ou encore

pour tout n € IN*, 'équation f(z) = ”TH admet une unique solution sur R .

16. Tout d’abord, on sait que ffl posséde le méme sens de variation que f: on en déduit que ]7’1
est strictement décroissante. De plus :

~ 1 1 ~ 1
Vne]l\Lf(un):n:; :1—1—%, donc : un:f*:[(l—i—g).

1 1
Or:1—|—m<1—|—ﬁet,donc:

1
n+1

~ ~ 1
ft (1 + ) > 1 (1 + —) , soit 1 Upg1 > ug,
n

ce qui permet de conclure que

‘la suite (up)nen+ est strictement croissante.

17. On sait que : lim f(z) =1 donc : lim f~*(z) = +00. On a donc :
r—>+00 rz—1

~ 1 ~
lim w,= lim f! (1 + 7) = lim f~(2) = +oc.
n z—1

n—-+4oo n—-+oo
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18. Puisque lim wu, = 400, on peut écrire :
n—-+o0o

1 1 1

n

On en déduit donc que : 6n> ~ n et donc :
n—-+oo
Vi
U ~ —=.
n n—-+oo 6

E. Une fonction définie par une intégrale

19. Pour tout réel x :

e — 2@ e’ +e T)(e" —e " 2ch(x).2sh(z
) = EEY_ TN o) 20 200e)

donc :

‘Vaj € R, sh(2z)=2ch(z)sh(z). ‘

20. La fonction f étant continue sur R, elle admet des primitives sur cet intervalle. De plus, pour
tout € R%, ona: § <wet[§,2] CRY.SiF est I'une des primitives de f sur R}, on peut donc

écrire : .
Vo eRY, J(x)=F(z)—F (5) :

On peut donc en déduire que J est dérivable et :

Ve e RS, J(z)=F(z) - %F (3) = f@) - ey (%)
vreR:, J'(z)=xsh (é) — % . gsh (%) = xsh (é) — % -2ch (%) sh (%),

et donc :
cew r-La()- (g (D) -0 (3o ()

21. OPn sait que, sur RY, f est strictement positive. De plus :

soit :

1 1 1
1—5 ch(7> >0 < ch(f) <2 & e/Pyercy & (el/x)2—4el/x—|—1<0.
z T

Considérons la fonction polynéme : u : x — x?—4x+41. Son discriminant est : A = 12 = (2v/3)% > 0,
donc u possede deux racines :

o a_2-V3)(2+VvE) 1
f=2-V3= 2443 o«

a=2+V3 et

)

et donc : 1
u(r) <0 & xe]a,a[.

On en déduit donc, puisque a > 1 :

1 1 1 1 1
1—*Ch<7)>0<:> Z<eP<ha s —ha<-<a & 2> —
2 T « T Ino

c , o s . o A
puisqu’on résout I'inéquation sur R . Ainsi :

1
J(x)>0 & x> ——

In(2 +v3)
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22. On en déduit le tableau suivant :

1
z 0 In(2+/3) 00

J'(x) - 0 +

7 (atm)

23. L’allure de la courbe de J est donc :
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