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Fonction caractéristique .
Q1. Soitn e N*ett € R.

Lindépendance des ¢, entraine celle des exp , donc

k

Py, (t) = E(e**)=F <exp (ztz ;)) (H ex Ztg’“ > = H E (emp (“;ff))
k=1 k=1

o1 5 (e (752)) = (12 e = 1) e ( 52 >p<5k__1>:

o (8) o () - ()

donc Phix, (t) H cos <2k>

Q2. Onales egalltes suwantes

t L (t\ 1 [t
cos 27 .St 27 = 5827’1 on—1
t

Avec le produit des égalités précédentes, on obtient
) t\ t sin(t) t sin(t)
sin <2n> kl:[lcos (2k> =~ . C'est adire sin (2 ) Oy (t) = on

Q3. o By (0) = E(1) = 1 et vt £ 0, szn(;n)

On conclut que (Phix, ), converge simplement vers sinc.
Q4. sinc est continue sur R* et lim sinc(t) =1 = sinc(0), donc  lim &y estcontinue sur R.
t—0 n——+oco

donc @x, (t) ~ Sm(t).

7L*>+oo 2” n—s+00 t

2" —1

k k k -
Q5. X,(Q) = {2n / kel[-(2"—-1),2" — 1]]}, donc ®x, (t) = Z exp (775271) PX, = 27), en inté-
k=—(2n—1)
grant entre 0 et 2"*!7, on aura pour tout j € [[-(2" — 1), 2" — 1]],

1 jt 2! k 1 tk — §)
W/Ov ®Xn(t)exp(_l27)dt = k_%;bl) P(Xn = 27)Ik ou Ik = m/ov ETP <’L on ) dt,

ontin

1 jt k

OrvteR, &_x, (t) = E (exp(—itX,)) = ®x, (—t) et grce & la question Q2., la parité de ®x, donne
d_x, = Px, , ce quidonne d'aprés le résultat précédent,
k k e A .
Vk e [[-(2" —1),2" = 1]], P (_Xn = 2n> =P (Xn = 2n) c’est a dire —X,, et X,, ont méme loi.
exp(itX,) + exp(—itX,,) 1

Q6. Vt € R, p,(t) = FE 5 =3 (E(exp(itX,)) + E(exp(—itX,))), or —X,, et X,, ont

méme loi, donc Vt € R, ¢, (t) = Ox,, (t) - sinc(t).

On peut raisonner de la fagon suivante :

Vt € R, pn(t) = Re(Px, (t)), or 'application Re: C — R  est 1-lipchitzienne, donc continue,
z +— Re(z)

ce qui donne par passage a la limite V¢ € R, 77,£>H41—oo ©n(t) = Re(sinc(t)) = sinc(t).

Q7. Considérons la suite ¢, = 2"*+!x, alors ¢, (t) = ®x.( H cos( ) = 1 et sinc(t,) = 0, donc

lon (tn) — sinc(ty)| = 1 ne tend pas vers 0 lorsque n — 400, Ce qU| entraine que la convergence n’est pas
uniforme sur R.



II Ecriture binaire .

Q8. Pour tout j € [[1,n]], z; € {0,1},donc 0 < > ;2" 7 < 2T =27 — 1,
j=1 j=1
Donc Im(¢,) C [[0,2™ — 1]].

Q9. Im(¢n) = {ij2n—j / (xj)lgjgn € {Oa 1}n} = Ap.

Q10. ¢,(0,...,0) =0,donc 0 € Im(¢,,).

Supposons que pour un certain 1 < k < 2" — 1, k € Im(¢y), donc k = Y ;2" ol z; € {0,1}.

j=1
n—1 .
eSiz, =0alorsk+1= Z ;2" 427" € Im(¢y,)
j=1
e Si z,, = 1, On considére I'ensemble {j / z; = 0} qui est une partie de N, non vide grace a I'’hypothése
p—1
k < 2" —1 et majoré, soit p = max{j / x; =0}, alors k = Zx 2n—d 4 Z 2" =Y "gonion TP,
j=1 Jj=p+1 j=1
p—1
donc k + 1= 2;2"7 + 2" € Im(¢n).
j=1
Ce qui achéve la récurrence.
Q11. Les questions @8. et Q10. assurent que Im(¢,) = [[0,2™ — 1]], donc ¢, est surjective, et puisque
Card({0,1}™) = 2" = Card(2™ — 1), ¢,, devient une bijection.
. - $
Q12. ¢ Soitz € Dy, alorsz =y 2 > Z 2“+1 € Dyi1,donc D,, C Dy y1.
j=1
n x n 1
i N* D,,, alor < — = —, donc D, 1 r sui
e Soitn € N* etz ¢ alors 0 < z = ;2 z:: ~ gy donc C [0,1] et par suite

D= |J D,clo1].
neN*
. o . 1
Q13. Soit (z,n) € R x N, [2"z] < 2"z < [2"z] + 1, en divisant par 2", on obtient 7, (z) < z < m,(x) + on
Q14. On alarelation V(z,n) € R x N, d,41(x) = 2" (141 (z) — ().

Soit z € [0,1], k € N* et j € [[1,k]], alors % = m;(xz) — mj—1(x) donc par téléscopie, on obtient

k
= Z(wj(x) —7mj—1(x)) = mg(z) — mo(z), or x € [0, 1], donc my(x) = [z] = 0, ce qui donne la

formule Vz € [0, 1], Vk € N, mx(z) = Z d; (@
j=1

L . 1 1
Q15. Soit (z,j) €e R x N*, z — 5 < mi(z) <zetx — 21 < mj—1(x) <z, donc
-5 < mi(x)—mi—i(z) < 551> ce qui donne en multipliant par 2°* , l'inégalité —1 < d;(z) < 2, 0rd;(z) € N,
donc d;(x) € {0,1}.
Q16. Soit n € N*.
— Soit # € D, alors = ;2—’ U (z;) € {0,1}", donc 2" = ijznfj = &, (21,...,x,) et par la
question @Q8., 2"x € [[0,2" — 1]].
<= Soit z tel que 2"z € [[O 2" — 1]]. ®,, étant surjective, donc I(xy,...,z,) € {0,1}™ tel que 2"z =
z;ij”‘J, cest & dire x = z:l 5 € Dn.
J= J

Q17. Soitn € N*, 2"V, = &, donc ¥, est bijective comme &,,.
) . _ n .1:7]
Q18. Soitn € N etx—;%_ €D, etkeN.
1=



k
N . d; ) ,
D'aprés la question Q14., mi(x) = Y ‘72(].30), avec d;(r) = [2/x] — 227 4]
j=1
Soit j € [[1, K]].
eSij>n+1,alors j —1>mn,donc 27z € N et 2/~!z € N et par suite d;(z) = [27z] — 2[2/"12] = 0.
e Sij<n.
n 7 n 7 n n
P Zj _ oj—i ZT; . oj—i Z; 1 -
Wy = Z 222? Z$12J + Z 5i—; et puisque ZxZQ eNeto < Z 5 < Z 57 =
=1 =1 1=j5+1 =1 i=j7+1 i=j7+1
=
_ i
272] = szw ', de méme [27 712 = ) " 2;277""", ce qui donne d;(z) = ;.
i=1 i=1
min(n,k) .
On conclut que mi(z) = Y Q—j
j=1

III Développement dyadique, loi et décomposition .

1 Loz -
Q19. Uy, est a valeurs dans {0,1},donc 0 <Y, <1-— o0 donc (Y, € [0,1]) est un événement slre et par
suite P(Y,, € [0,1]) =

0Q20. D’aprés la question Q16., Y,,(2) = {i / keo,2" — 1]}} = D,.

Soit 2 € D,, et posons z = Z 2—’ = oukel0,2"—1]

k
Fo(z)=P(Y,<z)=>» P (Yn = 2n> or par bijection de ¥,,, on a
v

(- 2) = (52050 932 (£)) = 0 =1t -

Les U;, sont mutuellement indépendantes et suivent la méme loi de Bernoulli de parmetre , donc
k

] 1 1 k+1 1
Ply,=2L)= (P(Uy = z1))™ = — et par suite F,(z — i =x+ —.
on on p 2n an omn
R . . " k
0Q21. On garde les mémes notations de la question précédente, donc G, (z) = F,(z) — P (Yn = 2n> =
1
Fn(,ﬁ) — 27 = X.

1
Q22. Soit n € N*, on a montré que V& € [[0,2" — 1]], P (Yn = 2]1) = on

de plus Card(Y,,(2)) = 27, donc Y, suit la loi uniforme sur D,,.

n

Q23. X, estavaleurs dans D,,, donc d’aprés la question Q17, X,, = Z 2—? ou V; a valeurs dans {0, 1}.
j=1"
Pour tout € {0,1}, 3k € [[0,2™ — 1]] tel que LA i , donc
L1y ... Ty 5 ) ) q on - 4 2]

Jj=1
PWVi=ux,.,V,=2,) = P(X, = 2—”),or U, suit la loi uniforme sur D,, qui est de cardinal 2", donc cette
N . 1
derniére probabilité vaut o
2n—1 1
Or pour tout i € {1,...,n}, Card(X; = z;) = 2”71, donc P(X; = x;) = o = 5et par suite
P(Xy =21,....X H i = x;j), on conclut que les X; sont indépendantes et suivent la loi de

Jj=1
. Lo 1
Bernoulli de parmétre 3

IV Développement dyadique, étude asymptotique .



Q24. C’estclairque Y,, <Y1, donc on a l'inclusion des événements (Y, 41 <z) C (Y, <z)et (Y41 <2x) C
(Y, < x) et par suite F,41(z) < F,(z) et G,,11(x) < G, (), ce qui entraine la croissance des suites.

Q25. Pour tout z € R, les deux suites précédentes sont décroissantes minorées par 0, donc elles convergent
simplement sur R.
. 1
Q26. ¢ Siz =1,Y,(2) C[[0,1— 2—”}], donc F,(1) =G,p(1) =1
e Siz € D, 3k € N*tel que z € Dy, or¥Yn > k, D, C D, donc z € D,, et par suite G,,(z) = x et
1
F.(z)=2+— — =

2N p—s+o00

Q27. Soitz € [0,1[\ D etn € N*

Tk kE+1 . J Jj+1 Jj j+1
0,1[= — ,donc 3 0,2™ —1]] tel que = ——|,0r D, donc = , ce
[ ) [ kL:JO |:2n’ on |: ] € H H q T € |:2n o T ¢ x € on o
qui entraine que F,(z) = P(Y,, <x) =P (yn < 2‘7”> =F, (;ﬂ)

Gula) = PV, <) =P (¥, < 57 ) = (;)
1 1 ;
F,(z) = Gy(z) = % +on etvul megallte o<z < j—; on aura % et donc
lim F,(x)= lim Gy(z)=u=z.
n—>+00 n——+oo

Q28. Soit I un intervalle de [0, 1]. Posons H,,(Sup(l)) = { %(fgfé(ll)))’ :;Z 55;}9((11));]]
Gu(Inf(I)),siInf(I) € I

etHn(inf(I):{ Fo(Inf(I)si Inf(I) & T ), alors

P(Y, € I) = H,(Sup(I)) — H,(Inf(I)) et passage a la limite en utilisant la question Q26., on aura
in}r P(Y, € I) = Sup(I) — Inf(I)
k . Lk k
Q29. Y, () = {; / k € [[0,2" —1]]}, donc Par théorémede Transfert £(f(Y,)) = S o ) P (Y=g )

k 2™ —1
orP(Ynzzn) —,donc E(f = o Z f(2n>

Il s’agit d’'une somme de Riemann associée a la subdivision réguliére sur [0,1] de pas on- La fonction f

étant continue, donc  lim E(f /f

n——4oo

Q30. e Sit =0, E(cos(tX,)) = E(1) =

2k +1 o
e Sit#£0.X,(Q)= { 2: [ ke[[-2nt2n Tt — 1]]}, la formule de Transfert donne par parité de X,
G % + 1 2% + 1 ] L % + 1
E(cos(tXy)) =2 E cos (t o ) P (Xn = 2n) = onoi E cos (t o0 )

k=0 k=0
Il s’agit d’'une somme de Riemann associée a la fonction 2 — cos(tx) et a la subdivision sur [0, 1]
2k —1
c=0=ay< a1 <..<ap1<a,=1)avecay =0, a = —n pour k € {1,3,5,...,2" — 1} et a, = 1,
1 .
t
donc E(cos(tX,)) — cos(tx)dx = ﬂ()

n—+oo Jq t

t—1 . L
Q31. La fonction t — —— est continue sur |0, 1] prolongeable en 0 et 1, donc intégrable sur |0, 1].

In(t)

12"-1 \ 2" —1 2" —1 1 1 2" —1
D’une par E(tY)dt = tzm P —)dt= 7w dt = —
uepat/ [ o tr(nmg)am g X [rhae g S e S
k=0 k=0 2™ k=0
avec f(t) = T2 donc/ E(t¥")dt est une somme de Riemann associée & f est & la subdivision réguli-re
0
1
de [0,1] de pas o , et par suite
1 1 1
lim BE{tY) = | ——dt=1In(2).
n—-+4oo 0 0 1+t



1 1
R . . . t—1
D’autre part, d'aprés le résultat de la question Q29., lim E(t¥") = / t*dr = / Wy = .
n—s 400 0 0 ln(t)

Or Vvt €]0,1] 0 < t¥» < 1, donc 0 < E(t¥*) < 1, ce qui donne par theoréme de la convergence dominée,

1 1 t—1
lim E(tY)dt = / ——dt.
n—+eo Jy o In(t)
1

1
—_ - t—
On conclut par unicité de la I|m|te/ 0]
0

- )dt = In(2).

V Dénombrabilité .

Q32. D,, est dénombrable comme ensemble en bijection avec {0, 1}" qui est fini de cardinal 2" et par suite
D= U D,, est dénombrable comme réunion dénombrable d’ensembiles finis.
neN*
Q33. f: N — P(N) estbijectiveetA={zreN/xz¢ f(x)} est élément de P(N), donc 3z, € N tel
que f(xz¢) = A, ce qui donne I'’équivalence absurde
X0 ¢ A <= 20 € f(xg) <= x0 € A.
Q34. e Injectivité :
Soit A, B € P(N) tel que ®(A) = ®(B), alors 14 = 15, donc
x€A < 1u(zx)=1p(z) =1 < z € B,Cestadire A= B.
e Surjectivité :
Soit f: N — {0,1} une suite de {0, 1}, et considérons A = {n €N / z,, = 1},
n T
alors C§ = {n € N z,, = 0}, donc
n € A sietseulementsi f(n)=1cestadire f =14.
Q35. e Définition :

+oo
1
VneN, 0 < 2n+1 < Sy donc par comparaison Z o . converge. De plus 0 < Z 2n+1 <> it =
n=0 n=0

1, donc ¥ ({0,1}) c [0, 1], ce qui assure la définition de 0.
e Surjectivité :
+oo

-Six:1,x22271+1:x1:((1)).

n=0

\./

-Siz € [0,1], D'apres Q14 et Q15, Vn € N*, m,(z) = Z i(x) € {0,1} et d’aprés la question 13,

m(x) — x,donc

n—>-4oo

+oo (o +oo i ( )
T = Z dy2(j ) — Z d2:+(1 ) = U((x,)) OU z,, = dpy 1 () € {0,1}.
Jj=1 n=0

e Injectivité :
+oo i i

1 1 0sin =0 1sin=0 1
> gurr = 5 doncavec z, = { lsin>1 ©tvn= { Osin =1 » 21ors W((wn)n) = U((yn)n) = 3,

n=1

mais ((z,)) # ((yn))-

On conclut la non injectivité de .
Q36. e Définition :
Soit (z,,) une suite de {0,1}", alors ¥((x,)) € [0,1] et ¥((x,)) = 1si et seulement sivn € N, z,, = 1si et
seulement si A((z,,)) = % < 1,donc A((z,)) € [0, 1].
e Injectivité :
On va d’abord faire quelques remarques.
Fixons une suite (x,,) de {0, 1}"Y,alors

p—1 +o0 p—1
Rem : 1 Si A((z)) = ‘I’((””“)),alors U((zn) =Y Ty > L =Y 4oy L € D,1, donc

2 2j+1 2j+1 9i+1 9p+1
3=0 j=p+1 J=0
A((#4)) € Dysa.
. 1+ U((zn -
Rem : 2 Si A((zy,)) = w alors ¥((zy,)) = Z 571 Avec z, # 0, donc
=0



Al(ea)) = 5 + Z s € Dyea.

* A((x,)) = 03| et seulement sivn € N, z,, = 0.
Soit donc (x,,), (y,) deux suites non nulles de {0, 1} tels que A((z,,)) = A((yn)).
On va montrer que ceci exige que ¥ ((z,,)) = ¥((y,)). En effet

81 A((#) = ¥((@), et All) = D oy a((y,)) = L)

) , alors A((z,,)) ¢ D et d’apres les
deux remarques précédentes A((y,)) € D donc on ne peut pas avoir A((z,,)) = A((yn))-
-SiA((r) = D ot 5 () =

) %” alors si A((2,)) = A((yn)) on aura ¥((z,)) = 1+ ((yn)),
ce qui exige ¥((y,)) = 0, donc (y,,) est nulle et ceci contredit (y,,) € D*.
En définitive ¥ ((x,,)) = ¥((yn))-

& Cas ou U((z,)) = ¥((yn)) € [0,1[\D. Raisonnons par I'absurde et supposons que (z,,) # (y.) et soit
p=min{j € N/ z; #y,},alors z; —y; = 0pourtout j < p—1etzx, # yp, on prend pour fixer les idées

)
(

. 1 1 Xy 1
zp, =1 ety, =0, donc I'égalité ¥((z,)) = ¥((yn)) S'écrit 51 < op T + Z ]H = Z ;ﬂrl < TSR
Jj=p+1 Jj=p+1
ce qui entraine que
= x; = Yj 1 .
> 57 =oet > 5517 = 5pi1» et cec exige
Jj=p+1 Jj=p+1

Vj>p+1,z; =0ety; =1, ce qui contredit I'hypothése ¥((z,)) = ¥((y»)) € [0,1[\D. On conclut que
& Cas ot U((zy,)) = ¥((yn)) € D. (Dy), étant croissante, donc Ip € N* tel que ¥ ((z,,)) = ¥((yn)) € Dy,
et par bijectivité de ¥,, a la question Q17, on obtient (z,,) = (y»).

On conclut que A est injective.

e Surjectivité :

Soit z € [0, 1], alors par surjectivité de ¥ a la question @35, 3(z,,) € {0, 1}Y distincte de la suite constante
(1) tel que z = T((zy,)).

e Siz =0, alors ¥((0)) =0.

e Siz € [0,1[\D, alors x = ¥((z,)) = A((zn))-

e Six € D, soit p le plus petit entiers naturel non nul tel que = € D,,. Deux cas se présentent.

1 L+ 9((y))
& Cas ol zp = 1, alors = = 5 + Z ST = 5 avec U((yn)) = 212—3 donc ¥((y,)) € D* et
j:

stationnaire a 0, ce qui s’écrit x = A((yn))

P2 1 1 (B2 1
J.Casoumozo,alors:nzz 4= Iy =

27+1 2p 2 92J op—1
Jj=1 Jj=1

= ; (Z E Z 2j+1> = (92(")) ou ¥((y,)) € D et stationnaire & 1, donc = = A((yn))-
j=1

j=p—1
On conclut que Aest surjective.
En définitive A est bijective de {0, 1}" vers [0, 1].
Q37. On vient de montrer que [0, 1] est en bijection avec {0, 1} qui d’aprés la question @34 est en bijection
avec P(N).
P(N) ne peut étre dénombrable par la question 33, donc [0, 1] n’est pas dénombrable.



