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Premiére partie

A. Migration unidirectionnelle

1. m est le taux de migration vers la droite.
Pour un petit laps de temps 8t, mu, 8t migre de T, a T,,; et mu,_;8t migre de T,.,; a T, d’ou :
du, = mu, ot — mu,_; ot

2.

L
Viap=mvy

3. a) Par un raisonnement intuitif : il n’y a pas d’individus sur T, pour n < —1 a I’instant t = 0. Or les migrations
se font uniquement de la gauche vers la droite, d’ol ces territoires restent vides.

Pour une démonstration mathématique, il faut un bagage que n’ont pas les éleves de BCPST !!

Comme on a affaire a des densités de populations, Vne Z, u, =20 et v, 20

VpeIN, v® =m’v, >0 e v®(0)=0

v_; est alors absolument monotone et on montre alors qu’elle est égale a sa série de Taylor :

= v®
vin=3 2O,
p=0 p:

v_; est nulle et par récurrence , pour tout entier n < —1, v, et u, sont nulles

b) et ¢) par récurrence facile :

mt)"
n!

Vne IN, VtelR, v, ()= (

e (mt)" . . . N
4)a) VneIN, Vt=>0, u,(t)y=e mt 4 . On reconnait une distribution de Poisson de parametre mt, d’ou :

n!
U(t)=1 et R(t) = mt

b) limu, (t)=0, limU(t)=1, limR(t)=+eo :la population migre vers la droite, il y a conservation de la
population totale.

B. Migration bidirectionnelle

5) Méme type d’interprétation que dans la partie A, avec des migrations vers la gauche et vers la droite, my étant
le taux de migration vers la droite, m, celui vers la gauche.
mglg =mguy

du, g

U, —(mg +my)u,,; +myu, =0

A T’équilibre : =0, d’ot
équilibre ol {VnZO, m,

6) a) m, = my

Uy =1,
vnz0, u,,-2u,,;+u, =0
S =Upy—u, Vn, 8,,-6,=0,don Vn,§, =8,=0d’ou Vn, u

n = Up
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b) m, #mq
On a affaire A une suite récurrente linéaire d’ordre 2, d’équation caractéristique : 1> —(1+k)r+k =0 ol

m .
k=—% dont les zéros sont distincts : 1 et k.
m
g

Donc
| Jc,.co)e IR?, Vn, u, =c;+c,k" ‘

7) Si m, < my ( le cas m, = my ayant été€ vu au 6)a)), alors k>1 et si ¢, #0, alors limu, = oo, ce qui est

impossible . D’ot ¢, = 0. D’autre part Zun converge, d’ouc;=0et Vn, u, =0

8.si m,>my, alors k<1. Pour convergence de série, ¢, =0 et U=1,d’ ot ¢, =1-k.
N T PP N N k m
On reconnait une distribution géométrique (a valeurs dans N )de parametre 1-k, de moyenne —x = d

-k m,-my

Deuxieme partie : migration a longues distances

A Moyennes de Cesaro

1) Toute suite convergente est bornée :
LC®

2) ¢ n’est pas vide puisqu’il contient les suites constantes . Soit u définie par : Vn, u, =n, alors

— n-1 . . N
vnz1, u,= 3 — +oo . La suite u n’appartient pas a C

|cat Detc+r

1 kT+j-1
3)Vvje0,. T-1}, VkelN, U, =—— u.
) J { } kT+j kT+_] par i
_ k+1
Pourjde {1,..T-1}, upr,; =—\uy +...+u_, J+ u;+.+ur_ ).
jde{ 1 KT+j kT+j( 0 11) kT+j( j Tl)

1121010 Uyryj = U . Méme résultat pour j = 0.

Les T suites extraites ( dont les indices donnent tout N), convergent vers la méme limite,
donc u appartient a C et :

u, =Uur

4) a) Soit ke fn? +1..+D?} | ﬁkziz\/?:%
=0

k>n2+1,dob T, < n(ntl) _n+l
2(n”) 2n

S n(n+1) __n
C2m+D? 2(n+))

k<(n+1)? d’ob U,
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<t 1<l o n=EWK) -1

b) On a alors — <
2 2n

=

2(n+1)
Par théoreme d’encadrement :

limu _1
L ==
2

C’est donc un exemple de suite appartenant a C et n’appartenant pas a &, ie

cCZ&®B
i g 1 |5 om0
5)a) I, = 2p+2 z k= 2p+2 ZH' Z I+..+ Zz:'i = Q7 ,,Z(:)q -q
z an+l _ 9~ 11- q2p+2 _ q2p+2 -1
2p+2 2p+1 1_q 2p+1 (1+q)
g -1

Par un calcul identique I, = ———

q"(q+D

b) g>1, d’ou:

imfl, =3 fimI, =——
q+1 q+1

¢) Les deux suites extraites convergent vers des limites différentes, d’ot (u,, ) diverge, alors que (u,) est bornée
donc on a bien

6. Rappelons le programme officiel de BCPST : « un exercice comme celui de la moyenne de Cesaro, par
exemple, est totalement hors de I’esprit du programme ».

a) limu, =0
Par définition de la limite : Ve >0, INeIN*, Vk2N, |u] <§

= m-Nye _
Ek;u Zl < )

Soit n>N+1, ona:

= n
N-1 A 1N e
ii) Notons A = Zuk , lim— =0, donc AN, € IN*, Vn=N,, —Zuk <—
k=0 n Mo 2
1\ =
iii) Soit N, = Max(N,N,+1), alors Vn > N,, |ﬁn| < —Zuk +|— Zuk <g
o NN

Onadonc: Ve>0, 3IN,eIN* Vn=N,, |ﬁn|<8i.e.:

limu, =0

Remarque : L’énoncé ne propose pas de valeurs absolues. On montrerait par le méme principe qu’a partir d’un

certain rang, u, <€, puis en prenant la suite (-u,), on montrer de méme qu’a partir d’un certain rang, u, >-¢€.

b) On suppose maintenant que limu, =/, etonpose Vn, v, =u, =/
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—_— n_l —_—

Ona: Vn21, u, =Z+—Z€=v
o

+/.

n

D’apres le a), limz =0 car limv, =0,d ‘ou:

On a donc montré que pour toute suite convergente, sa suite de Cesaro associée converge vers la méme limite

B. Migration a longues distances et densité moyenne constante

7.a) On peut remarquer que les flux migratoires tendent a réduire les écarts entre les densités. En effet plus la
densité u, est grande, plus le flux partant — ((md +m, +m, )un est grand. On peut penser que les maximums ne

peuvent que diminuer et que par conséquent, la suite (u,(t)) est bornée . La suite (u, (t)) est alors bornée.

du, —m, n-1

. . — — n+1_ —
b) En sommant les équationson a: Vn 21, u,; —(myg +m, +m,)u, +m, U, +m.,u

n
¢) Il existe une fonction f positive telle que Vt, Vn, 0<u, <f(t).D’apres le théoréme de convergence

dominée ( complétement inconnu des éleves de BCPST), lim jotﬁn (x)dx =Jgﬁ(x)dx .
n—oo

En intégrant I’équation du b) et en faisant tendre n vers ’infini, on obtient : u(t)—u(0)=0

Vi20, u(n=u(0) |

8. Pour i, , comme U'=0, on trouve les équations :

v21, L
dt

du ~ ~ —
% =—(my +m,, )ty +myl; +(m, —my)u

=mgU, — (Mg +m, +m,)u, +m,yu,,,

9. ATéquilibre : Vn>1, m,{,,, —(my+m, +m_ )i, +myl, ;=0

Equation caractéristique : P(r) = mgr2 —(my + m, +m,, Jr+my =0

A=(myq —m, )2 +2m,, (mg +my )+ m2 >0.1y adonc deux racines réelles distinctes :

md+mg+mw—\/z md+mg+mw+\/X
My = < M=

ng ng

etona: J(c;,c,)e IR, Vn, @, =cul +c,ub

m . A o
10. pwp, =—2% >0 les deux racines sont donc de méme signe.
mg
m, +my +m, . .
Ky +u, =—————>0 donc les racines sont positives .
m
g
P1)=-m_ <0, d ou 1 est situé entre les racines ,d’ou :

O<p; <1<y,
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u

n

n-1 _ _
=u,+u,dol u, =lchui‘ +couk +ﬁ=l ¢ 17w +c21¢ +u
n > n I-py 1-p,
CoM5
n(, —1)
moyenne de Cesaro. Donc c, =0et:

Sic,#0, alors u, = donc limu, = +eo . Ceci est impossible, puisque la suite (u,) admet une

| vneIN, u,=cu} ‘

11. m,, est négligeable devant m,.

a) Interprétation biologique : Les migrations se font principalement entre des territoires consécutifs , x est alors
un infiniment petit et nous allons effectuer des développement limités.

B 1+k+x—\/(k—1)2 +2x(1+A) +x?

A:mg[(x—1)2+2x(1+x)+x21 W, >

a) CasA =1

_ 2+ x —V4x+x2 _ 2—2\/;+0(\/;)
2 2

1 .Onadonc :

‘ w =1-x"2 +o(x'?)

b) Cas A >1.
1+A
1+k+x—(%—1{1+(x_1)2X+°(X)] 2- 21x+o(x)
Ky = 2 - 2
—1—Lx+o(x)
Hl_ x_l
c) CasA<l.
1+A
1+X+X+(x_l)(l+(k : X+°(X)] T X +0(X)
W= - —5
1 ) 2
Hl:x_l—?»XJFO(X)

12. a) D’apres les équations du 8., on a : —(my +m,, i, +m, T, +(mg -myJi=0.
Dot : (x +AM)i, -1, =(-A)u
D’ou : cl[(x+7\.)—u1]= (1-2)u .

P(A+x)=m, [(X+X)2 —(1+X+X)(k+x)+k]=—mgx <0

D’oli A+x est situé entre les racines et alors x +A—p; >0
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c __I=h u
! X+A—-m

b) CasA=1:¢,=0
Vn, u, =u, Aléquilibre, tous les territoires ont méme densité, cela provient du fait qu’il n’y a pas de
direction privilégiée de migration.

Cas A >1, alors ¢;<0 ( car le dénominateur est positif) et Vn, u, =u+cuj

Alors la suite (u,) tend vers u en croissant, cela s’explique par le fait que la migration est plus importante de la
gauche vers la droite, et donc, plus le territoire est loin de 1’origine, plus sa densité est élevée.

Cas A < 1, ¢;>0. C’est le contraire la suite (u,) est décroissante.

¢) Lorsque c1 <0, pour montrer que la suite est positive, il suffit de montrer que uy>0, puisque la suite est
. — _I+x-
croissante. ug = ¢, +T =T~ HL 50 car 144,50
X+A—1y

Troisieme partie : migration aléatoire

A Comportement asymptotique de la population

1. a) Soit Z,, la variable aléatoire telle que :

Zi=1siI’individu se déplace vers la droite lors de I’instant k-1 a k
Z,= -1 si I’individu se déplace vers la gauche lors de I'instant k-1 a k
Z,= 0 si'individu reste a sa place lors de 'instant k-1 a k

Ona:

t
Y()=) 7,

k=1

Les déplacements étant indépendants, les v.a.r. Z, sont indépendantes.
Elles ont méme loi : P(Z, =1)=py, P(Z,=-1= Pe> P(Z, =0) :l—pg — P4

b)

E(Z))=pq—p,, E(Y()=t(pg—p,)

V(Z)=py +pg—(Pg —Pa)>, V(Y1) =tV(Z))

par I’'indépendance des Zy

2.a) -1<Z, <1, donc Y(t)e [~t.t] etpour t<n, Y(t)e |-n,n[,dob:

P[e ]—m,—n]u[n,+oo|]:0 |

b) Soit j un entier relatif. Un individu au départ se trouvant en Tj, se trouve a I’instant t en Ty, avec

ke {j— t., ]+ t}. Donc si j <—a-t, cet individu est dans un T,,, avec n < -a. Il y a donc une infinité d’individus
se trouvant a I’instant t dans un T, avec n < -a.

On a le méme raisonnement pour j=a+t, il y a aura une infinité d’individus se trouvant a I'instant t dans un T,

avec n=ad.

P(la population totale présente au temps t dans (Tn )ns—a est infinie) = 1

P(la population totale présente au temps t dans (Tn )n2a est infinie) =1
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3. a) Loi faible des grands nombres : Les v.a.r. sont indépendantes de méme loi, admettant une espérance m et

t
hIA
une variance, alors : Ve >0, limP|[X=— —m|>¢|=0.
t—oo t

Doit limP(IY(t)—(pd —pe [ e)=0 &' o limP((py —p, ~e) < Y(1) <[pg —p, +ek)=1
té—oo t—>o0
Si pg>p,. Choisissons € tel que 0 < € < pq - p; et posons a =py - pg - € >0
P(Y(t) > at)> P((pd -, —S)t <Y(t)< (pd —P, +8)t). D’ou par le théoreme d’encadrement lim P(Y(t) > at) =1
t—>o0

Y (t) converge en probabilité vers +o0 | i.e.

Va>0, VA>0, ITeIN, Vi>T, P(Y()>A)>1-a |

Pour p, >pg, Y(t) tend en probabilité vers -oo

b) Si ps>p, , si on considere Yy, .Y}, les positions des p individus constituant la population, on a le méme
résultat qu’au a) pour ces v.a.r. Y;, et on aura donc :

p p
Vo>0, VA>0, ITeIN, Vi=T, P()(Y;()>A)=]]P(Y;()>A)>(1-a)’ (indépendance)
i=1 i=1

p
VB>0, VA>0, ITeIN, vi=T, P(] (Y, ()>A)>1-B.

i=1
Et donc, la probabilité que toute la population soit dans des territoires (Tn )n2a tend vers 1 quand t tend vers
I’infini

De méme pour py<p; , la probabilité que toute la population soit dans des territoires (Tn) tend vers 1 quand

n<-a

t tend vers I’infini

B Covariances spatiales a I’équilibre

Remarque : il manque une hypothese dans le résultat admis : il faut une hypothese d’indépendance :
P(U, =i).(U, = j)/(V, =k),(V, =) =P(U, =i/ V, =k)P(U, = j/V, = /)

4. Notons D, le nombre d’individus allant de T,; 2 T, ( entre I’instant t et t+1)
Notons R, le nombre d’individus restant en T,
Notons G,,; le nombre d’individus allant de T,,; aT,.Ona:

| X’n = Dn-l + Rn + Gn+1 |

Sachant X, ;=k, chacun des k individus de T, ont une probabilité p, d’aller en T,, et ceci de maniére
indépendante. On a affaire a un schéma binomial et la loi conditionnelle de D,,_; sachant X, ;=k est la binomiale

B(k,pa)
De méme : R,,,x i suit B(k,1-ps-py) et G,y/x,  « suit Blk,py)

Connaissant le nombre d’individus dans les territoires T,_;, T, et T,,;, le nombre d’individus allant de T,_; a T,,
le nombre d’individus restant en T, et le nombre d’individus venant de T,,; vers T, sont bien indépendants.

5. Tous les territoires sont identiques (au départ méme nombre d’individus et migrations identiques) et jouent le
méme role d’ou la loi de (Xo,Xy) est la méme que celle de (X,,X,4x), donc cov(X;,X;) de dépend que de j-i, ( plus

précisément que de | j—i| )
Cx = cov(Xo,Xy) = cov(X,Xo) = cov(Xp, X ) =
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6' a) COV(X'n ?X'n+k ) = COV(Dn—l + Rn + GnJrl ’Dn+k—1 + Rn+k + Gn+k+1)
On utilise la bilinéarité de la covariance et le résultat admis du B.

Si k+-1, Dn_ et R, sachant X, et X,,,, sont indépendantes : cov(D,.;,R.) = pd(1-pg-pe)cov(X,, Xpu)
Par contre , si k=-1, on n’a plus I’hypothese d’indépendance

De méme, on peut de méme appliquer le résultat pour D, et Dy 1, pour k #0

De méme, on peut de méme appliquer le résultat pour D,,_; et G,,1,1, pour k #-2 ...etc

Bref, l1a formule ci-dessous est valable pour k<-2 et pour k>2

il il 2
cov(X'y . X'y ) =Pacy +Pa (1= Py ~Pg)Cii T PaPeCrs2 T (L =Pg —Pg)PCr + (1_Pd _Pg) Cx +(1=Pg —Pg)PgCrsi T PgPaCk—2

+Pg(1—Pd _pg)ck—l +P§Ck

cov(X',, X' 1k ) =PgPdCrsn t+ (pd +P, Xl—pg —pd)ck+1 + (pﬁ + (1—pd —pg)2 +p§)ck +(Pg +Pg )0 =Pg =Py et +PgPuCi2

b) A I’équilibre cov(X’,,X’ y11)=cov(X, Xp4x)=Ck-
En divisant par p,pq, on obtient :
Ck+2 +6Ck+1 +BCk +6Ck71 +Ck*2 = 0

2 2, 2 2, 2

+\l-pg— +p,—1 2pi+p;—Pq—P.+
avee B= P4 ( P4 Pg) P, _ (Pd Pg =Pa ~Pg pdpg)=_2(1+6)
pgpd pgpd
‘ Cyin +0C —2(14+0)c, +0Cc,_ +¢cp, =0

7.2) P(x)=x*+0x> -2(1+0)x*> +ox +1

b) Si A est une racine de P, A est non nulle et P(?Cl ): A *P(L) =0. (P est un polyndme symétrique)

¢) 1 est racine évidente et P’(1) =0, donc 1 est racine au moins double.

d) En factorisant par (x-1)* : P(x) = (x-1)*(x*+(0+2)x+1)=(x-1)*Q(x).
Etudions les racines de Q : A=06(c+4)>0.1ly a donc deux racines réelles distinctes ou

—(o+2)—VG2+4G<O \ _—(6+2)+Vo? +40
s 2 =

2 2
Les deux racines sont négatives car 6 +2 >+ 6’ +40

confondues A; =

8. a) Par le produit des racines d’un trindme, A;A, = 1 (on le sait d’ailleurs d’apres b))
Q(-1)=-06<0, d’ou -1 est situé entre les racines :

b) Une explication « biologique » : I’influence du territoire T, sur le territoire T, ou T, est trés faible lorsque
ket grand d’ou limcy, =limc_, =0

On ne peut pas utiliser le rappel (qui n’en est pas un pour les éleves de BCPST, sauf pour une équation linéaire
d’ordre 2), car les racines de P ne sont pas simples.

Posons uy =cy , +(6+2)c;,; +C €t Vi = Ug-Uy g
Alors Vk>2, uy, —2uy_; +u,_, =0 et vi= vy,

La suite (vi) est constante et lim v, =0 d’ou Vk>1, v, =0, u, =u,
k—+oo

Pour les mémes raisons, Vk =1, u, =0
D'ob J(a,b)e IR%, Vk=1, ¢, =ad,)" +b(r,)*

lim ¢, =0 et [A|>Tet [Ay[<1,doua=0
k—+oo
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vk21, ¢ =¢, (A )", ey =/, KT, ke zx, ck:cl(Kz)‘k‘_l

©) pg=pa=p/2
2
- —2+p+241- 1-1-
(S=—4(1 p), A, = P p:—( p) .D’ol:

P p p

k-1
Vke Z, ck:cl(—lj (1—1/1—p)2‘k‘_2
p
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