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MATHEMATIQUES 1 
(Deux pages dactylographiées) 

N.B. A condition d'admettre les résultats fournis par l'énoncé, les quatre parties du 
problème sont indépendantes. 
On notelPl* = I N \ { O l  et R* = R \ { O l  
Une application n c-c un d'une partie P de IN dans IR est appelée suite et notée (unIn 
symbole )-un désigne alors la série de terme général u . p; le 

n 
n 1 sin nl n 

n 
n EP 

L'objet du problbme est l'étude de iaLog/cos nl et de (-1) ------ X 
n EN* n n EN* 

( a E [ l , + m [  , XE w). 
1 

I 

1) Montrer que l'$qu$tion différentielle xy' + y + tg x = O admet une solution 
unique f définie sur X = -1- 2, 2 [tout entier. 

2 )  On suppose l'existence d'une suite (a telle que : 2n+l nom 
+ a  2n+l vx EI X 
n=O 

Montrer alors que f est développable en série entisre sur 1 et exprimer les coefficients de 
c e  développement en fonction des a 2n+l' 

1 3) On pose F(x) = - Log lcos x 1 . Etudier cette fonction, tracer la courbe 
X représentative; étudier la concavité sur l'intervalle 1. 

Sachant que II , L Q ,  montrer que F est définie surN* ; on pose u = F ( n ) .  n 

11 

1) On. dit que A, partie de B, est dense dans B (partie de IR) si et seulement si : 
2 \d(a,b) E 13 : 

Soit f: IR +iR continue et A dense dans B ; montrer que f(A) est dense dans f(B). 
(1 a,b [OB f 8)+(]a,b[nA d $1 

2) On admettfa le résultat suivant : tout sous-grocpe additif de IR est soit de la 
forme a 2 ( avec a E R 1, soit dense dans IR. 
Montrer que : a) A = 1 n + 2kn, (n,k)c L 1 est dense dans IR 

b) B = { cos n , n E IN1 est dense dans [-l,l 1. 
2 

3) a- La suite (cos nlnEIN est-elle convergente ? 

b- La suite (Log kos 4 l n  EIN est-elle bornée ? 

III 

1) Montrer que, pour tout n c UV*, il existe un et un seul entier kn3 1 tel que : 
P II 

O < (  n-(2kn- 1) T I  < - , 2 
On pose : kn = k(n) et In-(2k(n)-l) 51 = 

2 )  On admettra que : 
1 

&-i ZM E I N \ t O , l )  : ' v ,  (p,q) E Pl X l N \ { O t l l  In - 
q q  

. . ./. . . 
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1 1 3) On pose wk = -TE--TT;- Log sin -------- 
2(2k - l)M-l 

Etudier la convergence de la suite ( w  1 puis de la série k kc JN-{O,l} ' 
en déduire lim u . k(n); n *+- n la suite définie en' I 3 )  ; comparer u et w 4) Soit (unln eN n 

1 

suite (t (n)>,, w+ n 
5)  Pour a E R et ne IN* on pose ta(") = -,Log lcos nl. Etudier la convergence de la 

a 
n 

6) Soit gn(x) = x cos n . Déterminer le rayon de convergence de la série entière x gn(x) 
n r N  

a) en utilisant 111 4) 
b) en utilisant II 

est-elle convergente ? -La suite (-------- cos (n+l) 
cos 11 )nc N 

est bornée et Log I cos n I 
Log n 7 )  Utiliser III 2) pour montrer que la suite ( ------------ )nc m\ {O,II 

que la série t (n) converge si a > 1. nc N* a 

IV *- 

Pour x 6 IR et n E AN* on pose hn(x) = (-1) n lsin nl n 
n 

---- x . 
1) En utilisant le résultat admis en III 2). étudier, pour 1x1 >1, la conver ence do 

la suite (h (x)InE m*. En ddduire que le rayon de convergence de la série entière nE 9 CJ.hn(") n 
est égal à l. 

est convergente. 2 cos 2n 2) On rappelle que la série ----- nE H* n 

hn (-1). En déduire la nature de la série nc IN* 

3 )  Soit 1 une fonction de !R vers IR continue sur ]O,%[, telle que, pour un nE N, 

l'expression 2 f l ( x )  cos nx dx ait un sens ; cette expression se note alors a (1). n 
li -0 

tg x sin 2nx dx , (On pourra utiliser 1 + 1 ). 
Ji 

= O  n n-1 a) Calculer In 

b) Soit L la fonction de R vers IR telle que : L(x) 
Log ,cos 5, 

Montrer que, pour tout entier n, a (LI, existe et calculer sa valeur. (Pour a,(L), on pourra 
introduire n CH Log sin X d x  1. 

c )  On pose, pour tout x, S ( x )  = lsin XI. Calculer an(s). 

a (SI cos nx et que, pour tout n 4 )  On admet que, pour tout XE R, S(x) = 

a)  Montrer que 0 est définie sur 1-1, il[ . 
b), Soit h(x) =y hn(X) pour x 

+- 
1-1, +1[ . Exprimer h(x) en fonction de @ ( x ) .  

$a 
* 

c) Utiliser III 7) pour montrer que $ est definie en 1. 

d) En déduire que h(x) a une limite quand x tend vers 1 par vGleurs inférieures. 

***** 
*+* 


