Corrigé Mines d’Albi, Ales, Douai, Nantes 2000

Analyse

Partie |

1. Les fonctions sinh et cosh sont dérivables sur R et cosh ne s’annulent pas sur R donc tanh est dérivable
sur R donc continue sur cet intervalle.

h*(z(—sinh® 1

Pout tout réel z, (tanh)’(z) = cosh (z( 251n (z) = 5>— > 0. tanh est strictement croissante sur R.
cosh”(x) cosh”(x)

1—e 2
De plus, pour tout z, tanh(z) = ————— donc lim tanhz =1 et par imparité lim tanhz = —1.

1+ e_QI x— 400 xr——00
tanh établit donc une bijection de R dans I = | lim tanh(x), lim tanh(z)| =] —1,1[.

Tr— —00 r— 400

2. Le calcul précédent montre que pour tout réel z, tanh’(x) = 1 — tanhQ(x).

3. Soit x dans I. Alors —z appartient a I.
De plus, tanh(artanh(—z)) = —x et tanh(—artanh(z)) = —tanh(artanh(z)) = —x car tanh ext impaire.
Comme tanh est bijective donc injective sur R, il en résulte que artanh(—z) = —artanh(x) ce qui établit

que artanh est impaire.

4. Soit y dans I et x = artanh(y). La fonction tanh est dérivable au point et tanh’(z) = 1 — tanh?(z) # 0.
1 1

Donc artanh est dérivable en y et artanh’(y) =

tanh'(x) 1 — tanh? (artanh ) 1oy
. . 14 . 1
5. Une décompostion en éléments simples donne pour tout x de I, T2~ 3 — /) Par
— x
1
intégration, qu’il existe un réel C tel que pour tout x de I, artanh(z) = 3 1n +1 —5n (1 —z)+C.

Or tanh(0) = 0 donc artanh(0) = 0 ce qui donne C = 0.

1 1 1 1
Pour tout x de I, artanh(z) = §1n(x+1) - 5111(1 —z)= 5111 (1 +x>'
—z

6. On fait un développement limité de la dérivée de artanh & ’ordre 4 en O :
On obtient : artanh’(x) = 1+2% + 2% +o(z?).

Par intégration, puisque artanh(0) = 0, artanh(x) =T+ Ly % + o(2®).

Partie Il

7. La fonction x — z est continue et ne s’annule pas sur ]0, 1] donc la solution générale de zy’ + 3y = 0 est

3
de la forme z + Ce®®) on & est une primitive de x +— —= sur ]0, 1[. Prenons ® : 2 — —3Inx.
x

C
La solution générale de xy’ + 3y = 0 est de la forme z — —.

23

) N z(x) )

Cherchons une solution particuliere yo de (E) de la forme yo(x) = —3=. yo est solution de (E) sur ]0, 1]
x
!
1

si et seulement si pour tout x de )0, 1[, = (330) 3 z(f) 3Z(3§) = 5 ce qui équivaut a pour tout x

) T T T 1-=z

1

de 10, 1], 2/ (x) = L~ 1. Prenons » définie par z(z) = artanh(z) — x.

1—22 1-—2?
On obtient alors la solution générale de (E) de la forme :
artanh(z) —x 4+ C

T 3 , CeR
x
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Partie 11

8.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Si il existe un réel C' tel que pour tout réel x, f(x) = C, f étant solution du probléme posé, alors C' vérifie

2C
=1rc2 ce qui équivaut & C(C? —1) =0 soit C =00ouC =1ou C = —1.
2f(0
. Si f est solution, f(0) vérifie f(0) = % ce qui donne comme & la question précédente f(0) =0 ou

f(0) =1ou f(0) = —-1.

2 1—a)?
Pour tout réel z, 1 —|f(z)] =1— 1+aa2 = (1+Zl ol a= ‘f (g)‘

Ainsi pour tout réel z, |f(x)| <1 soit —1 < f(z) < 1.

Supposons que f soit solution. Alors, pour tout réel z :

B B 2f(x)  2(—f(x))
(=H@) = =1C2) = =707 = T3 = F ) 2

ce qui montre que —f est aussi solution.

Pour tout réel x :

2tanh(z) _ 2sinh(z)cosh(z) _ 2sinh(z)cosh(z)
1+ (tanh(z))? (cosh(x))? 4 (sinh(z))?  2(cosh(z))? —1
= (e (2;1 e)—(:)2__62 ) = ZQCE _T_ Z_QI = tanh(2x)

ce qui montre que tanh est solution du probléme posé.

Ona lim -2 =0. Or f est dérivable donc continue en 0 donc lim f(z) = f(0) = 1.
n—-+oo 21 z—0
Il en résulte que lim w, = 1.
n—-4oo
Pour tout entier n, u, = f (2 o ) = 2Un+1
y Un 2n+1 1 + U%+1 .

Comme pour tout n, 1 + u%_H > 0, up41 et u, ont toujours le méme signe donc pour tout entier n, u, a
2
U U -1
le signe de ug. D’autre part pour tout entier n, up41 — uy = n+1(+1)
T+ug
Puisque pour tout z, f2(x) < 1, on en déduit que pour tout n, u%_H —1<0etque (Unt1 — Un)Unt1 < 0.

Ainsi si ug > 0 la suite u est décroissante et si ug < 0 la suite u est croissante.

Comme f(xg) # f(0), up appartient a [—1, 1[. Distinguons deux cas :
Si ug est négatif, alors tous les termes de la suite u sont négatifs et la suite u ne peut converger vers 1.
Si ug appartient & [0, 1], la suite u est décroissante et on a lim w, < ug < 1 ce qui conduit & 1 < 1.

n—-4oo
Contradiction.

Si f(0) = —1, alors g = —f est une solution du probléme posé qui vérifie g(0) = 1 ce qui est impossible
d’apres la question précédente.

On déduit des questions précédentes qu’il n’existe pas de fonctions non constantes solution du probléme
posé qui vérifie f(0) =1 ou f(0) = —1.
Supposons qu'il existe un réel xy tel que f(zg) = 1.

x
Soit v la suite définie par son terme général v, = f (2—2)
On démontre comme a la question 13. que v converge vers f(0) = 0.

Le calcul effectué a la question 14. montre que la suite v est constante égale a vg = 1 et ne peut donc pas
converger vers 0.

De maniére analogue, il est impossible qu’il existe un réel xg tel que f(xg) = —1. Ainsi, pour tout réel z,
-1 < f(z) < 1.
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19.

20.

21.

22.

23.

En utilisant ’expression de artanh trouvée au 5., on a pour tout réel x :

g(2x) = %111 (%) = %111 ((%) ) = 2artanh(f(z)) = 2¢9(x)

La fonction f est dérivable en 0. La fonction artanh est dérivable sur | — 1,1[ donc en f(0) = 0. Par
composition, la fonction g est dérivable en 0.

Soit # réel non nul. On a lim — =0. Or g est dérivable en 0 et g(0) = 0 donc lim ) _ g (0).
n—-—+oo 21 u—=0 U
Il en résulte que lim v, = ¢'(0).
n—-4oo
(25=) _9(5=)
9\45.7 )
Pour tout entier n, v, = 2;“ = 2;“ = vpy1 car g(2b) = 2¢g(b) d’apres la question 19.. La
22n+1 2n+1

x
suite v est donc constante égale & vy = & Or elle converge vers ¢'(0).
x
Ainsi pour tout réel 2 non nul ,g(z) = ¢’(0)x relation qui est encore valable pour z = 0 : g est donc
linéaire.
Si f est solution du probleme posé :
e Si f(0) =1 d’apres la question 17., f est constante égale & 1.
e Si f(0) = —1 d’apres la question 17., f est constante égale a -1.

e Si f(0) = 0 d’apres la question 22., il existe un réel ¢ tel que pour tout réel z, artanh(f(z)) = cx ce
qui donne f(z) = tanh(cz). La question 12. assure que les fonctions de ce type sont bien solutions.
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Algebre

Partie |

2n 2n
1. D’apres la formule du binéme de Newton, on a A = ZC&X’C -1= ZC&X’C = XB avec B =
k=0 k=1

2n

ZanX k=1 Le polynéme B est de degré 2n — 1, son coefficient dominant est C2" =1 et son terme
k=1

constant by vaut C3 = 2n.

2ikm
2. z est racine de A si et seulement si (2 +1)2" = 1 ce qui équivaut & 2z +1 = exp ( > > ou k est un entier
n

compris entre 1 et 2n — 1.
2ikm

Donc les racines de A sont zg =0 et 2z = exp ( > — 1 avec k est un entier compris entre 1 et 2n — 1.

Remarquons que pour tout entier k£ compris entre let 2n — 1 :

2k = €ex Zk—ﬂ ex Zk—ﬂ —ex —ik—ﬂ = 2¢sin k—ﬂ X Zk—ﬂ
k= CXD 2n P 2n eXp 2n s 2n eXp 2n

3. Faisons dans P, le changement d’indice | = 2n — k. Alors :

o 2n—1 . (2n—l)7r B 2n—1 . In B 2n—1 . In
n — H Sin T = H Sin W_% = H Sin %

l=n+1 l=n+1 l=n+1
car sin(r — x) = sinzx.
2n—1 j- n—1 j- T 2n—1 j-
On en déduit que @, = ,:Cl_ll sin <%> = ]Hsin <%> X sin (5) X ) HH sin <%> = Pj.
— = =n

km k
De plus, pour tout entier k compris entre 1 et 2n — 1, o appartient & [0, 7] donc sin (2—7T> >0 ce qui
n n

implique que P, et @, sont positifs. Par conséquent, P, = v/Q,.

2n—1
4. H zr est le produit des racines du polynéome B. D’aprés les relations coefficients racines, ce produit
k=1
2n—1
vaut (—1)2""1py. Donc H zr, = —2n. D’autre part, d’aprés 'expression des z; donnée au 2. :
k=1
2n—1 2n—1

kr\ 22 l(—1)nQ im =
94)2n—1 n Y 2 \78) &n - k
klzll 2k (27) X Q klzll exp ( 5 > ; exp | o5 E

k=1
20 o (i (nr - T ) = 210,

i
4n vn

En égalant les deux résultats, on trouve Q, = - et P, = V@ =

2 oan—1 :
. 1 R .
5. La fraction F' = 1 admet zg, ..., 22,1 comme podles simples.
2n—1 a 1
On a donc F = F_ avec ap = ————.
I;J X — Zk A'(l‘k)
1)%n 1
Or A'(zx) = 2n(z +1)>""t =2n (2 +1) =2n car zj, est racine de A.
z+ 1 2z + 1
2n—1
1 1
Finalement, F' = — + % .
2n P X — 2z
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Partie Il

6.

Soit f = kIdg une homothétie vectorielle de rapport k ou k est un nombre complexe.
Ona (f+1Idg)* —Idg = A(k)ldg.

Donc f est solution de ’équation proposée si et seulement si k est racine de A.

2n 2n
En utilisant le binéme de Newton, on a 2" = Z Ch et 0= Z C (1)
k=0 k=0

Or tout entier k& compris entre 0 et 2n est soit de la forme 2[ ot [ est un entier compris entre 0 et n soit de
la forme 2] 41 ou [ est un entier compris entre 0 et n — 1. En séparant dans les deux sommes précédentes
les entiers pairs des entiers impairs, on a 2" =S + 5" et 0 =5 — 9, ce qui donne S = 5’ =271,

2n
. Soit s une symétrie. s et Idg commutent dans £(E) donc (s + Idg)?" = Z Cck sk
k=0

Or s* = Idg si k est pair et s¥ = s si k est impair car so s = Idp.
On obtient (s +Idg)?" —Idg = (S — 1)Idg + S's = (2! — 1)Idg + 2" !s.

n—1 _

———ldg qui n’est pas une symétrie.

Ainsi si s est une symétrie solution du probléme posé s = =

Il n’y a donc pas de symétrie solution du probléme posé.

Partie 11

9.

10.

11.

12.

13.

Notons C' = My 1. Alors C et I3 appartiennent a G et G = {al + bC, (a,b) € C?} = Vect(I,C).
Donc G est un sous espace vectoriel de M3(C) dont (I, C) est une famille génératrice.

Si A et p sont deux complexes tels que A + pC' = 0 alors My, = 0 donc A = pp = 0. La famille (I, C') est
libre.

G est donc un sous vectoriel de M3(C) de dimension 2 dont (I, C') est une base.

Soit My, et My deux éléments de G. Alors My p My pr = aa’l + (ab’ + ba’)C +b'C?%. Or C? =21+ C
donc C? appartient a G et M,.s My aussi.

Soit F1 = Ker(u — (a + 2b)Idg). On a, puisque b # 0 :

—2x4+y+2=0 —2x+y+2=0
(,y,2) EE1 <= z—2y+2=0 = r—2y+z2=0 <—=zr=y=2
r+y—22=0 Ly — L3 — Lo y—z=0

Donc E; = Vect(e}) avec e] = (1,1,1).
Soit Fy = Ker(u — (a — b)Idg). On a, puisque b # 0 :
(,y,2) EEs <= xz+y+2=0

Donc E; = Vect(eh, e5) avec e = (1,—-1,0) et e5 = (1,0,—1). De plus (5, e}) est libre donc c’est une
base de FEs.

On adim(E;)+dim(Ey) = 3 = dim(C?) et E1NEy = {(7,9,2) € C3/r =y =z et 2+y+2 =0} = {O¢cs}.
Donc C3 = E; @ Ey. Puisque €} est une base de E7 et (e}, e}) est une base de Es, (€}, eh, €4) est une base
de C3.

Comme u(e]) = (a + 2b)e} , u(ey) = (a — b)ehy et u(e) = (a — b)eh, la matrice de u dans B’ est
a+2b 0 0
D= 0 a—>b 0
0 0 a—"b

mO0Ob--cd.tex pageb



.OnaP=|(1 -1 0 |.Soit (z,y,2) et (a,b,c) deux éléments de C3 :

1 0 -1
T a r+y+z=a r+y+z=a
Plyl=|b|l<<4{ z—y=0D L= 2z+z=a+0
z rT—z=c 2rbetia 3r=a+b+c
L3«—Li+L2+L3
et finalement :
_atb+ec
T a N 3
b—2
Ply]|=|b| = z:a+b—2x:7a+ ¢
z ¢ a—21§+c
y=a-s-z=—7—
1 1 1 1
ce qui démontre que P est inversible et que P! = 3 1 -2 1
1 1 =2

. D’apres la formule de changement de base M = PDP~!.

. Si N est une matrice 3 x 3, on peut démontrer par récurrence sur I'entier n que (PNP~1)" = PN"P~1
Alors :

(M+D"—-1 = (PDP'+D)"—I=PD+0HP ") -1
POD+D)"P'~I1=P(D+I)"-1)P*

D’autre part, comme P est inversible, PNP~! = 0 équivaut & N = 0. Donc, d’apres le calcul précédent :

M+I)"—I=0<= (D+DI)"-1=0

Al@+20) 0 0
. Avec la matrice D de la question 13., (D+I)" — I = 0 Ala —b) 0
0 0 Ala —b)

Par suite, D est solution de (x) si et seulement si a + 2b et a — b est racine de A. De plus, comme b # 0,
D est solution de () si et seulement si il existe deux entiers p et ¢ distincts compris entre 0 et 2n — 1 tels
que a+2b=z, et a—b=z,.
Ainsi D est solution de () si et seulement si il existe deux entiers p et ¢ distincts compris entre 0 et 2n —1
zp + 2z Zp — 2
p+ 22 et b= P %1

3 3

. D’apres la question 6., les matrices M, o solutions de (x) sont les matrices M o ot p est un entier compris
entre 0 et 2n — 1.

tels que a =

D’apres la question 17., les matrices M, avec b # 0 solutions de () sont les matrices M, avec a =
Zp + 224
3

Zp — 2
et b=2 2 o p et g sont deux entiers distincts compris entre 0 et 2n — 1.
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