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I - Le groupe symplectique

_In On
0, —I,

On en déduit que : J.(—J) = I3, et donc que : ‘ J est inversible et J1 = —J = 1J. ‘

1. Le calcul donne : J? = ( ) =—Ihpett]=—J.

2. On a donc :

tJ.J.J = (tJ.J).J = Ip,.J =J donc :

De plus, pour tout réel a :

I, —al, 0 -1 1 0 —al, —In 1,
t _ n n n n - " "
R O N (O N G N

donc :
'K(a).J.K(a) = (In 0,

3. Soit U € G,,. Alors 'U est inversible et (‘U)~! = 4U~!) =1, donc :
g g (U 0 (0 =LY (U 0 \_(0, -U\ (U o,
v =0, vY)\g, o ) \o, wt) \ut o0,) \0, U

d’ou :
Toate= (3 o) = e

4. Soit M € Sps,,. Alors : J = tM.J.M et donc :

det(.J) = det (tM.J.M) = det 'M. det J. det M = det .J.(det M)2.

0 _In _In On
det J = det (IZ 0, ) = (=1)"det < 0, In) =(=1)".(=1)"=14#0,

et on peut donc écrire : (det M)? = 1. Donc :

‘si M € Spa,, alors : det M = +1. ‘

5. Soient M, N € Spa,. Alors :
{M.N).J(M.N)= (*N!M)J.(M.N)=!N.‘"M.J.M).N =*N.J.N = J,

donc :

‘le produit de deux éléments de Sps,, est encore un élément de Spo,,.

6. Soit M € Spa,,. Alors det M = +1 et donc M est inversible. On peut donc écrire :

IMJIM=J & MO(MJIMM =M1 M
& (MTVIM).J(MMY) =4 M) M}
& J=YM"Y.JM

Donc :

si M € Span, alors M est inversible et M ! € Spa,,. ‘
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7. Soit M € Spayp,. Alors, M~! € Spsy, et donc : J =M~ J.M~1. On obtient donc :
J= (M M) T = MM dot: = J = M(=J)IM.
On en tire : J = (*M).J."M, et donc :

’si M € Spay, alors M € Spoy,. ‘

8. Pour M = <A B), on obtient :

Cc D

tA 'C 0, -1, A B c —tA A B
t _ n n o
ot = (g5 i) (1 o) (@ 5)= (5 Z)- (¢ b)
B (tO.A —'A.C 'C.B- tA.D)

~ \'D.A-'B.C 'D.B—'B.D

Ainsi, puisque 'C.B — 'A.D = —('D.A - 'B.C) :

A B IC.A-tA.C =0,
(C D> € Span & ID.A-'B.C=1I,
‘D.B—'B.D =0,

II - Centre de Spo,

9. De maniére évidente, I5, et —I5, appartiennent & Spa,. De plus, ces deux matrices commutent
avec toutes les matrices de Mo,,, donc en particulier avec les matrices de Sps,,. Donc :

{IQn7 _I2n} C 8p2n-

10. Avec les notations de 2., on a : L = K (—1) et donc L € Spa,, d’aprés 2. et 7. Dot :

(I, L\ (A B\ (A+C B+D\ _ (A B\ (I, L\\_(A A+B
LM_(on In)'<C D)_( c D ) et M'L_<C’ D)'(On In>_<C C+D>'

Donc, si M € Z alors L.M = M.L et donc:‘CzOn et A:D.‘

De méme, ‘L € Spa,, et :

gy (In 0.\ (A B A B o (A B\ (I, 0\ (A+B B
L'M_(In ¢ p)=\a+c B+p) ®° ME=\¢c p)\1, 1.)=\c+D D)

Donc, si M € Z alors *L.M = M.'L et donc : ‘B =0,et A= D.‘

Ainsi, M est de la forme : (64 (Z’) On en déduit que det M = (det A)? = 1 d’aprés 4. On en

déduit que \ A est inversible. \

11. Soit U € G, ; alors Ly € Spay, et :

A 0, UA 0,
o= (o, o) %)= (50 o)
U

A 0, 0y, AU 0p
et:  MlLy= (on A) : <on - 1) (on A.tU—l)'
Donc, si M € Z alors Ly.M = M.Ly et donc : | A.U = U.A.
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12. Soient 4, j € [1,n]. Alors :
e Sii# j, alors I, + E;; est inversible et (I, + Eij)_l =1, Ej;
o si i = j, alors I, + E;; est inversible et (In + El-j)f1 =1, — §E”
Ainsi, dans tous les cas, (I, + E;;) € G,. Or, A commute avec toute matrice de G,,, dans avec les
I, + E;;, et donc avec les E;;. Ainsi, A commute avec toute combinaison linéaire des E;;, donc avec
toutes les matrices de M,,. Ainsi, A est une matrice scalaire (non nulle), c’est-a-dire : A = \I,, avec
A e R*
Or, det A = det(A\,,) = \* = £1, donc : A = £1 et ainsi : A = +1,,. Finalement : | A € {In, —In}
et donc :

le centre de Spo, est : Z = {In, —In}.

IIT - Déterminant d’une matrice symplectique

13. On suppose D inversible. On a alors les équivalences :

I, Q\ (U 0,\ (A B U+QV QW\ (A B
o, ,)-\v w)=\c p)* < v w )= \c b

A = U+QV vV = C

- B = QW - W = D
C =V Q = B.D!
D = W U = A-B.D'C

14. e D’aprés 8. et puisque M € Spa,, on doit avoir : tD.B = tB.D, donc :
''D.B.D™') =D ''B.D='D"''D.B = B.
On en déduit donc que : {D.BD~! ='B et donc :
B.D™' =D "'B=YB.D™"),

c’est-a-dire :

’1a matrice B.D™! est symétrique. ‘

e De plus, toujours d’aprés 8., on a aussi : ‘A.D — !C.B = I,, et donc : det(*A.D —'C.B) = 1.
D’aprés 13., on a aussi :

det(M) = det (é: g).det <g %’}):(det([n).det(In)).(det(U).det(W)):det(U).det(W)

= det(A — B.D7'C).det(D) = det(*A — *C.B.D ') det(D) car B.D™! est symétrique

D’ou :

| det(M) = det("A.D — 'C.B) = 1|

15. Par hypothése :
(Q—51P) Vi1 =0 donc: @Q.V5=s5PV; et,deméme: Q.Vo=s9P.Vs.
On a donc :
(Q@V1]Q.V2) = (s1P.V1 | Q.V2) = 5,(P.V1).(Q.V2) = s1'V1'P.Q.Va,
et de méme :

(QVi | QVa) = (QVi | s2PVa) = :4(Q.V1).(P.Va) = 2V1'Q. PV
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Or, par hypothése, P.Q est symétrique, donc : tP.Q = 'Q.P, Ao : (Q.V; | Q.Va) = s2'V1.1P.Q.V>.
On en déduit donc que :

(51— 82)V1..P.Q.Vo =0 donc: YPV1).Q.Vo=0,

et donc :

(@i ]QVs) =0.]

16. On suppose maintenant que D n’est pas inversible. Considérons V € KerB N KerD. Alors,
d’aprés 8. :

'tAD—'CB=YD.A—-'B.C)=',=1, donc: (*A.D—'C.B)(V)=I1,V=V.

On a donc :
V =tADV —-!C.BV =t4.0-1C.0=0.

On en déduit donc que :

| KerBn KerD = {0}. ]

17. e Supposons qu’il existe ¢ € [1,m] tel que : D.V; = 0. Alors, —s; B.V; = 0 et puisque s; # 0,
on obtient : B.V; = 0. Ainsi, V; € KerB N KerD = {0} ce qui est contraire & ’hypothése. Ainsi :

\Vie[t,m], DVi#0]

e D’aprés 15., pour tout ¢,j € [1,m] tels que ¢ # j, on a: (D.V; | D.V;) = 0, c’est-a-dire que
les vecteurs D.V; et D.V; sont orthogonaux. On en déduit que la famille (D.Vi,i € ﬂLm]]) est une
famille orthogonale. Donc :

la famille (D.V;,i € [1,m]) est libre.

18. Raisonnons par l’absurde en supposant que, quel que soit le réel o, D — aB ne soit pas
inversible. Considérons sy, So, ..., S,11 des réels non nuls et deux & deux distincts. Alors, pour tout
i € [1,n+ 1], D — s;B n’est pas inversible donc Ker(D — s;B) # {0}. Considérons alors un vecteur
non nul V; € Ker(D — s;B). Alors, d’aprés 17., la famille (D.Vi,i el,n+ 1]]) est libre, ce qui est
impossible puisque dimR"™ = n donc une famille libre de R™ posséde au plus n vecteurs. On aboutit
donc & une contradiction. Ainsi :

‘il existe un réel non nul « tel que D — aB soit inversible. ‘

A B
C D

e Si D est inversible, d’aprés 14. on a : det(M) = 1.

19. Considérons une matrice M = (

) € Spap. Alors :

e Si D n’est pas inversible, alors d’aprés 18., il existe un réel non nul « tel que D — aB soit
inversible. Or, d’apreés 2., K(«) € Spa, et donc, d’aprés 5. : K(a).M € Spay,. Or :

I, 0, A B\ _ A B
K(e)-M = (—a[n In) ' (C D> - (C—aA D—aB)'
On peut donc appliquer les résultats de 13. et 14. & K(a).M et donc : det (K (a).M) = 1. Or,
det (K (a)) = 1, donc det(M) = 1.

e On peut donc conclure :

‘VM € Spap, det(M)=1. ‘
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