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Inégalité de Carleman

I Inégalité de Knopp

I.A - Deux inégalités intégrales
I.A.1) Inégalité intégrale de Jensen
Q 1. Soit f : [a,b] — R une fonction continue par morceaux a valeurs dans un intervalle J. La somme de

Riemann uniforme est donnée par

b—a & b—a
R -
n(f)==—=> flathk—)
k=1
' b
on sait que R, (f) o /a ft)dt .
 est continue et convexe sur J, donc
1 R b—a
—R, = = k
o (o m) = ¢ (nk;f(w = >)
1 & b—a
< = Z ol fla+ k:)) (inégalité de convexité généralisée)
n = n
< o Ra(eof)
—~ R,(p0
= p-a ¥

b
wof est continue par morceaux donc R, (pof) _)—j_ / wof(t)dt , par passage a la limite on obtient :
n (o] a

b b
o (b_la/ f(t)dt) < b_la/a of(t)dt

I.A.2) Une autre inégalité intégrale

Soit f : R4 — R, une fonction continue par morceaux, strictement positive et intégrable.

Pour tout z > 0, on pose

o) = [(e5(0) dt et hia) = o) = = [Ttre)ae

x 22

Q 2. f est bornée sur [0,1] , soit M = sup f(z) , donc pour tout = € [0,1] on a
z€(0,1]

1 T
OSg(x)ng/tdt:Mf
x Jo 2

donc| g(z) — 0].

z—0
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R — R

to= *tf( ) Ljo,a1(t)
e [ est strictement positive donc |¢,(t)] < f(¢t) , par sulte ¢y est intégrable sur |0, +oo] .

tft)

, +oo
Q 3. Ecrivons g(z) = / vz (t) dt avec @y : {
0

e Pour tout ¢ > 0 et n € N* tel que n >t on a ¢, (t) = donc la suite de fonction (¢y), cy converge
simplement vers 0 sur R*T .

Le théoréeme de la convergence dominée donne g(n) —+> 0
n—-+0oo

1 N+1
oSoitx>OetN:E(x),onaogg(:c)gﬁ/ tf(t) dt =
0

D’ou | g(x) :E—>——|>-ooo .

Q 4. Remarquons que 'application x — / : tf(t)dt est continue mais pas dérivable sur RT elle est dérivable
en tout point de continuité de f . °

Notons A = (an),cn la suite croissante des points de discontinuités de f dans R*T | I'application

T /x tf(t)dt est dérivable sur R*T\ A.

Soit [(g);,a:] CR*"\A, ,ona

/; f(u)du = {_/O tf(t)d ]IJF/; fu)du = g(y) —9(:1:)+/y F(u)du

u

x
la continuité de g et x — / f(t)dt donne :
0

[ b = g(e) = gtenen) + [ s et [ hGdn = —glao) + [ fujau

Soit # € R*T\ A |, la relation de Chasles donne

| hwdu = —g@)+ [ sy

+00 +o0 +oo
Ainsi l'intégrale / h(z)dz converge et / f(z)dz = / h(z)dz
0 0 0

I.B - Démonstration de l’inégalité de Knopp
Soit f une fonction continue par morceaux, strictement positive, intégrable sur R, .

Q 5. La fonction exponentielle est convexe, d’aprés Q1 on a pour tout x > 0,

exp (i /0 1n(tf(t))dt> < i/ox LE()dt

exp (i /Oxln(tf(t))dt) = exp(l/o ))dt + — / In(t )
= exp( / In(f(t))dt + In(x) — 1)
= Zow <x/0 ln(f(t))dt)

ce qui donne | exp (; /Ox 1n(f(t))dt> < % /Ox tf(t)dt

écrivons




1 x
Q 6. Pour tout x > 0 on a exp (/ ln(f(t))dt) < eh(x) , h est intégrable sur R* donc la fonction
x Jo

1 T
Z > exp (/ ln(f(t))dt) est intégrable sur R* et
zJo

400 1 = +o0 +00
/ exp (/ ln(f(t))dt) dx < e/ h(z)dx = e/ f(x)dx
0 zJo 0 0
d’ou le résultat .

1.C- Application a l’inégalité de Carleman
On suppose dans cette sous-partie que (a,), oy~ est une suite décroissante de réels strictement positifs. On
note f la fonction en escalier qui, pour tout k& € N*, est égale & aj sur U'intervalle [k — 1, k[.

Q 7. Soit k> 2, 0on apour x € [k — 1,k

1 k—1

opl@) = — 3 (In (@) — In (ag)) + 1
=1

k—1

or (an),ecn- est décroissante donc Y- (In(a;) —In (ag)) > 0 par suite v, est décroissante sur [k — 1, k] et elle
i=1

est minimale pour =z = k.

Q 8. Soit k dans N*et x € [k — 1,k] , on a

1 T 1 k=1 . 1 T
5/0 (7@t = - ; /H n(f()dt+ - [ (f(D)at
1k 1
= - Z In(a;) + ;(m —(k—1))In(a;)
=1
= vg(z)

donc

/]:lexp (i /O ln(f(t))dt) i = /lilexp (vs()) dz
> exp(vg(k)) (d’apres Q.7)

L
or v (k) = % Zln (a;) d’ou
i=1

/1:1 exp (i /Ow ln(f(t))dt) dx > exp (;gln (ai)>

Q 9. Soit (an),cn+ est une suite décroissante et strictement positive, telle que Zan converge , donc la

+00 too
fonction f est intégrable sur R et / f(x)dx = Z an .
0 n=1

On a

1
exp (2:;;111 (ai)> = (ﬁ ai> g < /1:1 exp (; /Ox ln(f(t))dt> dx = Vj

=1

1 T
d’apres Q.6 la fonction = — exp < / In(f (t))dt> est intégrable sur R , donc la série }_ V}, converge , par
x Jo

k k
suite la série > <H az-) converge et
i=1



n=1 \k=1

+o0 n 1/n +o0
vor| 3 (fTw) - <Xan

n=1 \k=1 n=1

Q 10. Soit (an),cN- une suite strictement positive, telle que la série 3 a,, converge , donc (an),,cn+ converge
vers 0 et elle est bornée .

e On construit une o permutation de N* telle que la suite (a”(”))neN* est décroissante .
En effet il n’ existe qu’ un nombre fni d’ indices n > 1 tels que a, > a1, sinon la série > a, ne serait pas
convergente. Il existe donc un indice ny tel que Vn > 1,a, < a,, , on pose alors (1) = n;. On définit

ensuite de proche en proche o(k) = ny, tel que ng ¢ {ni1,...,ng_1} et ap, = max an, -
né¢{ni,...ng_1}
e La famille (an),cy« est sommable donc 3° a,, est commutativement convergente, ainsi la série > a, ()
“+oo “+oo
converge et > Gy(p) = > an -
n=1 n=1

D’apres la question Q9 appliquée a la suite (aa(n)) on a

neN*’
+o00 n 1/n +o00 +o0
(o) <Xt =3 e
n=1 \k=1 n=1 n=1

e Pour n € N* on ordonne les termes de la famille (ay),<;<,, , de facon décroissante, et on les note
aip > ... > apy , pour ordonner de méme la famille (ag); <<, 41, soit chaque a; ,, garde sa valeur soit il est
remplacé par un terme plus grand , donc a;, < ;41 , ce qui donne aussi a;, < a,(;) pour tout i € [1,n] .

Par conséquent on a

k=1 k=1 k=1
d’ou
+o0 n 1/n +oo n 1/n +o0o
> ([Ta) <X ([Taw) <oXe
n=1 \k=1 n=1 \k=1 n=1

II Inégalité de Carleman

II. A - Inégalité arithmético-géométrique
Q 11. On a pour tout = (x1,...,x,) de Uy,

_ (91 of | & 3 11
gradf(m)—(amw),...,mmﬁ— 1o 1L = 1) (x1x>
k£l k£n

et

Q 12. Ona X, = ¢g;' ({0}) et X, C [0,s]" donc il est fermé et borné , par suite X, est compact , donc
9s

f est bornée sur Xget atteint ses bornes .



On a (%, e %) € XsNUy et f(%, o %) >0 et f(Xs\XsNU,) = {0}, donc la valeur maximale de f sur
X est strictement positif et atteinte sur X N U,.

On note a = (ay,...,a,) un élément de X; N U, en lequel la restriction de f a X atteint son maximum.
Q 13. a est un maximum de f dans U, sous la contrainte gs(z) = 0 , le théoréme du multiplicateur de

Lagrange assure qu’il existe un réel A € R tel que: gradf(a) = Agradg(a) donc

(f(a)j.__’ f(“)> = A(1L,...,1)

ai Gn

f(a)
N

ainsi A > 0 et pour tout k dans [1,n],a =

Q 14.
e Onaac€ X;NU, donc g(a) =0 ce qui donne pour tout k dans [1,n],ar = ’
n

Soit = (z1,...,2,) € Up,N X, on a f(z) < f(a) donc

n n s\ ™ n 1/n
kag Hak: (n) et (sz> <
k=1 k=1 i=1

S|»

n 1/" n
orxeXsdoncs—ind’oﬁ<H:v,> Z
i=1 i=1

e Soit (z1,...,25) € (Ry)" , si 'un des z; est nul I’ 1negahte est ev1dente

;H'—'

Supposons que (z1,...,x,) € (R%)" ,posons A = Z x; ety = SZ pour tout i dans [1,n] , alors
i=1

(Y1, -+ Yn) € Uy N X, et le cas précédent donne :

par suite

n 1/n 1 n
d’ou (1:[1 xz> EZ

II. B - Démonstration de l’inégalité de Carleman

F, F,
Q 15. On a gradh,(x) = (1,...,1) et gradF,(x) = (8 (x), ...,—8 n(:n)) avec

ox1 oxy,

JF, 1 1
n -1 1/2 1/3 nl/n
3%1 (v) IL o0 (x122) '~ + 32, (1961:B2£C3) + ...+ - (x129 - - )
= (@)t — (@)Y VR € [2,m 1]
kxp, NIy

Oz, T na, ! "

Q 16. On a F, est continue et U, N H,, = X; N U, qui est compact ,d’aprés Q.12 , donc F,, admet un
maximum dans U,, N H,,

On admet que le maximum de F;, est en fait atteint sur U,, N H,,.

On note M,, le maximum de F,, sur U, N H,, et on note (ai,...,ay) un point de U, N H, en lequel il est

atteint. Pour k entre 1 et n, on note v = (ajaz - - ak)l/k.



Q 17. D’apres le théoreme du multiplicateur de Lagrange il existe un réel A € R tel que:

gradF,(a1,...,a,) = Agradhy(ai,...,a,) , qui se traduit par

Nn+E 4+ 4+ =2
B4+ =day

les a; sont strictement positifs donc A > 0, or (aq,...,a,) € H, donc a; +as+---+a, =1, ce qui donne

le résultat.

Q 18.

a)  On écrit
A = a4+ Aag+ -+ Aay
= m+E++)+. 4+

1k bour tout k donc y1 +y2+ -+ = Folar,...,an) = M, .

or v, = (ajaz - - - ay)
D’oﬁ‘)\:f)q—i—’yg—k---—i—’yn:Mn.

b) On résout, par récurence, le systéme suivant:

N+E+-+=x (1)

n

L= pay (2)

= Xa, (n)

L’équation (n) donne ~, = Ana, = Awpa, , supposons pour k € [1,n — 2] et i € [k + 1,n] que

J— - a;41 P o
¥i = Aw;a; avecwi—z(l— ;Z )Slz;‘énetwn—n.

Alors de I’équation (k) on a

Vi Yk+1 Tn
Tk Naw — o Im
k Rl n
Wk+1 Wn—1 Wn
= dap — A\ — . = A 1= A—
@ k:-l—lak—s_1 n—lan ! nan

= Aag + A(agy2 — agy1) + . F A (an —an—1) — Aay,

= A(ag — ag41)
ainsi v = Awrai , d’ou le résultat .

0,1 — R , x .
,ona ¢(x) = T12°° est croissante et ¢(0) = 0 donc ¢ est
x

Q 19. soit ¢ :
r +— z—In(l+2) 1

positive sur [0, 1] .
Soit k dans N on a ¢(;27) > 0 donc ln(lz—f) < ﬁ qui s’écrit (k + 1)In(E£L) > —1 on en déduit

E+1 1 k+2
k+1
1 < (k‘—l— 1)
e k+2




Q 20. On suppose que A > e.
e Onay =a; = wiay doncwlzng.
e
e Puisque v = (ajaz - - ak)l/k et v = Awray alors

k+1 _ _ Lk
Vi1 = Q1" Qk+1 = Vg Ok+1

par suite
k k
Owpr1ar11)" = Qwgar)® ag

qui donne

k1 k ko k
AW Qg1 = Wray,

or &L — 1 “k donc wlljﬁ = %wl,j (1- ﬂ)_k (1)

ag k
k
e Montrons par récurence que : Vk € [1,n],w; < Pt
On a w; < S 1 la relation est vraie pour k = 1 . Supposons qu’elle est vraie pour k € [1,n —1] , donc

Wk 1 wp\ Tk ( k >’“
=k < ¢ (1-2F) < (2o
E S k+1. ( k:) = \k+1

la relation (1) et 'hypothése de récurence donnent

1 k1 1
wk—i—l = lelz (1 — wk) < < =

k+1 k; X X e
k+1 k+1 . )
or ¢ < (%) donc wi41 < i d’ott le résultat .
Q 21.
n
e Onaw, =netw, < Y < 1 ce qui est absurde , donc forcement A < e
n

e La question Q.18 donne A\ = M,, qui est la valeur maximale de F;, sur U, N H,,, donc pour tout n dans

N*, pour tout (z1,...,2y,) € (R%)" tels que 21 + -+ 2, =1 on a

n
lexg 1/’“<M <e

Q 22. Soit (ak) pen+ une suite de réels strictement positifs telle que _ a, converge, pour tout n € N*,

a
posons S, = Z ap et xp = “k pour tout k € [1,n] .

k=1 Sn,
Ona (z1,...,z,) € (RY )" et 1+ - +x, =1, le résultat de la question Q.21 s’écrit
. 1/k . (al"'akz)l/k
k=1 k=1 n
n “+o00
par suite Z(al--- k) 1/k < e Zak < e Zak , la série a terme positifs Z (al‘--ak)l/k est donc
k=1 k=1 k=1 k>1

convergente , d’ou par passage a la limite

“+oo

+o0
S(ar-a)F <ed a
k=1

k=1

Remarque : On motre que la constante e est la meilleure possible, en effet :



1
— sik<n )1/k

Soit n > 1 et a, = { k ~  ,ona(a;---ag = (k!)~1/* la formule de Stirling donne

0 sik>n

k
(k)1/k it , par suite E (kY)~/k ~C E , ceci montre que e est la meilleure constante possible.
— 400 n—-+00
k=1

III Inégalité de Carleman-Yang

III. A - Un développement en série entiére

Soit ¢ la fonction définie par

vt e =L 1\{0}, (t) = (1 -0

On définit aussi la suite (b,),,cn par

by = —1

n

1
N* —
VYn e N*, b, n;k+1

Q 23. Pour t € |-1,1[\{0} on a
o) = e (1= P -1))
1 t2 5
= exp <(1 — ;)(—t -3 + o(t )))
= exp (1 - %t + 0(t)>

donc () e et ¢ est prolongeable par continuité en 0 , avec ¢(0) =e .

Q 24.

e Par récurrence sur n :
On a |bi| <1, supposons |bg| < 1 pour tout k € [1,n — 1] , alors
1 & 1 1 "1
b b — <1
|n+1|_ Zk+1|nk| :1/{5—{-1_

d’ou le résultat .
e On a |b,| < 1 pour tout n > 1 donc Rev( Y bpth) > Rev( X tF) = 1.
k>0 k>0
Q 25.

e Soit t dans |—1,1[ et t #0on a
S(t) = ((1 _ %) In(1 — t)> exp <(1 _ %)111(1 _ t))

donc /() = p(#)ih(t) avec (t) = <(1 - %)111(1 - t))l Corn(l—f) = —:z —LgmH1 done

R | 1

1
1—)In(l—t) = Ej it Ej t"
( t)n( 2 n+1t * +1



et

—+o00 +oo
() = —Zt”+2—+1t”—1
n=0 n=1
400 “+o00
1
= _Zt”+zn+ t"
n=0 n=0n+2
n:0n+2
>
ce qui donne |Vt € |-1,1[, (t) = — t"
n:0n+2

e On a ¢ est continue sur |—1,1[ et de classe Clsur |—1,1[\ {0} et ¢'(t) = —?e , le théoreme du
—

prolongement de la fonction de classe C! assure que ¢ est Clsur |—1,1[ et ¢/(0) = %e , la relation est donc
vraie pour t = 0.
Finalement ¢ est de classe Clsur |—1,1[ et ¢(t) = o(t)¥(t) pour tout t € ]—1,1] .

e On a ¢'(t) = p(t)y(t) pour tout t € |—1,1[ , ¢ est de classe C* sur |—1,1[ et 1 est développable en
séries entieres ]—1, 1] donc elle est de classe C*° sur |—1,1[ , ce qui donne ¢’ est de classe C' et ¢ est de
classe C2 sur ]—1,1[ , par récurrence on obtient ¢ est de classe C* sur |—1,1].

La formule de Leibnitz donne pour tout ¢t € |—1,1[ et n € N*

A0 = (el = 5 (” . 1>w<k> ("D ()

(k) 1
on a v k!(O) = _(k +3) ce qui donne pour t =0

n—1
k! n—1
_ (n—k-1)
kZOkJrQ( 2 )‘p (0)

Q 26.

e La relation précédente s’écrit

P™M(0) _ fZ L ) —fZ " (0)
n! “k+2(n—k-1) k+1 (n—k)!

avec ¢(0) = e . Considérons la suite (uy)nen définie par : u, = e ' ——= + b,, on a alors

1 1
ug=0et wu,= _Ezmun_k ,Vn € N*
=1

0™ (0)

n:

Par une récurrence simple on trouve Vn € N u,, = 0 , par conséquence on a

ol )(0)

= —eb, VN € N .

e Ceci prouve que la série de Taylor, Z t" | associée a ¢ converge simplement sur |—1,1[ , par

suite ¢ est DSE en 0 de rayon de convergence R > 1, donc pour tout t € |—1,1]

+o0 (k)(o) ) +o0 N
0)+> Tyt =e (1= byt
k=1 ' k=1




II1. B - Démonstration de l’inégalité de Carleman-Yang

Soit (an),en+ €t (Cn)yen- deux suites de réels strictement positifs.

Q 27. Ecrivons
n 1/n n 1/n n —1/n
k=1 k=1 k=1

I'inégalité arithmético-géométrique donne
n 1/n 1M n —1/n
(H ak) < Ezckak (H Ck)

soit N € N* on a

n -1/n +oo
Si la série Z (H ci> converge et la série Z CLa Z

n>1 i=1 k>1 n= k

1/n
Z (H ak> converge et

n>1
400 n 1/n 400 +ool n —1/n
S (f1o) £ (S (0) )
n=1 \k=1 k=1 n\i=1

—_
N
—=
o
S
~_—
L
~
3
\_/
o
S
3
=
o)}
@
&
=
o
=
wn
—
o
4]
@
=
—_
@

Le cas de divergence est trivial .

1 n
Q 28. Soit (ay), N+ une suite de réels strictement positifs telle que Z a, converge . Posons ¢, = %
n
n>1
On a . .
1)t
[Te= 1" = ey
: i
=1 =1
donc
SH 1T R
- ; —
n=k " \i=1 =, n(n+1)
noont 1
1
ok
ainsi

10



1 k CRQ n —1/n
de plus ¢, = k (1 + ) ~ ek donc —— ~ eay et la série Z CrLak Z <H ci) converge,
k k—4o00 k  k—+oo 1 i—1

1/n
par suite Z (H ak> converge et

n>1
400 n 1/n 400 400 1 n —1/n
> (H ak) < (Ckak > - (H Cz‘) )
k=1

i=1

qui s’écrit

Q 29.

e Par récurrence sur n > 1 :

1
Onaby=—-1letb = 5 » SUPpOsons que br, > 0 pour tout k dans [1,n] .

La relation de définition des b,, s’écrit

n—1n+1
+1)b,=1-— by —
n(n+1) kzz:lk—f—l b

par suite

(n+1)(n + 2)bngs

donc

1 +2 +2

_ Zn——kb _nt2,
e A CE R R

n—1
par hypothese de récurrence on a kzl %bnw > 0 donc

2 1
(n+1)(n+2)bpr1 > (n(n—i—l)—n;L )bn: <n2—|—2n—1> bn

ce qui donne b,11 > 0. D’ou pour tout n dans N*, b, >0

e D’apres ce qui précede on a 1 — Z (n+1)k <1-— (n+1) donc

400 / n 1/n +o0 +00 by
Z(gak> éeé(l—z(n+l)>an<e2an

k=1

ce qui signifie que I'inégalité Carleman-Yang est plus fine que 'inégalité de Carleman.
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