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CORRIGE ENS BCPST 2006 

 

Première partie 

 

Il est assez surprenant que nulle part ne soit précisé le statut un peu particulier du dx, il n’est 

jamais dit qu’il est ‘infinitésimal’ par exemple…..Des solutions évitant le recours à cet artifice 

seront systématiquement proposées en parallèle des méthodes de l’énoncé. 

 

1°)a) Observons que 2

21 )(),( dxdxUdxUP =∈∈  est négligeable devant dxdxUP =∈ )( 1 . 

Donc nous considérerons que si l’événement dxX k ∈  est réalisé, une et une seule des n 

variables iU  est comprise entre x et x+dx, k-1 (parmi les n-1 autres) sont inférieures à x, les 

n-k autres supérieures à x, d’où la probabilité  cherchée 
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 Pour une justification plus précise. 

Si l’événement ] ]xaX k ,∈  est réalisé, au plus k-1 variables 
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Pour avoir la valeur en a de la densité de kX , on calcule la dérivée de cette expression en a. 

Le seul terme qui ne s’annulera pas est celui où i=1 et j=k-1. On obtient alors une densité 
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résultat ci-dessus. 
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d)On a p.s. 
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Une au plus de ces espérances est donc égale à 
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. Leur somme valant 1, la plus petite est 

donc inférieure à 
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2°)a)i) La somme des n+1 variables aléatoires iY  valant 1, la plus petite ne saurait être 

supérieure à 
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Or yvayvyvvaauauauf niiin >−>>−≤≤= −−− 11111 ,,,0  si  1)...(  si l’on 

convient { } { }1111 ...,... −− <<= nn vvauau . 

Donc si l’on pose avw ii = , on a { } { }1111 ...,... −− <<= nn wwuu , et 
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Une méthode plus directe. 
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comprises entre 0 et 1, telles que 1.... 122 =++ +nZZZ , réalisant un partage de l‘intervalle 

[0,1] en n segments similaire à celui réalisé par les n+1 variables 
iY . Comme 

ii ZynyY ))1(1( +−+= , on obtient bien la loi annoncée. 
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(notons au passage que l’espérance conditionnelle ne figure pas au programme BCPST) 
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Une autre méthode. 

Commençons par calculer une intégrale un peu plus générale que celle qui nous a permis de 

résoudre plus rapidement la question 2°). 
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 Nous allons maintenant calculer )()()( 11111 kknknkn YtYPtYPtYP >>=>−> +++++  
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 qui vaut aussi, en utilisant la formule du crible, 
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 En intégrant cette relation entre 0 et 1, on obtient  
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soit le résultat attendu, 
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Deuxième partie. 

 

1°)a) ======== +++ )1,1,......1,1()1( 12111,1 KKKKPKPq nnnn  
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b) Si les n+1 premiers convives occupent i tables, soit les n premiers convives en occupaient 

déjà i et le convive suivant a choisi de rejoindre l’un de ses congénères, soit les n premiers 
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convives n’en occupaient que i-1 et le convive suivant a choisi de faire bande à part, d’où la 

relation suivante : 1,,,1 −+
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4°)a) Il suffit de poser 1=iε  si le i
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 convive fait bande à part, et 0=iε  sinon. 

θ

θ
ε

+−
==

1
)1(

i
P i . 



 7 
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incorrecte, le premier terme étant supérieur au dernier….) 

b) On a donc )ln()1ln(1)()1ln()ln(1 θθθθθθθθ −−++≤≤+−++ nKEn n  et en divisant 

par )ln(nθ , 
)ln(

))1(1ln(
1

)ln(

)ln(1

)ln(

)(

)ln(

)1ln(
1

)ln(

)1ln(1

n

n

nn

KE

n

n

n

n −+
++

−
≤≤

+
++

+− θθθ

θ

θθθ
, 

donc 1
)ln(

)(
→

n

KE n

θ
 et )ln(~)( nKE n θ . 

 

6°) ∑
−

= +
−=−

1

0
2

2

)(
)()(

n

i

nn
i

KEKVar
θ

θ
. En raisonnant comme ci-dessus on peut affirmer que 

θ
θ

θ
θ

θ

θ

θ

θ
+≤

−+
−+=

⌡

⌠

+
+≤

+

−−

=

∑ 1
)1(

1
)(

1
)(

21

0

2

21

0
2

2

n
dx

xi

n
n

i

, et donc )()( nn KEKVar −  est 

borné et par conséquent négligeable devant )( nKE  qui tend vers l’infini. On a donc 

)ln(~)(~)( nKEKVar nn θ . 

 

Troisième partie. 

 

A) La fonction Γ. 
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1°) Vu que 0)exp(1 →−
∞+

+ tt x , il existe un réel A>0 tel que 

211 13,0)exp(et    13,0)exp( tttttAt xx <−<−>∀ −+ . Or 
⌡
⌠

+∞

A

dt
t

2

13,0
 converge, donc 

∫
+∞

− −
A

x dttt )exp(1  aussi. Si 11 )exp(0,0 −− <−<<< xx tttAx , or ∫
−

A
x dtt

0

1  converge, donc 

∫ −−
A

x dttt
0

1 )exp(  aussi. Finalement )(xΓ est donc bien définie. 

 

2°)a) [ ] )(00)exp()exp()exp()1(
0

1

0
0

xxdttxtttdtttx xxx Γ+−=−+−−=−=+Γ ∫∫
+∞

−+∞+∞

, en 

intégrant par parties. 

b) ,...3.2)3(3)4(,2)2(2)3(,1)1(1)2(,1)exp()1(
0

=Γ⋅=Γ=Γ⋅=Γ=Γ⋅=Γ=−=Γ ∫
+∞

dtt  

)!1()( −=Γ nn . 

c) En admettant que Γ est continue en 1, ce qui sans indications pour un étudiant de BCPST 

est hors de portée (car hors programme…….), on a 1)1()(
0

=Γ→Γ xx , donc xx 1~)(Γ . 

 

3°) L’espérance vaut θ
θ

θ

θ

θ

=
Γ

+Γ
=

⌡

⌠

Γ

−
+∞ −

)(

)1(

)(

)exp(

0

1

dt
tt

t  et la variance 

θθθθθ
θ

θ
θ

θ

θ

=−+=−
Γ

+Γ
=−

⌡

⌠

Γ

−
+∞ −

222

0

1
2 )1(

)(

)2(

)(

)exp(
dt

tt
t . 

 

B) Etude de la série logarithmique. 

 

4°) La série est absolument convergente vu que 
n

n

x
n

x
≤≤0  et que la série de terme général 

n
x  est convergente. 

 

5°) La formule se montre facilement par récurrence : 

( )
1

1 !
))(1()!1()!1(

)!1(
+

−−− −=−−−−=−−=






 −
−

n

nn

n
x

n
xnnxn

dx

d

x

n

dx

d
 . 
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6°) C’est une conséquence immédiate de la formule de Taylor avec reste intégral, hors 

programme….Une récurrence avec intégration par parties donne néanmoins le résultat : 


⌡

⌠

−

−
+

+
=

⌡

⌠

−+

+−
+









−+

−
−=

⌡

⌠

−

−
+

++

+

+

+

+

+

x

n

nnx

n

n
x

n

nx

n

n

dt
t

tx

n

x
dt

tn

ntx

tn

tx
dt

t

tx

0

2

11

0

2

1

0

1

1

0

1 )1(

)(

1)1)(1(

)1()(

)1)(1(

)(

)1(

)(
. 

 

7°) La fonction 
t

tx
t

−

−
→

1
décroît sur ] [1,∞− . 

Si 10 <≤ x . On peut écrire x
t

tx
xt ≤








−

−
≤⇒≤≤

1
00  et n

n

x
t

tx
≤








−

−
≤

1
0 . Donc 

)1ln(
)1()1(

)(
0

00

1
xxdt

t

x
dt

t

tx n

x nx

n

n

−−=
⌡

⌠

−
≤

⌡

⌠

−

−
≤

+
, donc 0

)1(

)(

0

1
 →

⌡

⌠

−

−
+∞→+ n

x

n

n

dt
t

tx
 et 

)1ln(
1

x
n

x
n

−−=∑
∞

. 

Si 01 ≤<− x . On peut écrire 0
1

0 ≤







−

−
≤⇒≤≤

t

tx
xtx  et 

n
n

x
t

tx
≤








−

−
≤

1
0 . Donc 

)1ln(
)1()1(

)(
0

0

0

1
xxdt

t

x
dt

t

tx n

x

nx

n

n

−=
⌡

⌠

−
≤

⌡

⌠

−

−
≤

+
, donc 0

)1(

)(

0

1
 →

⌡

⌠

−

−
+∞→+ n

x

n

n

dt
t

tx
 et 

)1ln(
1

x
n

x
n

−−=∑
∞

. 

 

C) Abondance d’une espèce. 

 

8°)a) Une loi binomiale de paramètres (N,p). 

b) Une loi de Poisson de paramètre d (résultat au programme, lui…). 

 

9°)a) 
)(

)exp(

!

))(exp(
)()/(),(

1

θ

ρρ θ

Γ

−
⋅

−
=∈∈==∈=

−
dyyy

k

yy
dyGPdyGkXPdyGkXP

k

 

= 
)(!

))1(exp(1

θ

ρρ θ

Γ

+−−+

k

dyyy
kk

. (Sachant dyG ∈ , X suit une loi de Poisson de paramètre yρ .) 
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b) 
⌡

⌠

Γ

+−
=∈===

+∞ −+
∞+

∫
0

1

0 )(!

))1(exp(
),()(

θ

ρρ θ

k

dyyy
dyGkXPkXP

kk

=

( )
k

k
k

k

kkk

k

k
duuu

kk

duuu
+

∞+
−+

+

+∞ −+

+Γ

+Γ
=−

+Γ
=

⌡

⌠

+Γ

−+
∫ θ

θ

θ

θ

ρθ

θρ

ρθ

ρ

ρθ

ρρ

)1)((!

)(
)exp(

)1)((!)1)((!

)exp()1(

0

1

0

1

. 

 

10°)a) =
=

=∈
==∈

)(

),(
)/(

kXP

kXdyGP
kXdyGP =

+Γ

+Γ

Γ

+−

+

−+

k

k

kk

k

k

k

dyyy

θ

θ

ρθ

θρ

θ

ρρ

)1)((!

)(

)(!

))1(exp(1

)(

))1(exp()1(
1

θ

ρρ θθ

+Γ

+−+ −++

k

dyyy
kk

. 

b) ( ) )/)1(()/)1(( kXydGPkXdyDP =+∈==∈+ ρρρ =

( ) ( )
)(

)exp(

)(

)1()exp()1()1( 11

θθ

ρρρ θθθ

+Γ

−
=

+Γ

+−++ −+−++

k

dyyy

k

ydyy kkk

, soit une loi gamma de 

paramètre θ+k . 

c) Donc θ
ρ

ρ
+=








=

+
kkXDE /

1
 et par linéarité de l’espérance 

( ) )(
1

/ θ
ρ

ρ
+

+
== kkXDE . 

 

11°)a)
)0(1

),(
)1/,(

=−

∈=
=≥∈=

XP

dyGkXP
XdyGkXP = =

+−

Γ

+−

−

−+

θ

θ

ρ

θ

ρρ

)1(1

)(!

))1(exp(1

k

dyyy kk

))1(1)((!

))1(exp(1

θ

θ

ρθ

ρρ
−

−+

+−Γ

+−

k

dyyy kk

. 

b) Quand +→ 0θ , 11 −−+ → kk yy θ , 

)1ln())1ln((~))1ln(exp(1)1(1 ρθρθρθρ θ +=+−−+−−=+− −  et donc 

)1ln(~)1ln()(~))1(1)(( ρρθθρθ θ ++Γ+−Γ − . 

Donc dy
k

yy
XdyGkXP

kk

)1ln(!

))1(exp(
)1/,(

1

ρ

ρρ

+

+−
→≥∈=

−

. 
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c)
( )

( ) =
⌡

⌠
+

+

−+
=

⌡

⌠

+

+−
==

+∞ −+∞ −

0

1

0

1
* )1(

)1ln(!

)exp()1(

)1ln(!

))1(exp(
)( ρ

ρ

ρρ

ρ

ρρ
ud

k

uu
dy

k

yy
kXP

kkkk

k

x
c

kk

k
du

k

uu
k

k

k

k

k

kk

=
+









+
=

++

Γ
=

⌡

⌠

++

−
+∞ −

)1ln(

1

1)1ln(!)1(

)(

)1ln(!)1(

)exp(

0

1

ρρ

ρ

ρρ

ρ

ρρ

ρ
 avec 

] [
)1ln(

1
,1,0

1 ρρ

ρ

+
=∈

+
= cx . 

Et 

dyy
y

y

k

y
dy

y

y
dy

k

yy
dyGP

k

k

k

kk

)1)(exp(
)1ln(

))1(exp(

!

)(

)1ln(

))1(exp(

)1ln(!

))1(exp(
)(

11

1
* −

+

+−
=

+

+−
=

+

+−
=∈ ∑∑

+∞

=

+∞

=

−

ρ
ρ

ρρ

ρ

ρ

ρ

ρρ

= dy
y

y
yc

))exp(1(
)exp(

ρ−−
− . 

d)

ρ

ρ

ρ

ρ
ρ

ρ
ρρ

+
=









+

+−
+−−=

⌡

⌠ −−
−==

+∞+∞

11

))1(exp(
)exp(

))exp(1(
)exp()()(

2

00

**
c

y
ycdy

y

y
yycGEDE

ρc
x

x
c

k

x
kcXE

k

k

=
−

==∑
+∞

= 1
)(

1

* . 

=
⌡

⌠

−
+−=

⌡

⌠ +−
==

+∞ +∞

=

−+∞ +∞

=

−

∑∑
0 1

1
2

0 1

1
**

)!1(

)(
))1(exp(

!

))1(exp(
)()(

k

k

k

kk

dy
k

y
yycdy

k

yyc
kyDGEDXE

ρ
ρρ

ρρ
ρρ

22

0

2

0

2 )2()exp()exp())1(exp( ρρρρρρ ccdyyycdyyyyc =Γ=−=+− ∫∫
+∞+∞

. 

ρ

ρρρ
ρ

ρ

ρ
ρ

+

−++
=

+
−=

1

)1ln()1(

1
),( 22

3
22

cccXDCov . 

Etudions le numérateur : 0)1ln())1ln()1(( >+=−++ ρρρρ
ρd

d
, la fonction s’annule en 0, 

et est donc toujours positive, ainsi que la covariance calculée, ce qui est tout à fait raisonnable 

car si la densité augmente le nombre d’individus observés a tendance lui aussi à augmenter. 

 

12°)a) 
)1ln()1(

)1(*

ρρ

ρ

++
===⋅=

S
ScxXPSM  et 

)1ln(
)(*

ρ

ρ
ρ

+
==⋅=

S
ScXESN . 

Donc 1−=
M

N
ρ . 

b) 
ρ

ρ)1ln( +
=

N

S
, or 

x

x
x

−
=⇔

+
=

11
ρ

ρ

ρ
, donc )(

)1ln()1()1ln(
x

x

xx

N

S
ϕ

ρ

ρ
=

−−
=

+
= . 
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0
)1ln()1ln()1()1)1(ln(

)(
22

<
+−

=
−−−+−

=′
x

xx

x

xxxx
xϕ . Le rapport décroît donc, et a en 0 

(resp.1) pour limite 1 (resp. 0). 


