CORRIGE ENS BCPST 2006

Premiére partie

Il est assez surprenant que nulle part ne soit précisé le statut un peu particulier du dx, il n’est
jamais dit qu’il est ‘infinitésimal’ par exemple.....Des solutions évitant le recours a cet artifice

seront systématiquement proposées en parallele des méthodes de I’énoncé.

1°)a) Observons que P(U, € dx,U, € dx) = (dx)* est négligeable devant P(U ,€dx)=dx.
Donc nous considérerons que si I’événement X, € dx est réalisé, une et une seule des n

variables U, est comprise entre x et x+dx, k-1 (parmi les n-1 autres) sont inférieures a x, les

n-k autres supérieures a X, d’ou la probabilité cherchée
n=1) n—k
P,M(Xkedx):ndxk lx I-x)"".

Pour une justification plus précise.

Si I’événement X, e ]a,x] est réalisé, au plus k-1 variables U, sont inférieurs a a. Soit j le
nombre de U, inférieurs a a, il y alors au moins k-j variables comprises entre a et X. On peut
“((n) | =l(n—j . .
donc écrire P(X, € Ja,x])= Z la’ Z ) (x—a)(1-x)""|.
=0\\J/J ==\l
Pour avoir la valeur en a de la densité de X, , on calcule la dérivée de cette expression en a.

Le seul terme qui ne s’annulera pas est celui ou i=1 et j=k-1. On obtient alors une densité

n
valant [k Jak'l (n—k+1D(1—-a)"* dont on vérifie facilement qu’elle coincide avec le

résultat ci-dessus.
n—1

X '1-x)""dx=1. En
k-1

1
b) Ayant affaire a une densité de probabilité, on peut écrire L n(

1 !
o i+j) (+j+D!
i+7+1
(i+] )L j

posant i=k-1 et j=n-k, on en déduit Jz x'(1-x) dx =



n K=k
v (n=1) , . k-1 k .
o E (Xk)=jn x5 (1= x)"Fdx = =—"—  On en tire
i 0o\ k-1 (n+1)! n+l

k _k—l_ 1
n+l n+l1 n+l

donc En+1 (le) < En+l (YZ) < En+1 (YS) <...< En+l (Yn+1) :

E. X, -X,)=E,,(X)-E,_ (X, )=

d)On a ps. Y, <Y, <Y, <...<Y

n+l

. . . 1 :
Une au plus de ces espérances est donc égale a PR Leur somme valant 1, la plus petite est
n+

e .1 - y 1
donc inférieure 2 —— et la plus grande supérieure a ——.
n+1 n+1

2%)a)i) La somme des n+1 variables aléatoires Y, valant 1, la plus petite ne saurait €tre

1

.. 1
supérieure 3 —.
n+1

a)ii) Ona ¥, = min(U,,1-U,), donc pour ye [0,1/2]
P,Y,>y)=P,U, <12,U,>y)+PU,>1/21-U, > y)=

P,(y<U,<1/2)+P,(1/2<U, <1-y)=(1-y)— y=1-2y. U suit la loi uniforme sur [0,1/2]

programme qui se limite aux seules intégrales doubles...). En faisant dans chacune des

intégrales le changement de variables v, =x,/a, on obtient

b)ii) Soit f la fonction caractéristique de I’ensemble
{u =u,.u, )el0,al™ /x,—x,, >y V2<i<n-l,x,>y,a-x,, > y}, en convenant que
{ul,...unfl}z {x1 <..<x,,fetenposant a=1-y.

Le plus petit des segments pouvant étre I'un des n+1 segments, la variable X,

pouvant coincider avec I'une des n variables U,,ona P, (Y, € dy) =

(n+1nP

n+l

1-U,edy,U,<a. .U _,<a X >y,X,-X,>y.. X, —-X, ,>y.a=X,, >Y)

= (n+ DndyE, (f U,,.U, Ny oo wy)=(n+Dndya E, (f (aU, .aU, ).



Or f(au,..au, ,)=1si 0<au,<a, v,-v,,>y,v,>y,a-v, >y si lon
convient {au,,..au, }={v, <..<v }.

Donc si l'on pose w,=v,/a, on a {u,.u, j={w <..<w,_} et
flau,..au, )=1si 0<u, <1, w,—w_, >yla,w, >yla,1-w,_, >y/a,. Finalement
E (f(aU,,.aU, ))=P(X,-X,,>yla,X,>y/a,1-X, , >yla)=P,(Y,>y/(1-y)) et
le résultat demandé en découle.

1/(n+1) 1/(n+1) n—1
Q) P >y)= [P (¥, € didi = J n<n+1><1—t>'“(1—nlt—tj dt =

y

1/(n+1)

P>y = [nend-t—nty e = a-m+no " =a-m+ny).
Y(n+1) 1/(n+1) na1 VD
. (A—=(n+) 1
d)Ona E,  (Y)= |P,¥ >0)dt= (L%n+D0%h={—————————l =
e { e ! (n+1)? (n+1)°

Une méthode plus directe.

at<u <u,—t donc u, >2t, 2t <u, <u,—t donc u, >3t etc....it <u, <u,,, —t. Donc la

premiere  intégration par rapport a u, donne u,-2t, la  deuxieme
-t

J:_t (u, —2t)du, = (u, —31)2/2, la troisieme Lu: (u, —31)2/2du3 =(u, —41)4/4!...et la

derniere j lt_t (u, - nt)""! / (n=D!du, =(1—t—nt)" / n! et notre formule est établie.

y _
P(X>a’X—X):Osix<a, 1six>1, i
P(X >a) I-a

39a)) PULx/U >a)= sinon .

y—

—-a . )
sinon. Les deux lois

Pla+(1-a)U < y):P(U <
| ]

aJ=Osiy<a,lsiy>L

coincident bien.

aji) Si Y, =y, tous les segments ont une longueur d’au moins y, donc

Y, — . .
Y,=1-(Y,+Y;..Y,,,))<1—ny et en posant Z, = ’—y, on obtient des variables
; 1-(n+1)y



comprises entre 0 et 1, telles que Z, +Z,....+Z, ,, =1, réalisant un partage de I‘intervalle

n+l
[0,1] en n segments similaire a celui réalis€ par les n+l variables Y,. Comme
Y,=y+({1—-(n+1)y)Z,, on obtient bien la loi annoncée.

b)Onadonc E , (Y, /Y,=y)=E (y+(1-(n+D)y)Y,)=y+(A-m+Dy)E, (Y,),d ou

1/(n+1)

E Y,)= _[

0

E . (Y, 1Y, =y)PY, edy)dy

+1

(notons au passage que I’espérance conditionnelle ne figure pas au programme BCPST)
1/(n+1) -1
=], A=+ DNE, ¥ )+ DA~ (n+1)y)" dy

1/(n+1) i 1/(n+1) n
=[G+ Dy(A= (D))" dy+ E, () a4+ DA - (n+Dy)"dy

1/(n+1)
n(—m+1)y)"™! 1 n
=E, (Y,)+E[(Y, ) - = +——E,(Y,)-
n+l( l) n( k)|: l’l+1 . (n+1)2 n+1 n( k)
(n+1) 1 (n) 9 N
¢) On adonc &, :—1+a'k ,d’ou
n
1 1 1 1 1 1 1
o’ =—+ Fot———ta" N =+ +ot + ,
n n-1 n—k+2 n n-1 n—k+2 n-k+1
(i) . i 1 (n) 1 1 1 1 L
vuque " =ik, (Y,)=—=-,donc ,}; =—+ +..+ + comme annoncé.
i i n—1 n—k+1 n-k

Une autre méthode.
Commencons par calculer une intégrale un peu plus générale que celle qui nous a permis de

résoudre plus rapidement la question 2°).

Soit J.”dul .du, ou
A

A ={u,.u)/0<u, <u, <.u,<l, w—u_ >t Viel}
I c{l,2..n+1}, u,=Lu,, =1. Lorsque I'on aborde la i"™ intégration, par rapport a la
variable u,, la borne supérieure sera soit u,,, —tsi i€ I, soit u,,, sinon, la borne inférieure

sera kt, k désignant le nombre d’éléments de I inférieurs a i et la fonction a intégrer

= k)™ e
u . On obtient ainsi comme valeur de I’intégrale A-K1))"

, K le cardinal de I (on
(i-n! n!

note x* la partie positive du réel x).



Nous allons maintenant calculer P, (Y,,, >t)—-P (Y, >t)=P (Y, >t>Y,)

_ n!(z +1J [[[du,..du, o
B

B={w,.u)0<u <u,<.u, <1, w—u_ <t Vi<k u, —u_ >t Vi>k}

1

_ (”Jrljj.”dul du, —n'( Jjﬂdul du, avecl ={k+1..n+1}et C = UA,, I ={k+1...2+1U{i}

i=1

qui vaut aussi, en utilisant la formule du crible,

:n!{n+1j((1—(n+l—k)t)+)n+ n{n+ljz( 1);1()mdul..dun ou C; ={l..j}JUfk+1...n+1}

k n!

:(n+1J((l—(n+l—k)t)+)"+l- [ jZ( 1)“( J((l (kL 0 )7

k n!

1 1\& (k
(H JZ( 1/ ( J«l (n—k+1+ Hn*)™ =(Z+ JZ(—N"[[, J((l-(n—m)zr)"“ .

En intégrant cette relation entre O et 1, on obtient

n+1 i 1 n+1 fi "

E,1+1(Yk+1)_En+1(Yk)_(k Z( D ( J(n+l)(n—l+1) (k JJO(;( b ( J(n+1)Jd
T (PN
k (n+1) k o n+1 k (n+D(n+1)!

1
n+Dn—k+1)"

soit le résultat attendu,

Deuxieéme partie.

190) ¢y, = P(K,., =) =P(K,., =LK, =1,..K, =1,K, = 1) =

P(K,,=1/K,=1...K,=1K,=1)P(K, =1/K, , =1....K, =1,K, =1)..P(K, =1/ K, =))P(K, =1)

= n-l ! , cqfd.
n+60 ) \n-1+6 1+6

b) Si les n+1 premiers convives occupent i tables, soit les n premiers convives en occupaient

déja i et le convive suivant a choisi de rejoindre 'un de ses congéneres, soit les n premiers



convives n’en occupaient que i-1 et le convive suivant a choisi de faire bande a part, d’ou la

: . 0 A . :
relation suivante : q,,,; = q,; + P 4,1 » valable méme si i=1 et i=n+1.

n+6 n+

2°)a) En multipliant par X' les deux membres de cette relation et en sommant entre 1 et n+1,

. n n+l ) 0 n+l ) n n+l ) H)( i—1=n -
onobtient P, (X)=—— X' — X' =— X' — X!
n+l( ) n+9;‘Zn,z n+9;‘L1,t—l n+9;qn,z n+9i_lz:0qn,z—l
et done, Vu que ¢,y =g, =0, Py (X)=—"— P, +- 2 px) =25 % p (x).
’ ’ n+6 n+6 n+6
L, (6X
b) P(X)=X, pz(X):HgXpl(X):HGX%: 2 ), etc...et par une récurrence
1+6 1+6 6 L,(0)
L
immédiate P, (X)= "(HX).
L,(©)

n n

3%a) P/(X)=)ig,, X", dou P/(1)=)ig,, =E(K,).

i=1 i=1

’

. ol . Px & @
Or six>0, In(P (x))=) In(i+6x)—1In(P.(0)), d’ou en dérivant —= = et vu
(P,(x)) Z (i + 6x) —In(P, (6)) X ;iwx
n—1 0
ue P(1)=1, E(K,)=) —.
que P, (1) (K,) §9+i

b) P, (X)=ii-Dg,, X"? . P, i)=Y ii-Dyg,, = E(K, (K, 1)) = E(K*) - E(K,)
i=1 i=1

et Var(K,) = E(K2)—(E(K,))* = P, )+ E(K,)~(E(K,))> =P, ()+P, ()~ (P, (1)".

” ’ n—l1 2
En dérivant la relation du a) on obtient P, (1)—(P, 1)* =—Z(‘ 99)2
iz (1t

Var(K)_nZ_1 0 —H o —'i i0
TS i+0) Si+6) Si+6)°

4°)a) 1l suffit de poser & =1 si le i™ convive fait bande a part, et &£ =0 sinon.

4

Pl =1)= .
& =D i-1+6




n—1
b) Donc EK,))= ZE(S ) z = z fé’ et par indépendance

0
o (,__¢ S (-Do 6
Var(K”)—ZVar(é') Z l—lK +i— J i=1 (i_l"'e)z_;):(i"—g)z.

>i et que Vxe[zz+l] 0 Si.,onobtienten
O+x 6O+i O+x O+i

5%a) Vu que Vxe [i—1,i]

i+l i

o 0 0 0 . . R .

intégrant J dx < - SJ dx. Puis en sommant sur i de 1 a n-1 on obtient
;. O+x i+6 10+ x

n—1

n n—1
J 0 dx< ) - 0 SJ 0 dx. Ce qui, en rajoutant le premier terme donne
0+x —i+6 0o O+x

n—1 9
0o @+x

dx. (La formule demandée est évidemment

1+J 0 deE(Kn)s1+J
1 9+X

incorrecte, le premier terme étant supérieur au dernier....)

b) On a donc 1+8In(@+n)—O0In(1+60)< E(K,)<1+60In(@+n—-1)—6In(f) et en divisant
1/9—1n(1+0) ln(l+t9/n) E(K,) 1/9—1n(t9)+1+1n(1+(9—1)/n)

par  fln(n),
In(n) In(n) 61r1(n) In(n) In(n)
donc E(X,) —1let E(K,)~8In(n).
In(n)
n-1 2
6°) Var(K,)-E(K,) = —Z Ik En raisonnant comme ci-dessus on peut affirmer que
=0 (0 +1

n—1 92 n—l1 02 02
— Sl+J dx=1+0—-————<1+6, et donc Var(K,)—E(K,) est
w0 (B +1) @+ x) @+n-1)

borné et par conséquent négligeable devant E(K,) qui tend vers I'infini. On a donc

0

Var(K,) ~ E(K,) ~ @1n(n).

Troisiéme partie.

A) La fonction I'.



tx+l

1°  Vu que exp(-1)——=—0, il existe un réel A>0 tel que

0,13

l,2

Vi>A ™ exp(—) <0,13 et ' exp(—) <0,13/r*. Or f dt converge, donc

A

oo A
L t*"exp(—t)dt aussi. Si 0<x<A, O0<t'exp(-t)<t*", or J.O t*'dt converge, donc

LAIH exp(—t)dt aussi. Finalement ['(x) est donc bien définie.

2°a)  T+D)=["1" exp(-n)di = exp-n)]” + [ exp(-n)de =0-0+x(x), en
intégrant par parties.
b) T=["exp(-ndr=1, TQ)=1T)=1, I'G})=2TQ2)=2, I'(4)=3T()=23..

I'(n)=m-1)!.
¢) En admettant que I" est continue en 1, ce qui sans indications pour un étudiant de BCPST

est hors de portée (car hors programme....... ), ona xI'(x)——I'(1) =1, donc I'(x)~ /x.

©_g-1 _
17" exp(—t) d = I'eé+1) _

3°) L’espérance vaut t [ et la variance
0 1'(0) 1'(0)

oo -1 _
J,zf P g 2 LOFD o _pgiry_g? -0,

o ') 1'(6)
B) Etude de la série logarithmique.

le

4°) La série est absolument convergente vu que 0 < < |x|” et que la série de terme général

‘x”‘ est convergente.

5°) La formule se montre facilement par récurrence :
! !

i(— (n D'J = L=l ) =~ = DD =

dx x" dx x"*



6°) C’est une conséquence immédiate de la formule de Taylor avec reste intégral, hors

programme. ..

C(x—1)"

o(

1 _ I)n+1

(n+1)(1-

I)11+1

.Une récurrence avec intégration par parties donne néanmoins le résultat:

_ p\ntl x X _ p\ntl n+l X _ p\ntl
dtz[_u—w% GRS W LR RC T
0

L+ DA-0" T sl J (A-n)"?

. X—=t .
7°) La fonction t — l—decron sur ]— oo,l[.
—t

. L. xX—t —t ! n
Si 0<x<1. On peut écrire O<t<x:>0<( j<x et OS(X—J <x". Donc

1-¢ 1-¢
OSJ (x—t?m dt =—x"In(l-x), donc J(x—t?m dt————0 et
(1— o (1=1)
Zx—:—ln(l—x).
1 n
. L, . xX—t xX—t " n
Si —1<x<0. On peut écrire xStSO:xS(l—tJSO et os(ﬁj S|x| . Donc
X n 0 |X|n x n
0< (x_—?“drsj—dr=|x|”1n(1—x), donc J O 50 et
od=1) (=0 o (1=1)
Zx—:—ln(l—x).
n

1

C) Abondance d’une espece.

8°)a) Une loi binomiale de parametres (N,p).

b) Une loi de Poisson de parametre d (résultat au programme, lui...).

6-1
9) P(X = k.G e dy) = P(X =k/Ge dy)P(Ge dy) = SN 3" expCy)dy

_PY

k k+91

exp(—y(1+ p))dy

k'T'(8)

k! ')

. (Sachant G € dy, X suit une loi de Poisson de parametre py .)



= 7ty exp(—y(L+ p))dy
b) P(X =k) jo P(X =k,Ge dy) L o)
7 P w/(+ ) exp(-uydu _ p* [ explcuyd = p'T(k +8)
. KIT(O)(1+ p) KIT(O)(1+ p)°** o KIT(O)(1+ p)°**

k | k+6-1

Py 7 exp(=y(l+ p))dy

P(Gedy,X =k k'@
10°)2) P(G € dy/ X = k)= 1. PE(Xy’: o - pkr(k(:e) =
KIT(@)(1+ p)*

O+k _ k+6-1

(I+p)"" y 7 exp(=y(1+ p))dy
Lk +6) '

b) P((1+ p)D/pe dy/ X =k)=P(Ge d(y/(+p))/ X =k)=

O+k k+6-1 _ k+6-1 _
1+ )" (y/A+ P expCy)d(y/(U+p)) _ 3™ expoy)dy e 101 gamma de

I'(k+6) I'(k+6)

parametre k +6.

c) Donc E(H—p D/IX = kJ =k+6 et par linéarité de I’espérance
P

E(D/X =k)=—L—(k+6).
1+p

k | k+6-1

py " exp(=y(1+ p))dy

= !
119) P(X =k,Ge dy/ X >1)= DX =kGedy) k.r(a)_g _
1-P(X =0) 1-(1+p)
pkyk+z9—1 exp(=y(1+ p))dy
KT@)(1-(1+p)?)
b) Quand 6 — 0", y** — ¥,
1=+ p)" =1=exp(=01n(l+ p)) ~ ~(=On(l + p)) = OIn(l+ p) et donc

T@)(1-(1+p)?) ~T(@OIn(l+ p) ~ In(l+ p).

k k-1 _
Done P(X =k,Ge dy/ X >1) L2 XpCyd+p) \00
Kln(1+ p)

10



v [P expyU+ o)) [ o/ ) exp(-u) _
F X _k)_J k(L + p) dy_L kln(l+ p) dluf+p))=
o (I+p) kln(d+ p) 1+ p)" kln(1+ p) 1+p) kIn(l+ p) k
1+p ]O[ 1n(1+p)
Et

P (Ge dy) = ZP Y exp(=y(1+ p) gy = SXpEyd+p) Z(py) exp(=y(1+ p)) (exp(py) —1)dy

y
k=1 k!In(1+ p) yln(l+ p) o k! yIn(l+ p)

cexp(y) LX)
y
d)
oo +oo 5
E'(D)=E(pG) = pJ yeexp(—y) LZERERD) 4, cp[— exp(—y) + M} —e P
0 y 1+p o 1+p
oo k
EX)=Nket=c-2 =¢cp.
X) ch Cl—x P

* * Ta ¢ 1 .
E (DX)= pE (DG)=p Zkyc’o v exif yd+p) J cp’ yexp(— y(l+p))z((/,jy)l), y =

J, cp*yexp(y(1+ pyexp(pydy = cp® [~ yexp(=y)dy = cp'T(2) = cp”

3 —_—
COV(D,X)=cp2—czp_=C2 , 1+ p)In(l+ p) ,0.
1+p 1+p
Etudions le numérateur : di((l + p)In(1+ p)— p) =In(1+ p) >0, la fonction s’annule en 0,
D

et est donc toujours positive, ainsi que la covariance calculée, ce qui est tout a fait raisonnable

car si la densité augmente le nombre d’individus observés a tendance lui aussi a augmenter.

129) M =S-P (X =l)=Sex=—P o N=S-E'(X)=Sep=—P .
1+ p)In(1+ p) In(1+ p)
N
D S
onc p "
b S_m0Ep) o p xS Idp)  mDin0en)
N Yo 1+p 1-x N Yo

11



@' (x)= (In(l—x) +1)x —2(x —Dind-x) = Indl - f) X < 0. Le rapport décroit donc, et a en 0
X X

(resp.1) pour limite 1 (resp. 0).
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