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Phénomènes de seuil dans les graphes

Partie I : Quelques propriétés algébriques des matrices d’adjacence

Soit ρ une permutation du groupe symétrique Sn et M = (mi,j)1≤i,j≤n une matrice de Mn(R).
1 .

• Soit (Vj)1≤j≤nla base canonique de Mn,1(R) , et Pρ la matrice de Mn(R) vérifiant Pρ Vj = Vρ(j) ( Pρ matrice
de permutation, on vérifie pour tous ρ, ρ′ ∈ Sn : PρPρ′ = Pρρ′ et Pρ−1 = (Pρ)

−1 ) .
On a

PρMVj = Pρ

(
n∑

i=1

mi,jVi

)
=

n∑
i=1

mi,jVρ(i)

ρ étant inversible donc

PρMVj =

n∑
i=1

mρ−1(i),jVi

de même on trouve

MPρVj = MVρ(j) =

n∑
i=1

mi,ρ(j)Vi

ainsi

Pρ−1MPρVj = Pρ−1

(
n∑

i=1

mi,ρ(j)Vi

)
=

n∑
i=1

mi,ρ(j)Vρ−1(i)

par suite (
Pρ−1MPρ

)
Vj =

n∑
i=1

mρ(i),ρ(j)Vi

comme Pρ−1 = (Pρ)
−1 alors Pρ−1MPρ = (Pρ)

−1
MPρ =

(
mρ(i),ρ(j)

)
1≤i,j≤n

, ce qui prouve que les matrices M et(
mρ(i),ρ(j)

)
1≤i,j≤n

sont semblables.
• Par définition si MG,id = (ai,j)1≤i,j≤n alors MG,σ =

(
aσ(i),σ(j)

)
1≤i,j≤n

, donc MG,σ = (Pσ)
−1

MG,idPσ ce qui
donne

MG,σ = (Pσ)
−1
(
Pσ′MG,σ′ (Pσ′)

−1
)
Pσ = Pσ−1σ′MG,σ′ (Pσ−1σ′)

−1

ainsi MG,σ et MG,σ′ sont semblables.
2 . Une matrice d’adjacence est symétrique réelle, le théorème spectral assure qu’elle est diagonalisable.
3 . Soit une matrice d’adjacence M non nulle telle que rg(M) = 1.
0 est donc valeur propre de M d’ordre supérieur à n− 1 , soit λ l’autre valeur propre de M .
On a Tr(M) =

∑
α∈Sp(M)

α = λ = 0 donc Sp(M) = {0}, comme M est diagonalisable alors elle est égale à la matrice nulle,

ce qui est absurde, par suite rgM > 2.

( Autre méthode : M est la matrice d’adjacence d’un graphe non vide, il existe donc i < j tels que mi,j = 1, et par

symétrie, mj,i = 1. La sous matrice
(

mi,i mi,j

mj,i mj,j

)
=

(
0 1

1 0

)
est de rang 2 donc rgM > 2.)

4 .

• Soit M = (mi,j)1≤i,j≤n la matrice d’adjacence d’un graphe dont les sommets non isolés forment une étoiles.

1https://tinyurl.com/2qyzzrbd
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Il existe alors des entiers distincts i0, i1, . . . , id dans J1;nK tels que

mi,j = mj,i =


1 si i = i0 et j ∈ {i1, . . . , id}
0 si i = i0 et j /∈ {i1, . . . , id}
0 si i 6= i0

Posons C1, C2, . . . , Cn les vecteurs colonnes de M , alors on a pour tout j ∈ J1;nK

Cj =


Vi0 si j ∈ {i1, . . . , id}

Vi1 + · · ·+ Vid si j = i0

0 sinon

avec (Vj)1≤j≤nla base canonique de Mn,1(R).

Remarquons que vect (C1, C2, . . . , Cn) = vect (Vi0 , Vi1 + · · ·+ Vid) et la famille (Vi0 , Vi1 + · · ·+ Vid) est libre,
donc rgM = rg (C1, C2, . . . , Cn) = 2.

• Soit G = (S,A) avec : S = J1, 4K et A = {{1, 3}, {1, 4}, {2, 3}, {2, 4}} , on a

MG,id =


0 0 1 1

0 0 1 1

1 1 0 0

1 1 0 0


1

2

3

4

Le graphe G

le graphe G n’est pas étoilé et sa matrice d’adjacence MG,id est de rang 2 .
5 . Soit G′ = (A′, S′) une copie de G = (A,S) , donc par définition il existe une bijection σ de S′ dans S telle que

∀ (s′, t′) ∈ S′2 {s′, t′} ∈ A′ ⇐⇒ {σ (s′) , σ (t′)} ∈ A

Ce qui signifie
(MG′,id)i,j = 1 ⇐⇒ (MG,σ)i,j = 1

donc
MG′,id = MG,σ

d’après la question 1) les matrices MG,id et MG′,id sont semblable d’où

χG′ = χG

6 . On note χG(X) = det(XIn −MG,id) = Xn + an−1X
n−1 + · · ·+ a0 .

• MG,id est à diagonale nulle donc an−1 = − tr (MG,id) = 0 .

• Posons MG,id = (mi,j)1≤i,j≤n et XIn −MG,id = (Pi,j)1≤i,j≤n avec Pi,j =

X si i = j

−mi,j si i 6= j

Par définition du déterminant on a

χG(X) =
∑
σ∈Sn

(−1)ε(σ)
n∏

i=1

Pi,σ(i)

Remarquons que , pour tout σ ∈ Sn on a

deg

(
n∏

i=1

Pi,σ(i)

)
= Card{i ∈ J1;nK | σ(i) = i}

Pour σ = id le degré de
n∏

i=1

Pi,σ(i) est n et si σ est une transposition alors le degré de
n∏

i=1

Pi,σ(i) est exactement égal à

n− 2 , dans les autres cas le degré de
n∏

i=1

Pi,σ(i) est strictement inférieur à n− 2.
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Soit la transposition τ = (i j) de Sn , avec i < j , alors

(−1)ε(τ)
n∏

i=1

Pi,τ(i) = −mi,jmj,i

∏
k/∈{i,j}

(X −mk,k) = −m2
i,jX

n−2

Ainsi en considérant toutes les transpositions le coefficient de Xn−2 sera donné part donné par

an−2 = −
∑

(i,j)∈J1;nK2
i<j

m2
i,j

Dans cette somme il ne reste que les coefficients mi,j = 1 et i < j , donc ceux qui représentent une arête dans A, d’où

an−2 = −|A|

• Une autre méthode :
MG,id est symétrique et réelle donc son polynôme caractéristique est scindé : χG(X) =

n∏
i=1

(X − λi) , les relations entre

les coefficients et les racines donnent : an−2 =
∑

1≤i<j≤n

λiλj qu’on écrit

an−2 =
1

2

(
(λ1 + ...+ λn)

2 −
(
λ2
1 + ...+ λ2

n

))
mais λ1 + ...+ λn = tr (MG,id) = 0 et λ2

1 + ...+ λ2
n = tr

(
(MG,id)

2
)

donc

an−2 =
−1

2
tr
(
(MG,id)

2
)

MG,id est symétrique alors tr
(
(MG,id)

2
)

= tr
(
MG,id.M

>
G,id

)
. Sur Mn(R) le produit scalaire usuel s’exprime par

〈A,B〉 = tr
(
A.B>) , ce qui donne pour toute matrice M = (αi,j)1≤i,j≤n , tr

(
M.M>) = ∑

(i,j)∈J1;nK2
α2
i,j donc

an−2 =
−1

2

∑
(i,j)∈J1;nK2

m2
i,j = −

∑
(i,j)∈J1;nK2

i<j

m2
i,j = −|A|

7 . Soit G = (S,A) un graphe à n sommets dont les sommets non isolés forment une étoile à d branches avec 1 ≤ d ≤ n−1.
Reprenons des notations de la question 4) , M = MG,id = (mi,j)1≤i,j≤n la matrice d’adjacence de G et i0, i1, . . . , id dans
J1;nK des indices distincts tels que

mi,j = mj,i =


1 si i = i0 et j ∈ {i1, . . . , id}
0 si i = i0 et j /∈ {i1, . . . , id}
0 si i 6= i0

• D’après la question 4) on a rgM = 2 donc dimKerM = n− 2 et 0 est une valeur propre de M de multiplicité
au moins n− 2, le spectre de M est donc de la forme Sp(M) = {0, λ, µ} par suite

χG(X) = Xn−2 (X − λ) (X − µ) = Xn − (λ+ µ)Xn−1 + λµXn−2

d’après la question 6) on a λ + µ = 0 et λµ = −|A| , sachant que les sommets non isolés de G forment une étoiles à d

branche alors |A| = d et ainsi

χG = Xn−2
(
X2 − d

)
et Sp(M) =

{
0,
√
d,−

√
d
}

Un calcul direct donne :

• Soit X =


x1

...
xn

 ∈ E0(M) , on a

MX =


n∑

j=1

m1,jxj

...
n∑

j=1

mn,jxj

 avec
n∑

j=1

mi,jxj =


xi1 + · · ·+ xid si i = i0

xi0 si i ∈ {i1, . . . , id}
0 si i /∈ {i0, i1, . . . , id}
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donc

MX = 0 ⇔

{
xi1 + · · ·+ xid = 0

xi0 = 0
⇔


xi1 = −xi2 − · · · − xid

xi0 = 0

xj ∈ R , j /∈ {i0, i1, . . . , id}
ainsi

E0(M) = vect ({Vj , j /∈ {i0, i1, . . . , id} } ∪ {Vik − Vi1 , j /∈ J2; dK})

• Soit λ ∈
{√

d,−
√
d
}

et X =


x1

...
xn

 ∈ Eλ(M) , donc

MX = λX ⇔


xi1 + · · ·+ xid = λxi0

xi0 = λxi1 = ... = λxid

xj = 0 , j /∈ {i0, i1, . . . , id}
⇔


λ2xi0 = dxi0 (évident)
xi1 = ... = xid = 1

λxi0

xj ∈ R , j /∈ {i0, i1, . . . , id}

ce qui donne X = Vi0 +
1
λVi1 + · · ·+ 1

λVid ,ainsi

Eλ(M) = vect (λVi0 + Vi1 + · · ·+ Vid) avecλ ∈
{√

d,−
√
d
}

8 . Soient G1 = (S1, A1) et G2 = (S2, A2) deux graphes non vides tels que S1 ∩ S2 = ∅, s1 ∈ S1 et s2 ∈ S2.
On définit le graphe G = (S,A) avec S = S1 ∪ S2 et A = A1 ∪A2 ∪ {{s1, s2}}.
Posons S1 = {s1,1, ..., sp,1} et S2 = {s1,2, ..., sq,2} avec n = p+ q, s1 = s1,1 et s2 = s1,2 .

Au début nous allons définir une nouvelle indexation de G qui va nous simplifier le travail :
• Soient σ1 et σ2 deux indexations de S1 et S2 définies par :{

σ1(i) = si,1 si i ∈ J1; pK
σ2(i) = si,2 si i ∈ J1; qK

ce qui donne deux copies de G1 et de G2 , notées G′
1 = (S′

1, A
′
1) et G′

2 = (S′
2, A

′
2) , avec A′

1 = J1; pK et A′
2 = J1; qK .

Une indexation de S = S1 ∪ S2 est donnée par

σ(k) =

{
σ1(k) si k ∈ J1; pK
σ2 (k − p) si k ∈ Jp+ 1;nK

on obtient donc une copie G′ = (S′, A′) de G telle que S′ = S′
1 ∪ S′

2 et A′ = A′
1 ∪A′

2 ∪ {{1, p+ 1}} .

• La matrice d’adjacence s’écrit alors

MG′,σ =

 MG′
1,σ1

E1,1

E1,1 MG′
2,σ2


avec E1,1 = (δ1,iδ1,j)1≤i,j≤n est la première matrice de la base canonique de Mp,q(R).
Ce qui donne

χG(X) = χG′(X) =

∣∣∣∣∣∣ XIp −MG′
1,σ1

−E1,1

−E1,1 XIq −MG′
2,σ2

∣∣∣∣∣∣
Notons, pour simplifier, les matrices avec leurs colonnes XIp −MG′

1,σ1
0

0 XIq −MG′
2,σ2

 = [C1|C2|...|Cn ]

et XIn −MG′,σ = [C1 − Vp+1|C2|...|Cp+1 − V1|...|Cn] , avec (Vj)1≤j≤nla base canonique de Mn,1(R).

Le déterminant est n−linéairie donc

χG(X) = det ([C1|...|Cn ])︸ ︷︷ ︸
∆1

− det ([Vp+1|C2|...|Cn ])︸ ︷︷ ︸
∆2

− det ([C1|...|V1|...|Cn ])︸ ︷︷ ︸
∆3

+ det ([Vp+1|C2|...|V1|...|Cn ])︸ ︷︷ ︸
∆4

4



− Le déterminant ∆1 est diagonale par blocs donc ∆1=χG′
1
(X)χG′

2
(X)=χG1(X)χG2(X)

− ∆2 et ∆3 sont les déterminants d’une matrice et de sa transposée donc ils sont égaux.
Remarquons que la famille (Vp+1, Cp+1, ..., Cn) est liée, car on a

[Vp+1|Cp+1|...|Cn ] =


0 0

1
...
0

XIq −MG′
2,σ2


le bloc d’en haut est nul et ce lui d’en bas contient q+1 vecteurs de Mq,1(R), donc ils sont liés, ce qui donne ∆2 = ∆3 = 0.

− On développe le déterminant ∆4 par rapport à la première colonne, le terme d’indice (p + 1, 1) vaut 1 , on
obtient un déterminant d’ordre n − 1, puis on développe ce nouveau déterminant par rapport à la p ième colonne , le
terme d’indice (1, p) vaut 1 , ce qui revient à éliminer la première et la p+1 ième ligne ainsi que la première et p+1 ième
colonne du déterminant ∆1, ce qui donne

∆4 = (−1)2+p(−1)1+p

∣∣∣∣∣∣∣
[
XIp −MG′

1,σ1

]
1,1

0

0
[
XIq −MG′

2,σ2

]
1,1

∣∣∣∣∣∣∣
avec

[
XIp −MG′

1,σ1

]
1,1

la sous matrice de XIp −MG′
1,σ1

obtenue en éliminant la première ligne et la première colonne ,
ce qui revient à éliminer les arêtes de G′

1 qui contiennent le sommet {1}, donc c’est une matrice d’adjacence de G′
1\1 par

suite
det
([

XIp −MG′
1,σ1

]
1,1

)
= χG′

1\1(X)

comme G′
1\1 est une copie de G1\s1 alors χG′

1\1 = χG1\s1 , de même on a

det
([

XIq −MG′
2,σ2

]
1,1

)
= χG2\s2(X)

ce qui prouve que ∆4 = −χG1\s1(X) χG2\s2(X)

On en déduit donc
χG(X) = χG1(X)× χG2(X)− χG1\s1(X)× χG2\s2(X)

9 . Soient G1 et G2 deux étoiles disjointes de sommets respectifs s1 et s2 et soit G la réunion des deux graphes en
ajoutant l’arête {s1, s2}. Selon la question précédente

χG(X) = χG1
(X)× χG2

(X)− χG1\s1(X)× χG2\s2(X)

• On a χG1
(X) = Xd1−2

(
X2 − d1

)
et χG2

(X) = Xd2−2
(
X2 − d2

)
• Les graphes G1\s1 et G2\s2 sont de sommets isolés, donc leurs matrices d’adjacences sont nulles ce qui donne

χG1\s1(X) = Xd1−1 et χG2\s2(X) = Xd2−1.
Par conséquent on a χG(X) = Xd1+d2−4

(
X2 − d1

) (
X2 − d2

)
−Xd1+d2−2 , d’où

χG(X) = Xd1+d2−4
(
X4 − (d1 + d2 + 1)X2 + d1d2

)
• La matrice M , d’adjacence de G est diagonalisable , donc Ker (M) est de dimension égale à la multiplicité de

0 dans χG , ainsi dimKer (M) = d1 + d2 − 4 par suite rg(M) = d1 + d2 − dimKer (M) = 4 .
10 .

• Pour tous i, j, i′, j′ ∈ S, les événements
[
X{i,j} = 1

]
et
[
X{i′,j′} = 0

]
sont mutuellement indépendants , de

l’expression

{G} =

 ⋂
{i,j}∈A

[
X{i,j} = 1

]⋂ ⋂
{i,j}∈A

[
X{i,j} = 0

]
on a

P({G}) =
∏

{i,j}∈A

P
(
X{i,j} = 1

)
×

∏
{i,j}/∈A

P
(
X{i,j} = 0

)
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avec P
(
X{i,j} = 1

)
= pn si {i, j} ∈ A , P

(
X{i,j} = 0

)
= qn si {i, j} /∈ A , |A| = a et

∣∣A ∣∣ = N − a , donc

P({G}) = panq
N−a
n

• Pour tout k ∈ J0;NK, posons

∆k = {G = (S,A) ∈ Ωn | CardA = k }

on a
Ωn =

⋃
k∈J0;NK

∆k

qui est une réunion disjointe ( (∆k)k∈J0;nK est une partition de Ωn) donc

P (Ωn) =

N∑
k=0

∑
G∈∆k

P({G}) =
N∑

k=0

pknq
N−k
n Card∆k

Posons D l’ensemble de toutes les parties de cardinal 2 de J0;nK et pour tout k ∈ J0;nK Pk(D) l’ensemble de toutes les
parties de cardinal k de D .
Pour tout k ∈ J0;nK , l’application qui à G = (S,A) associe A est une bijection de ∆k vers Pk(D) donc

Card∆k = CardPk(D) =

(
N

k

)
Ainsi

P(Ω) =
N∑

k=0

(
N

k

)
pkn (1− pn)

N−k
= 1

Partie II : Une première fonction de seuil
Section A - Deux inégalités

Soit X une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (Ω,A,P) à valeurs dans N et admettant une espérance
E(X) et une variance V(X).
11 . on a

E(X) =

+∞∑
n=1

nP(X = n)

>
+∞∑
n=1

P(X = n) = P(X > 0)

d’où P(X > 0) 6 E(X) .

12 . Supposons que E(X) 6= 0 .
Pour tout ω ∈ Ω on a si X(ω) = 0 alors |X(ω)− E(X)| = E(X) par suite [X = 0] ⊂ [ |X − E(X)| > E(X)].
On en déduit que P(X = 0) 6 P (|X − E(X)| > E(X) ) et l’inégalité de Bienaymé-Tchebychev donne

P(X = 0) 6
V(X)

E(X)2

Section B - Une fonction de seuil

13 . La variable An s’écrit
An =

∑
{i,j}∈D

X{i,j}

6



où D désigne l’ensemble de toutes les parties de cardinal 2 de J1;nK , CardD = N .
Les variables X{i,j} sont mutuellement indépendantes et suivent toutes la loi de Bernoulli de paramètre pn .
Pout tout t ∈ [−1, 1] , la fonction génératrice de An est donnée par

GAn
(t) =

∏
{i,j}∈D

GX{i,j}(t)

= (qn + pnt)
N

=

N∑
k=0

(
N

k

)
pknq

N−k
n tk

donc la variable An suit la loi binomiale de paramètres (N, pn) .

14 . On suppose que pn =
n→+∞

o

(
1

n2

)
,on a

P (An > 0) = 1− P (An = 0) = 1− (1− pn)
N

comme N = n(n−1)
2 alors

(1− pn)
N

= exp

(
n2 + o(n2)

2
(−pn + o(pn))

)
= exp

(
−pnn

2

2
(1 + o(1))

)
ainsi (1− pn)

N →
n→+∞

1 d’où lim
n→+∞

P (An > 0) = 0 .

15 . On suppose que 1

n2
=

n→+∞
o (pn)

D’après la question 12. on a
P (An = 0) 6

V (An)

E (An)
2

La variable An suit la loi binomiale B (N, pn) donc

E (An) = Npn et V (An) = Npn (1− pn)

ce qui donne
V (An)

E (An)
2 =

1− pn
Npn

6
1

Npn

Comme 1

n2
=

n→+∞
o (pn) alors n2pn →

n→+∞
+∞ et donc 1

Npn
=

2

n(n− 1)pn
→

n→+∞
0.

On en déduit que P (An = 0) →
n→+∞

0 et puisque P (An > 0) = 1− P (An = 0) alors lim
n→+∞

P (An > 0) = 1 .

16 . L’étude de l’événement [An > 0] nous impose la propriété suivante : Pn « Un graphe G choisi aléatoirement

possède au moins une arête » . La fonction de seuil de Pn est la suite
(

1

n2

)
n>2

.

Partie III : Fonction de seuil de la copie d’un graphe
17 . Rappelons que Ωn l’ensemble des graphes de sommets S = J1, nK , donc pour tout G ∈ Ωn on a

H ⊂ G ⇐⇒ AH ⊂ AG ⇐⇒ AG = AH ∪B avec B ⊂ D\AH

ce qui permet d’écrire

[XH = 1 ] = {G ∈ Ωn | AG = AH ∪B avec B ⊂ D\AH}

=

N−aH⋃
k=0

 ⋃
B⊂D\AH

|B|=k

{G ∈ Ωn | AG = AH ∪B }


7



la réunion étant disjointe donc

P (XH = 1) =

N−aH∑
k=0

∑
B⊂D\AH

|B|=k

P ({(S,AH ∪B) })

d’après la question 10) on a P({(S,AH ∪B) }) = p
aH+|B|
n q

N−aH−|B|
n , et on sait que

Card {B ⊂ D\AH | |B| = k} =

(
N − aH

k

)
par suite

P (XH = 1) =

N−aH∑
k=0

(
N − aH

k

)
paH+k
n qN−aH−k

n

= paH
n

N−aH∑
k=0

(
N − aH

k

)
pakn qN−aH−k

n

= paH
n

Donc la variable XH suit une loi de Bernoulli de paramètre paH
n , ainsi E (XH) = paH

n .
18 .

• L’ensemble C0 des copies de G0 dont les sommets sont inclus dans J1, nK s’écrit

C0 =
⋃

S⊂J1,nK
|S|=s0

{H | H une copie de G0 et H = (S,AH) }

on a Card {H | H une copie de G0 et H = (S,AH) } = c0 donc

|C0| =
(
n

s0

)
c0

• On sait qu’un graphe H = (S′
0, AH) est une copie de G0 s’il existe une bijection σ de S′

0 telle que

∀ (s, t) ∈ S′
0 × S′

0 {s, t} ∈ AH ⇐⇒ {σ (s) , σ (t)} ∈ AG0

ainsi l’application de {H | H une copie de G0 et H = (S′
0, AH) } vers l’ensemble des bijections σ de S′

0, qui a H associe
σ est surjective , donc Card {H | H une copie de G0 et H = (S′

0, AH) } = c0 ≤ s0!.

On en déduit que

|C0| =
(
n

s0

)
c0 =

n(n− 1)...(n− s0 + 1)

s0!
c0 ≤ ns0

19 . On a pour tout G ∈ Ωn, X0
n(G) est le nombre de copies de G0 contenues dans G et XH(G) =

1 si H ⊂ G

0 sinon
donc

X0
n =

∑
H∈C0

XH

et
E
(
X0

n

)
=
∑
H∈C0

E (XH)

d’après la question 17) E (XH) = P (XH = 1) = P(H ⊂ G) par suite

E
(
X0

n

)
=

∑
H∈C0

P(H ⊂ G)

=
∑
H∈C0

paH
n

=
∑
H∈C0

pa0
n

= pa0
n |C0|
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la question 17) donne alors

E
(
X0

n

)
=
∑
H∈C0

P(H ⊂ G) ≤ ns0pa0
n

20 . Puisque l’ensemble {H ⊂ G0 | aH ≥ 1} est fini alors la valeur ω0 = min
H⊂G0
aH≥1

sH
aH

existe et elle est atteinte en un

H0 ⊂ G0 , donc ω0 =
sH0

aH0

.

• Définissons sur En , la variable aléatoire réelle discrète Yn telle que pour G ∈ Ωn, l’entier Yn(G) est le nombre
de copies de H0 contenues dans G. Les variables Yn et X0

n se comportent de la même manière vu qu’on a changé G0 par
H0 .

Puisque H0 ⊂ G0 alors toute copie de G0 contient au moins une copie de H0 , par conséquent on a X0
n ≤ Yn .

L’inégalité démontrée dans la question 19) et la croissance de l’espérance donne :

E
(
X0

n

)
≤ E (Yn) ≤ nsH0p

aH0
n

On a pn = o

(
1

nω0

)
donc

nsH0p
aH0
n = o

(
nsH0

−ω0aH0

)
= o(1)

on en déduit que lim
n→+∞

E
(
X0

n

)
= 0.

• Ecrivons

P
(
X0

n > 0
)

=

+∞∑
k=1

E
(
X0

n = k
)

6
+∞∑
k=1

kE
(
X0

n = k
)

6 E
(
X0

n

)
ce qui donne lim

n→+∞
P
(
X0

n > 0
)
= 0 .

21 . On a X0
n =

∑
H∈C0

XH donc (
X0

n

)2
=

∑
H,H′∈C0

XHXH′

et par linéarité de l’espérance
E
((

X0
n

)2)
=

∑
H,H′∈C0

E (XHXH′)

XHXH′ suit aussi une loi de Bernoulli et

[XHXH′ = 1 ] = [XH = 1 ] ∩ [XH′ = 1 ]

= {G ∈ Ωn | H ⊂ G } ∩ {G ∈ Ωn | H ′ ⊂ G }

= {G ∈ Ωn | H ∪H ′ ⊂ G }

= [XH∪H′ = 1 ]

d’après la question 17)
P (XHXH′ = 1) = P (XH∪H′ = 1) = paH∪H′

n

Par définition aH∪H′ = |AH ∪AH′ | donc

aH∪H′ = |AH |+ |AH′ | − |AH ∩AH′ | = aH + aH′ − aH∩H′

comme H et H ′ sont dans C0 alors aH = aH′ = a0 , d’où aH∪H′ = 2a0 − aH∩H′ .
On en déduit que P (XH∪H′ = 1) = P (H ∪H ′ ⊂ G) = p

2a0−aH∩H′
n , ainsi

9



E
((

X0
n

)2)
=

∑
(H,H′)∈C2

0

P (H ∪H ′ ⊂ G ) =
∑

(H,H′)∈C2
0

p2a0−aH∩H′
n

22 . On a
Σ0 =

∑
(
H,H′)∈C2

0
sH∩H′=0

P (H ∪H ′ ⊂ G ) =
∑

(
H,H′)∈C2

0
sH∩H′=0

p2a0−aH∩H′
n

remarquons que sH∩H′ = 0 ⇔ aH∩H′ = 0 ⇔ H ∩H ′ = ∅ , donc

Σ0 =
∑

(
H,H′)∈C2

0
sH∩H′=0

p2a0
n ≤ p2a0

n |C0|2

dans la question 19) on a établi que E
(
X0

n

)
= pa0

n |C0| d’où l’on a Σ0 ≤
(
E
(
X0

n

) )2 .
23 . Soit k ∈ J1, s0K; on a

Σk =
∑
H∈C0

∑
H′∈C0

sH∩H′=k

p2a0−aH∩H′
n

Remarquons que dans la deuxième somme les aH∩H′ ne sont pas forcément constants !.
Par définition de ω0 on a

∀H ′ ∈ ΩH aH∩H′ 6
sH∩H′

ω0
=

k

ω0

puisque pn ∈ ]0; 1[ alors
∀H ′ ∈ ΩH p−aH∩H′

n 6 p
− k

ω0
n

ce qui donne

Σk ≤
∑
H∈C0

p
2a0− k

ω0
n

 ∑
H′∈C0

sH∩H′=k

1


≤

∑
H∈C0

p
2a0− k

ω0
n Card { H ′ ∈ C0 | sH∩H′ = k}

≤
∑
H∈C0

p
2a0− k

ω0
n Card { H ′ ∈ C0 | |SH ∩ SH′ |= k}

Soit A ∈ Ps0 (J1, nK ) , posons FA = {B ∈ Ps0 (J1, nK ) | |A ∩B| = k} .
On a la partition

{H ′ ∈ C0 | |SH ∩ SH′ |= k } =
⋃

B∈FSH

{ H ′ ∈ C0 | SH′ = B}

donc
Card { H ′ ∈ C0 | |SH ∩ SH′ |= k} =

∑
B∈FSH

Card { H ′ ∈ C0 | SH′ = B}

d’après la question 18) on a Card { H ′ ∈ C0 | SH′ = B} = c0 , ce qui donne

Card { H ′ ∈ C0 | |SH ∩ SH′ |= k} = c0 Card (FSH
)

Remarquons que
B ∈ FA ⇔ ∃!(C,D) ∈ Pk(A)× Ps0−k(J1, nK \A) tel que B = C ∪D

ce qui définie une bijection entre FA et Pk(A)× Ps0−k(J1, nK \A) , donc

CardFA = Card (Pk(A))Card (Ps0−k(J1, nK \A)) =

(
s0
k

)(
n− s0
s0 − k

)
on en déduit

Card { H ′ ∈ C0 | |SH ∩ SH′ |= k} =

(
s0
k

)(
n− s0
s0 − k

)
c0

10



ainsi

Σk ≤
∑
H∈C0

(
s0
k

)(
n− s0
s0 − k

)
c0p

2a0− k
ω0

n (1)

24 . On suppose que lim
n→+∞

(nω0pn) = +∞.
• On a pour tout q et r vérifiant 1 ≤ q ≤ r(

r

q

)
r−q =

r(r − 1) · · · (r − q + 1)

q!
r−q =

1

q!

(
1− 1

r

)(
1− 2

r

)
· · ·
(
1− q − 1

r

)
pour tout k ∈ J1, q − 1K

(
1− 2

r

)
>
(
1− q−1

q

)
donc(
r

q

)
r−q ≥ 1

q!

(
1− q − 1

q

)q

(2)

• La formule (1) de la question 23) s’écrit en fait

Σk ≤ |C0|
(
s0
k

)(
n− s0
s0 − k

)
c0p

2a0− k
ω0

n

On sait que E
(
X0

n

)
= pa0

n |C0| et |C0| =
(
n

s0

)
c0 donc

Σk 6
(
E
(
X0

n

) )2 1

|C0|
c0

(
s0
k

)(
n− s0
s0 − k

)
p
− k

ω0
n

6
(
E
(
X0

n

) )2
(
s0
k

)(
n− s0
s0 − k

)
(
n

s0

) p
− k

ω0
n

puisque
(
n− s0
s0 − k

)
≤ (n− s0)

s0−k

k!
≤ ns0−k

k!
alors(
s0
k

)(
n− s0
s0 − k

)
(
n

s0

) ≤
(
s0
k

)
k!(

n

s0

)
nk−s0

l’inégalité (2) donne 1(
n

s0

)
nk−s0

≤ 1

nk
s0!

(
1− s0 − 1

s0

)−s0

donc

(
s0
k

)(
n− s0
s0 − k

)
(
n

s0

) ≤

(
k!

(
s0
k

)
s0!

(
1− s0 − 1

s0

)−s0
)

︸ ︷︷ ︸
C

1

nk

ainsi il existe une constante C ≥ 0 telle que

Σk 6
(
E
(
X0

n

) )2 C

(nω0pn)
k
ω0

Par hypothèse lim
n→+∞

(nω0pn) = +∞ donc Σk =
n→+∞

o
((

E
(
X0

n

) )2) .

25 .

• La formule de Koenig-Huygens donne
V
(
X0

n

)
(E (X0

n))
2 =

E
((

X0
n

)2)
(E (X0

n))
2 − 1 .

D’après la question 21) on a

E
((

X0
n

)2)
=

∑
(H,H′)∈C2

0

P (H ∪H ′ ⊂ G) =

s0∑
k=0

Σk

11



donc

V
(
X0

n

)
(E (X0

n))
2 =

Σ0

(E (X0
n))

2 +

s0∑
k=1

Σk

(E (X0
n))

2 − 1 (1)

D’après la question 24) on a

s0∑
k=1

Σk

(E (X0
n))

2 →
n→+∞

0 (2) .

• Calculons Σ0 :
On suit la démarche des questions 22) et 23) , on a sH∩H′ = 0 ⇔ aH∩H′ = 0 ⇔ H ∩H ′ = ∅ donc

Σ0 =
∑
H∈C0

p2a0
n

 ∑
H′∈C0

sH∩H′=0

1


=

∑
H∈C0

p2a0
n Card { H ′ ∈ C0 | sH∩H′ = 0}

=
∑
H∈C0

p2a0
n Card { H ′ ∈ C0 | SH ∩ SH′ = ∅}

=
∑
H∈C0

p2a0
n Card

{
H ′ ∈ C0 | SH′ ∈ Ps0( SH) = ∅

}
On a la partition

{H ′ ∈ C0 | SH ∩ SH′ = ∅} =
⋃

B∈Ps0
( SH)

{H ′ ∈ C0 | SH′ = B}

donc
Card {H ′ ∈ C0 | SH ∩ SH′ = ∅} =

∑
B∈Ps0

( SH)

Card {H ′ ∈ C0 | SH′ = B}

d’après la question 18) on a Card {H ′ ∈ C0 | SH′ = B}) = c0 , ce qui donne

Card { H ′ ∈ C0 | SH ∩ SH′ = ∅} = c0 Card
(
Ps0( SH)

)
= c0

(
n− s0
s0

)
on en déduit

Σ0 = c0 |C0| p2a0
n

(
n− s0
s0

)
= (c0)

2

(
n

s0

)(
n− s0
s0

)
p2a0
n

Bien sûr si n
2 < s0 alors Σ0 = 0 , mais dans notre cas on fait tendre n vers +∞ et s0 est fixe, on prend donc n assez

grand ( n > 2s0 ) par suite Σ0 > 0.

• Ce résultat permet d’écrire

Σ0

(E (X0
n))

2 =

(c0)
2

(
n

s0

)(
n− s0
s0

)
p2a0
n(

c0

(
n

s0

)
pa0
n

)2 =

(
n− s0
s0

)
(
n

s0

)

comme
(
n

s0

)
∼

n→+∞

ns0

s0!
et
(
n− s0
s0

)
∼

n→+∞

(n− s0)
s0

s0!
∼

n→+∞

ns0

s0!
alors on a Σ0

(E (X0
n))

2 →
n→+∞

1 (3) .

• Finalement les relations (1) , (2) et (3) donnent lim
n→+∞

V
(
X0

n

)
(E (X0

n))
2 = 0 .

26 . D’après la question 12) on a P(X0
n = 0) 6

V
(
X0

n

)
(E (X0

n))
2 donc P(X0

n = 0) →
n→+∞

0 , par suite

P(X0
n > 0) = 1− P(X0

n = 0) →
n→+∞

1.

Ainsi on a :

12



• Si n−ω0 =
n→+∞

o(pn) ( c.a.d lim
n→+∞

(nω0pn) = +∞ ) alors P(X0
n > 0) →

n→+∞
1.

• Si pn = o (n−ω0) d’après la question 20) on a P(X0
n > 0) →

n→+∞
0.

Donc la suite (k−ω0)k≥2 est une fonction de seuil pour la propriété Pn.
27 .

• Soit G0 le graphe formé de deux sommets et une arête. Dans ce cas, les variables An et X0
n sont identiques et

le seul graphe H ⊂ G0 qui contient au moins une arête est G0 lui même et par suite ω0 = min
H⊂G0
aH≥1

sH
aH

= 2 .

On retrouve ainsi le résultat de la question 16.
• Si G0 est une étoile à d > 1 branches , soit H un graphe contenu dans G0, on a deux cas :

−H ne contient pas le centre s de G0 donc il est a sommets isolés et aH = 0.

−H contient le centre s de G0 donc il est une étoile à k branches avec k ∈ J2, dK donc aH = k − 1 , sH = k .
Ainsi

ω0 = min
26k6d

k

k − 1
=

d

d− 1

et la suite
(
k−

d
d−1

)
k≥2

est une fonction de seuil pour la propriété «contenir une copie de l’étoile à d branches» avec d

entier fixé supérieur à 1.

- FIN -
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