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Phénomeénes de seuil dans les graphes

Partie I : Quelques propriétés algébriques des matrices d’adjacence

Soit p une permutation du groupe symétrique S,, et M = (m; ;)
1>

1<ij<n Une matrice de My (R).
e Soit (Vj),<;<,la base canonique de My, 1(R) , et P, la matrice de M, (R) vérifiant P, V; = V() ( P, matrice
de permutation, on vérifie pour tous p,p' € Sy : PyPy = Py et Py_q = (Pf,)_1 ).

On a
P,MV; = P, <Z mi,jVi) = Z mi V(i)
i=1

i=1

p étant inversible donc

n

PMV; =Y my Vi

i=1
de méme on trouve n
MP,V; = MV, = Emivﬁ(j)vi
ainsi n 7 n
By i MPyVj = Py (2 mi,pu)‘/%) = Emi,p(j)vp*(i)
par suite 7 " 7
(P,-xMP,) V; = Zlmp(i)m(j)vi
comme P,1 = (Pp)71 alors P,-1MP, = (Pp)il MP, = (mp(),5(5))

(mﬂ(i)ﬁp(ﬂ'))1<¢j<n sont semblables.

L<ij<n 1 € qui prouve que les matrices M et
e Par définition si Mg iq = (ai’j)lgu,jgn alors Mg, = (aﬂ(i)’ﬂ(j))lgi,jgn , donc Mg, = (Pg)f1 Mg iaPy ce qui
donne
MG,O’ = (PU)_I (PJ’MG,O'/ (Pa’)_l) Pa' = Pofla/MG,a’ (Paflo'/)_l

ainsi Mg, et Mg, o sont semblables.

2 > Une matrice d’adjacence est symétrique réelle, le théoreme spectral assure qu’elle est diagonalisable.
3 > Soit une matrice d’adjacence M non nulle telle que rg(M) = 1.

0 est donc valeur propre de M d’ordre supérieur a n — 1 , soit A 'autre valeur propre de M .

OnaTr(M)= > a=A=0donc Sp(M) = {0}, comme M est diagonalisable alors elle est égale a la matrice nulle,
a€Sy(M)
ce qui est absurde, par suite rg M > 2.

( Autre méthode : M est la matrice d’adjacence d’un graphe non vide, il existe donc i < j tels que m; ; = 1, et par

Mi; My 0 1
symétrie, m;; = 1. La sous matrice vt J = est de rang 2 donc rg M > 2.)
Mji My 10

4 >

e Soit M = (m; ;) la matrice d’adjacence d’un graphe dont les sommets non isolés forment une étoiles.

1<i,j<n
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11 existe alors des entiers distincts 4g, i1, . ..,1q dans [1;n] tels que

1sii=1g etjE{il,...,id}

My 5 = My = OSiiZioth%{il,...,id}
0sii#ig
Posons Cy, Cy, ..., C, les vecteurs colonnes de M, alors on a pour tout j € [1;n]

Vvio SijE{il,...,id}
Cj: ‘/11++‘/z sij =19
0 sinon
avec (Vj), <<, la base canonique de M, 1(R).
Remarquons que vect (C1,Ca,...,Cp) = vect (V;,, Vi, +---+V;,) et la famille (V;,,V;, +---+V;,) est libre,

donc rg M =rg (Cy,Cy,...,Cp) = 2.
e Soit G =(S5,A) avec: S=1,4] et A={{1,3},{1,4},{2,3},{2,4}} ,on a

Mg =

= = O O
= = O O
o O = =
S O = =

Le graphe G

le graphe G n’est pas étoilé et sa matrice d’adjacence Mg iq est de rang 2 .
5 > Soit G = (A, S") une copie de G = (4, S) , donc par définition il existe une bijection o de S’ dans S telle que

V(s't)eS? (s t}eA = {o(s),0)}ecA

Ce qui signifie
(MG’,id)iJ' =1« (MG7U)i7j =1
donc
Meria = Mg o

d’apres la question 1) les matrices Mg iq et Mg iq sont semblable d’ott

6 > On note xg(X) = det(X1,, — Mgja) = X" + a1 X" '+ +ag .
o Mg q est a diagonale nulle donc ‘ ap—1=—tr(Mgia) =0 ‘

X sii=j

e Posons Mg iq = (m; ;) et XI,, — Mg ia = (P ;) avec P ; =

1<i,j<n 1<i,j<n

—My,; sit #]
Par définition du déterminant on a .
xa(X) = > ()" ] Pioy
geS, =1

Remarquons que , pour tout o € S,, on a

deg (H Pi,(,(i)> = Card{i € [1;n] | o(i) =4}

i=1
n n
Pour o = id le degré de [] P; ;i) est m et si o est une transposition alors le degré de I1 P; 5(;) est exactement égal a
i=1 i=1

n
n — 2, dans les autres cas le degré de [] P; (i) est strictement inférieur a n — 2.
i=1



Soit la transposition 7 = (i j) de S, , avec i < j , alors

(_1)5(7) HP’L7T(,L) = —Mm; Mj; H (X — mk,k) = _m?’an—Q
i=1 ke¢{i,j}

Ainsi en considérant toutes les transpositions le coefficient de X™~2 sera donné part donné par

— 2
== ), mi

(i) €lL;n]?
1<J

Dans cette somme il ne reste que les coeflicients m; ; = 1 et ¢ < j , donc ceux qui représentent une aréte dans A, d’out

Ap—2 = 7|A|
e Une autre méthode : .
Mg ia est symétrique et réelle donc son polynéme caractéristique est scindé : xg(X) = [[(X — ;) , les relations entre
i=1
les coefficients et les racines donnent : a,—o = Y,  A\A; quon écrit
1<i<j<n

ap—2 = % (()\1 + .+ )\n)2 — ()\f + ..+ Ai))

mais A\; + ... + Ay = tr (Mgia) =0 et A3 + ... + A2 =tr ((ngid)Q) donc

—1
n—p = —-tr ((MG,id)2)

Mg iqa est symétrique alors tr ((Mg’id)Q) = tr (MG’id.Mér’id) . Sur M,(R) le produit scalaire usuel s’exprime par

(A,B) =tr (A.BT) , ce qui donne pour toute matrice M = (a; ;) tr(MM")= > a7 ; donc

1<ij<n N
(i,5)€[1;n]?

-1
Un-2 = 5~ Y. omiy=— ) mij=-4]
(,5)€lLm]? (i,5)€[15m]?
1<J

7> Soit G = (S, A) un graphe a n sommets dont les sommets non isolés forment une étoile & d branches avec 1 < d < n—1.

Reprenons des notations de la question 4) , M = Mg iq = (m; ;) la matrice d’adjacence de G et ig, 1, ...,iq dans

1<i,j<n
[1;7n] des indices distincts tels que
lsii=ipetje {il,...,id}
Mms; = My = OSii:ioetj¢{i1,...,id}
0sii#ig
e D’apres la question 4) on a rg M = 2 donc dimKer M = n — 2 et 0 est une valeur propre de M de multiplicité
au moins n — 2, le spectre de M est donc de la forme Sp(M) = {0, A, u} par suite

NG(X) = X" (X = A) (X — ) = X" — A+ ) X" 4 AuX"2

d’aprés la question 6) on a A + = 0 et Ay = —|A] , sachant que les sommets non isolés de G forment une étoiles a d
branche alors |A| = d et ainsi

Xe =X""2(X?—d) et Sp(M) = {0, \/(37—\/3}

Un calcul direct donne :

L1
e Soit X=| : | € Eo(M),ona
Ln
n
mi,;T; . . .
j=1 n Ti + o+ x5, Sl 1 =1
MX = avec E m; jT; = T4y si i€ {i1,... 94}
J=1 0 si i%{io,il,...,id}

My, jTj

<.
it



donc

Tiy = —Tip — = Tig
MXO@{%+“'+%:0 P iy =0
T = z; €R,j ¢ {io,i1, ... iq}
ainsi
| Eo(M) = vect ({V, ) ¢ {iosin, - ia} YU{Vi, = Vi, j € [2d]}) |
1
. soime{\/&,—\/&} et X = | : | € BEx(M), donc
LTn
Tiy - F X, = ATy, N2x;, = dx;, (évident)
MX =)X & Tip = ALiy = ... = Az, & Ty = .. = Tj, = 34,
z;=0,7¢{io,i1,...,%} zj €R, j ¢ {io,i1,...,14}

ce qui donne X =V;, + %Vil + e+ %Vid ,ainsi

Ex(M) = vect (\Vi, + Vi, + -+ Vi,) avech € {ﬂ,f\/ﬁ}

8 > Soient G = (S1, A1) et Gy = (52, A3) deux graphes non vides tels que S N Sy = &, 51 € 57 et 59 € Ss.
On définit le graphe G = (S, A) avec S =51 U Sy et A = A1 U Ay U {{s1,s2}}.

Posons S1 = {s1,1,---,8p,1} €t So = {s1,2,..., 842} avec n =p+¢, s1 =511 et s3 =512 .

Au début nous allons définir une nouvelle indexation de G qui va nous simplifier le travail :

e Soient oy et oy deux indexations de S; et Sy définies par :

o1(i) = 83,1 sii € [1;p]

UQ(i) = 8;2 sii € Hl,q]]
ce qui donne deux copies de G; et de G , notées G| = (5], A}) et G = (S5, AY) | avec A} = [1;p] et A = [1;4] .
Une indexation de S = S7 U S est donnée par

k ikell;
O'(k') — 01( ) S% € [[ 7p]]
oo (k—p) sike[p+1;n]

on obtient donc une copie G’ = (57, A’) de G telle que S" = S; U S, et A=A UALU{{l,p+1}} .
e La matrice d’adjacence s’écrit alors

Mg, o, | Ein

MG’,U =
Eiq ‘ Mgy, o,

avec E1 1 = (01,:01,j)1<i,j<n €st la premiére matrice de la base canonique de M, 4(R).

Ce qui donne

X1, — Mg » —Fq
Xe(X) = xe (X) = . =
—Eq1 ‘ X, — Mgy o,
Notons, pour simplifier, les matrices avec leurs colonnes
X1, — Mg 0
PTG = [C1|C|...|Cn ]
0 ‘ X1, — Mgy o,

et XIn — Mar o = [C1 = Vpya|Col..|Cppa — Vi|...|Ch] , avec (V)), ., ,la base canonique de M, 1(R).
Le déterminant est n—linéairie donc

xa(X) = det ([C4]..|Cy 1) — det ([Vys1|Cal...|Cn 1) — det (O] |VA]...|C 1) + det ([Vysr |Cal o Vi] | C 1)

Al AQ AS A4




— Le déterminant A; est diagonale par blocs done Ar=xg; (X)xa; (X)=xac, (X)X, (X)
— Ay et Aj sont les déterminants d’une matrice et de sa transposée donc ils sont égaux.

Remarquons que la famille (V,41, Cpt1, ..., Cp) est liée, car on a

Vot1|Cpsal-|Cn | =
X1y — Mgy, o,

0

le bloc d’en haut est nul et ce lui d’en bas contient ¢+ 1 vecteurs de M, 1(R), donc ils sont liés, ce qui donne Ay = Az = 0.

— On développe le déterminant Ay par rapport a la premiére colonne, le terme d’indice (p + 1,1) vaut 1 , on
obtient un déterminant d’ordre n — 1, puis on développe ce nouveau déterminant par rapport a la p iéme colonne , le
terme d’indice (1,p) vaut 1, ce qui revient & éliminer la premiére et la p+ 1 iéme ligne ainsi que la premiére et p+ 1 iéme

colonne du déterminant Aq, ce qui donne

0

[XI,, - Mgllm] 1

Ay = (—1)2P(=)t*?
0 XL, - M),

avec [XI, — Mg, o] 1, la sous matrice de XTI, — Mgy, obtenue en éliminant la premiere ligne et la premiere colonne ,
ce qui revient & éliminer les arétes de G} qui contiennent le sommet {1}, donc ¢’est une matrice d’adjacence de G}\1 par
suite

det ([XIP - Mg o] 171) = Xap\1(X)

comme G7\1 est une copie de G1\s; alors XG[\1 = XG1\s, » de méme on a

det ([XI’J - MGIQ702:| 1’1) = XG2\s2 (X)

ce qui prouve que Ay = —XG,\s; (X) X@s\s0 (X)
On en déduit donc

X6 (X) = X6, (X) % X6 (X) = Xave1 (X) X X610 (X) |

9 > Soient Gy et G2 deux étoiles disjointes de sommets respectifs s; et sy et soit G la réunion des deux graphes en

ajoutant l'aréte {s1, s2}. Selon la question précédente

X6 (X) = X6, (X) X X6, (X) = X1\ (X) X XGa\s2 (X)

e Ona e (X)=X1"2(X2—d)) et xa,(X) = X=2 (X2~ dy)

e Les graphes G1\s1 et Go\ss sont de sommets isolés, donc leurs matrices d’adjacences sont nulles ce qui donne
Xans: (X) = XB 71 et xgp\s, (X) = X271
Par conséquent on a yg(X) = X“+d=1 (X2 — dy) (X2 —dy) — XD FR=2  dou

Xa(X) = X Bt (X1 — (di +dp +1) X? + didy )

e La matrice M , d’adjacence de G est diagonalisable , donc Ker (M) est de dimension égale a la multiplicité de
0 dans x¢ , ainsi dim Ker (M) = dy 4+ d2 — 4 par suite ‘ rg(M) =dy + dy — dimKer (M) = 4‘ .
10 >

e Pour tous i,j,i,j € S, les événements [X{; j; =1] et [Xy 3 =0] sont mutuellement indépendants , de

I’expression

Gr=1 N Kea=11NO N Kenp=0]
{i,j}€A {i,j}€A
PUGH = JI PXupn=1x [ P(Xus=0)

{i.j}ea {i.}¢A



avec P(X{w-} :1) =p,si{i,jteA, P(X{m-} :O) =qusi{i,j} ¢ A,|Al=aet |Z| =N —a , donc

[P{G}) = paa)

e Pour tout k € [0; N], posons
A, ={G=(5,4)eQ,|CardA =k}

on a

Q, = U Ak

ke[0;N]

qui est une réunion disjointe ( (Ag)yepo.,y €St une partition de £,,) donc

N N
P(2) =3 3 PUGYH =3 phal * Card A,

k=0 GEAg k=0

Posons D l’ensemble de toutes les parties de cardinal 2 de [0;n] et pour tout k € [0;n] Pi(D) lensemble de toutes les
parties de cardinal k de D .
Pour tout k € [0;n] , Papplication qui & G = (S, A) associe A est une bijection de Ay, vers Py (D) donc

Card A, = Card Py (D) = (Z)

Ainsi

N
P =)
k=

N _
()=t =
0

Partie II : Une premiere fonction de seuil
Section A - Deux inégalités

Soit X une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (2,4, P) & valeurs dans N et admettant une espérance
E(X) et une variance V(X).
11> ona

“+oo
E(X) = ) nP(X=n)

iOP(X:n):P(X>O)

n=1

WV

dott [P(X > 0) < E(X) |

12 > Supposons que E(X) #0 .
Pour tout w € © on a si X(w) = 0 alors | X (w) — E(X)| = E(X) par suite [X = 0] C [ |X — E(X)| > E(X)].
On en déduit que P(X =0) <P (|X —E(X)| > E(X) ) et 'inégalité de Bienaymé-Tchebychev donne

Section B - Une fonction de seuil

13 > La variable A,, s’écrit



ou D désigne I'ensemble de toutes les parties de cardinal 2 de [1;n] , Card D = N.

Les variables X{; ;3 sont mutuellement indépendantes et suivent toutes la loi de Bernoulli de parametre py, .

Pout tout ¢ € [—1,1] , la fonction génératrice de A,, est donnée par

H Gxpi gy (8)
{i,j}eD
(@n + put)™

Ga, (1)

donc la variable A,, suit la loi binomiale de parametres

1
14 > On suppose que p, = o0 (2) ,OIl &
n—-4o0o n

P(A,>0)=1-P (A,

n(n—1)

5 alors

comme N =

N

N\ & Nk gk
t

=0)=1-(1-p)"

1—p)¥ = exp (W (—pn + 0(pn))>

W' = 1dou| lim P(4,>0)=0]|

ainsi (1 — p,
n—-+oo n—-+oo

1
15 > On suppose que — = 0o(py)
n

n—-+oo
D’apres la question 12. on a

La variable A,, suit la loi binomiale B (N, p,,) donc

o (72 1)

E (An) = an et V(An) = an (1 - pn)

ce qui donne

V(An) 71*pn 1

E (A,)°

1
Comme — = o(p,) alors n’p, — +00 et donc
n“ n—+oo n—-+oo

On en déduit que P (A, =0) — 0 et puisque P (4, >0)=1—-P (A, =0) alors Er}rl P(4,>0)=1|
n o0

n—-+4o0o

<
Npy, Np,
12 .
Np, n(n—1)p, n+too

16 > L’étude de I’événement [A,, > 0] nous impose la propriété suivante : &, « Un graphe G choisi aléatoirement

1
posséde au moins une aréte » . La fonction de seuil de &2, est la suite <> .
n>=2

n2

>

Partie III : Fonction de seuil de la copie d’un graphe

17 > Rappelons que €, 'ensemble des graphes de sommets S = [1,n] , donc pour tout G € Q,, on a

HCG<+= Ay C Ag < Ag = Ay UB avec BC D\Ay

ce qui permet d’écrire

(Xn=1]

N*GH

U

k=0 | BCD\An

U

|B|=k

{GeQ, | Ag = Ag UB avec BC D\Ap}

{GEQH|AG:AHUB}



la réunion étant disjointe donc
N*U.H

P(Xuy=1)= Z Z P{(S,AnuB)})
k=0 B‘cBl‘)lﬁH

d’apres la question 10) on a P({(S, Ay U B) }) = pr TBIG=en=IBl "ot on sait que

Card {B C D\Ay | |B| =k} = (N“H>

k
par suite
NfaH
N — a _ _
P(XHzl) = ( & )p2H+kq7fl\] apg—k
k=0
N*(lH
N — aHg A —
= Yy ( ) )pikqvﬁv =k
k=0
= paH
n
Donc la variable X g suit une loi de Bernoulli de parameétre p%# | ainsi |E (Xpgy) = p2# |.
18 >

e L’ensemble Cy des copies de G dont les sommets sont inclus dans [1,n] s’écrit

Co = U {H | H une copie de Gy et H = (S, Ax) }
Sc[1i,n]
[S|=s0

on a Card {H | H une copie de Gy et H = (S, Ag) } = ¢y donc

o0
S0

e On sait qu'un graphe H = (S}, Ap) est une copie de Gy 8'il existe une bijection o de S, telle que

V(s,t) €Sy xSy {s,t} € Ay < {o(s),0(t)} € Ag,

ainsi 'application de {H | H une copie de G et H = (S}, Ag) } vers 'ensemble des bijections o de Sj), qui a H associe
o est surjective , donc Card {H | H une copie de Gg et H = (S)), Apr) } = co < so!.

On en déduit que
—1)...(n — 1
S0

SQ!

1 siHCG
19 > On a pour tout G € Q,,, X2(G) est le nombre de copies de Gy contenues dans G et Xy (G) = .
0 sinon
donc
Xy = Z Xu
HeCy
et
E(X7) = Y E(Xa)
HeCy
d’apres la question 17) E(Xpy) =P (Xg = 1) = P(H C G) par suite

E(X)) = Y PHCG)

HeCy

= ) pun

HeCy

= Z p?LO

HeCy
= py’ |Col



la question 17) donne alors

E(X) = D P(HCG)<n™pp

HeCy
s
20 > Puisque Pensemble {H C Gy | ag > 1} est fini alors la valeur wy = ;mcr;l ZH existe et elle est atteinte en un
CGo a
G.Hzlo H
s
Hy C Gg , donc wg = Ho
af,

e Définissons sur &, , la variable aléatoire réelle discrete Y, telle que pour G € Q,,, lentier Y,,(G) est le nombre
de copies de Hy contenues dans G. Les variables Y,, et X! se comportent de la méme maniére vu qu’on a changé G par
Hy .

Puisque Hy C Gy alors toute copie de G contient au moins une copie de Hy , par conséquent on a X0 <Y, .

L’inégalité démontrée dans la question 19) et la croissance de l'espérance donne :

E (X9) < E(Y,) < n*fopy™

1
Onap,=o0 () donc
nwo

n*Hop,0 = o (n*Ho "o ) = o(1)

on en déduit que| lim E (X7 ) =0.

n—-4o0o

e Ecrivons

—+oo
P(X)>0) = > E(X)=k)
k=1
—+oo
< D KE(X)=k)
k=1
< E(xD)

ce qui donne| lim P (X >0)=0.

n—-+o0o

21> Ona X?= Y Xpy donc
HEeCy

(X,g)2 = Z XHXH/
H,H'€eCo

et par linéarité de ’espérance

E((X2)2): Z E(XrXm)

H,H'eCy

X g Xpg suit aussi une loi de Bernoulli et

(XuXm =1]

(Xp=1]N[Xg =1]

{GeQ, |HCG}IN{GeQ,|H CG}
{GeQ,|HUH CG}

= [Xgum =1]

d’apres la question 17)
P(XHXH’ = ].) = P(XHUH’ = 1) :p%HuH/

Par définition agyup = |Ag U Ag| donc
agur = |Au|+ |Aa| — |Ag N Apr| = ag + ag — apnmr

comme H et H' sont dans Cy alors ag = agr = ag , d’ot agug’ = 2a9 — GgnH’ -
On en déduit que P (Xgyup = 1) =P (HUH' C G) = po° "% ainsi



E <(X2)2) = Z P(HUH CcG)= Z pRao—annm

(H,H")eC? (H,H")ec?
22> Ona
So= Y. PHUH cG)= Y plo-emow
(H,H')ec? (H,H")ec?
Spnp’ =0 Spnp’ =0

remarquons que sgny = 0 < agng =0 HNH = @ , donc

2 2 2
Yo = E "0 < p |Col
(H.H")ec?
Spnp’ =0

) = p0 |Co| d’ont 'on a | 5y < (E (X2) )*|

Ek — Z Z pi‘lo—“HmH/

HeCy H'ec,
Spnu' =k

dans la question 19) on a établi que E (Xg
23 > Soit k € [[1, so]; on a

Remarquons que dans la deuxiéme somme les ay~g- ne sont pas forcément constants !.

Par définition de wqy on a

SHNH' k
VH' € Qu  apnm < = —
wo wo

puisque p,, € ]0;1[ alors

k

VH' € Qp  p,0u < p, =0

ce qui donne

20.0—%
X < Pn 0 Z 1
HeC, H'eCy
Spnn'=k
20.()7% /
< Dn ° Card{ H' € Cy | sgnn' = k}
HeCy
2‘10_% /
< pn %0 Card{ H' €Cy | |Su NSu |=k}
HeCy

Soit A € Py, ([1,n] ), posons F4 = {B € Py, ([1,n] ) | |[ANB| =k} .
On a la partition
{H' €Co||SunSu |=k}= |J {H €C|Suw =B}

BEFSH

donc

Card{ H' €Cy | |Sy NSy |=k} = Y Card{ H' €Co | Su = B}

BEFSH
d’apres la question 18) on a Card{ H' € Cy | Sy = B} = ¢ , ce qui donne

Card{ H € Co | |SHQSH/ ‘: ki} = Cp Card(FsH)

Remarquons que
B e Fy < 3(C, D) € Pr(A) X Psy—r([1,n] \A) tel que B=CUD

ce qui définie une bijection entre F4 et Pr(A) X Psy—x([1,n] \A) , donc

Card F = Card (Py(A)) Card (Py,—k([1,n] \A)) = (if) (ZO__S;Q)

on en déduit

Card{ H' €Cy | |Sy NSy |= k} = <Sk°) <” SO)CO
So—k‘

10



ainsi

24 > On suppose que lim (n“°p,) = +oo.
n—4oo

e On a pour tout q et r vérifiant 1 < g <r

A (R [ R ()

pour tout k € [1,q — 1] (1 — %) > (1 — %) donc

by o

e La formule (1) de la question 23) s’écrit en fait

s n—s 2a0— 2
sl () (ot
On sait que E (X0) = p2 [Co| et |Co| = (:)CO donc
0
o 12 1 S0\ (n—5s0\ —&
Y < (E (Xn) ) mco L so—k Pn
(1) (%)
2\ k) \so—k) =
< (E(XD)) o

()

n— 30) - (n _ SO)so—k nso—k

uisque
puisq <so—k

1 1 1\
I'inégalité (2) donne TN < — 50! (1 _ X ) donc

()

5 < (B (xD) )P —C
(nw(Jpn) wo
Par hypotheése nll)r_{loo (n“op,,) = 400 donc | Xy, s © ((E (X?L) )2)

25 >

2

| vixy _E(CR))

e La formule de Koenig-Huygens donne 5 = = —1.
(EXD)”  (E(XR))

D’apres la question 21) on a

E((x0)7)= Y. PHUH cG)= izk
k=0

(H,H")ec?
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donc
S0

>
v (X0) S PR

exy? - exy? Ewny Y

S0

> T
D’apreés la question 24) ona| —=L1 0 2) |
re Jonel Eoap e @

e Calculons X :

On suit la démarche des questions 22) et 23) , on a sgyng =0 agngr =0 HNH =@ donc

Yo = Zpiao Z 1

HeCy H/GCO
Spny’=0
= Zpi“OCard{H’ECO\sHﬂH/ZO}
HeCy
= > pyCard{ H €Cy| Sy NSu = @}
HeCy
= > pCard{H €C| Su € Psy(Su) =2}
HeCy
On a la partition
{H'e€Co|SunSu=2y= |J {H €C|Su =B}
BePsy( Su)
donc
Card{H' €Co| SunSw =2}= Y  Card{H €C|Sw =B}
BEPs,( Su)

d’apreés la question 18) on a Card {H’ € Cy | Sy = B}) = ¢y , ce qui donne

Card{ H € Cy | Sy NSy = @} = ¢ Card (PSQ(TH)) _ CO(n— 30)

S0
n—So 2 (N n—3So
Yo =co |CO|P31%< s ) = (co) (80) ( s )Piﬂo

Bien siir si § < sg alors ¥y = 0 , mais dans notre cas on fait tendre n vers +00 et sg est fixe, on prend donc n assez
grand ( n > 2s¢ ) par suite 3¢ > 0.

on en déduit

e Ce résultat permet d’écrire

S0 _ _ 50 ) P
comme | T ~ (n=s0)" ~ " alorsona 702 - 1 (3)].
Sg) n—+oo sg! S0 n—+00 sp! n—+oo Sp! (E (Xg)) n—+00
| | )
e Finalement les relations (1) , (2) et (3) donnent | lim ——"5 =0
notee (E(XR))

\ - 0 vV (X7) 0 -
26 > D’apres la question 12) on a P(X;, =0) < ——~5 donc P(X; =0) — 0, par suite
(E(X3)) e
PX0>0)=1-P(X°=0) — 1.
n—-+oo
Ainsi on a :

12



e Sin=“ = o(p,) (cad lim (n“p,)=+oo)alors P(X?>0) — 1.

n—-+oo n—-+oo n—-+oo
e Sip, =o(n") d’apres la question 20) on a P(X? >0) — 0.
n——+0o0o

Donc la suite (k7“°), -, est une fonction de seuil pour la propriété &,.
27 >

e Soit Gy le graphe formé de deux sommets et une aréte. Dans ce cas, les variables A, et X? sont identiques et

.S
le seul graphe H C G qui contient au moins une aréte est Gy lui méme et par suite wy = Jnin Ho_ o
CGo ag

apg>1
On retrouve ainsi le résultat de la question 16.

e Si G est une étoile a d > 1 branches , soit H un graphe contenu dans G, on a deux cas :
—H ne contient pas le centre s de Gy donc il est a sommets isolés et ay = 0.
—H contient le centre s de G donc il est une étoile a k branches avec k € [2,d] donc ag =k —1,sg =k .
Ainsi
k d

0= — =

2<k<d k — 1 d—1

et la suite (k_ﬁ>k> est une fonction de seuil pour la propriété «contenir une copie de I’étoile a d branches» avec d
2

entier fixé supérieur a 1.

- FIN -
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