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Critére de Schur-Cohn et généralisation au cas non inversible

A. Propriétés du polyndme p, stabilité des racines

1 > Soit p(X) = i ap X" avec a, # 0.
k=0

e On a pour tout x € R*
n
po(z) =Y an_pa®
k=0

par changement d’indice j =n — k

po(x) = Z ajz" ) =" Zaj ()
j=0 j=0 z

Ainsi ’po(aj) =z2"p(1/x) ‘ :

e Le polynéme p est scindé sur R et a pour racines aq, ..., a,. Donc p(X) = a, [] (X — «;).

Pour x € R* on a

Les fonctions polynomiales associées a po(X) et a, [] (1 — ;X)) coincident sur R*, qui est infini, donc il
=1

sont égaux : |po(X) =apn [] (1 — o;X).
j=1

!Tous mes corrigés sont disponibles ici https://tinyurl.com/4up84xze 28-04-2025
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2>

Soit d = p A pg.

Supposons d # 1. Alors d est scindé sur R, par conséquent p et py ont une racine commune « € R.

Si a = 0, alors pg(0) = a,, = 0 ce qui est absurde (a, # 0 ), donc a # 0.

On a p(a) =0 et po(a) = a"p(1/a) =0, donc p(a) = 0 et p(1/a) = 0. Ainsi « est une racine stable de p.
Supposons que p admet une racine stable o. Par définition, o # 0, p(o) = 0 et p(1/a) = 0. Alors
po(a) = ap(l/a) = 0. Comme « est une racine commune a p et pg alors (X — «) divise d, ce dernier n’est
pas constant égal a 1.

Conclusion: p A pg = 1 si et seulement si p ne possede pas de racine stable.

On suppose que toutes les racines a; de p sont stables et de multiplicité 1.

Si « est une racine de p, alors « est stable, donc a # 0 et 1/« est aussi racine de p. De plus, comme les
racines sont de multiplicité 1, o # 1/«, donc v # £1. Par suite I'ensemble des racines {a1, ..., a,} est stable
par lapplication x — 1/z et les deux ensembles

{1/a1,...,1/an} et {aq,...,a,} sont identiques.

Puisque p et pg ont les mémes racines donc ils sont proportionnels : pg = ¢ - p pour un ¢ € R*.

La relation po(x) = 2"p(1/z), pour x # 0,donne

cp(x) = 2"p(1/x)

appliquée a 1/x devient apres simplification

z"p(1/x) = (1/c).p(x)

on en déduit que
cp(z) = (1/c).p(x)

p n’est pas identiquement nul donc ¢ =1 et ¢ = +1.

Ainsi il existe donc A € {—1,1} tel que

On a h(X) = Xp/'(X) et ho = (p)o.

e Onap(X)= Z kapX*1donc h(X) = Z kapXF*.
De la question Q3 on a p = Apg, avec A 6 { 1,1}, donc

n n
Z akajk =\ Z an_k:ck
k=0 k=0

par suite
Vk e [0,n] ar = Aan_k
Et on a " N
P)o(X) = > kap X D=0 = 3" gy Xk
k=0 k=0
donc

(P)o(X) =AY kanp X"
k=0



par le changement j =n — k

Po(X) =A> (n—j)a; X7 = nd a;X) = XD ja; X7 = An p(X) — X h(X)
j=0 j=0 j=0

Comme A € {—1,1} alors |h(X) =n p(X) — ~()o(X) =n p(X) — AP )o(X)].

e Calculons hy.

La formule précédente donne
ho(z) = 2"h(1/z) = nz" p(1/z) — Az"(p')o(1/2)
comme po(z) = 2"p(1/x) et (p')o(x) = 2" 1p/(1/z) alors

ho(x) = n po(z) — Axp'(z)

oronap=A\py avec A € {—1,1}, donc ‘ ho(X) = An p(X) — Xp'(X)) ‘ .

5 > Montrons que p’ est scindé sur R et h A hg = 1.

e p est scindé sur R a racines simples ay, ..., a,.
Pour tout ¢ € [1,n — 1], le théoréme de Rolle, affirme que p’ admet au moins une racine 3; dans Jo;, aji1] .
Donc p’ admet au moins n — 1 racines deux a deux distincte et il est de degré n — 1, donc p’ est scindé sur

R a racines simples (f5; est unique dans Joy, aji1] ).

e Calcul de A A hg.

Soit v une racine commune de h et hg.
On a h(7) =p/(7) = 0, donc y = 0 ou p'(y) = 0 et ho(y) = A(np(7) —p'(7)) = 0.
» Siy =0, alors
ho(0) = Anp(0) = Anag = 0.
Et on a

Vk € [0,n] ap = Aap—k

donc a, = 0 ce qui est absurde.

» Si~y #0, alors p'(y) = 0. La relation hg(y) = 0 devient Anp(v) = 0, donc p(y) = 0. Par suite v est une

racine commune de p et p’, ceci est impossible car les racines de p sont simples.

Les deux cas sont impossibles. Donc h et hg n’ont pas de racine commune et |h A hg =1].

e D’apreés Q2, h A hg = 1 implique que h n’a pas de racine stable. Les racines de h(X) = Xp/(X) sont 0 et
les racines f3; de p'.

Les racines stables de h sont aussi des racines stables de p’. Ainsi p’ n’a pas de racine stable.

B. Liberté d’une famille de polynomes



6 > Soit j € [1,n] et

n Jj—1
fi(X) =an H (1 —apX) H(X — ay).
t=j+1 =1

Supposons qu’il existe 7, k tels que 1 <i < k <n et oo = 1.

e Sik>j+1,lefacteur (1 — ayX) est présent dans le premier produit. Alors

n j—1
filas) = an(l — agay;) H (1 — apay;) H(O‘i —ay) =0.
EZT =1

Sik <j,alorsi < k < j,donci < j—1. Le facteur (X — o) est présent dans le second produit, donc
filaz) = 0.
Ainsi f;j(a;) = 0 pour tout j € [1,n].

e Considérons la forme linéaire

d:R,1[X] — R
Q = Qo)
D’apres le point précédent on a

Vect(f1,..., fn) C Ker(®).

Comme ® est non nulle alors Im® =R et
dim Ker(®) = dimR,,_1[X] —1=n—1.
La famille (f1,..., fn) contient n vecteurs dans un espace de dimension au plus n — 1, elle est donc liée.

7 > On suppose désormais qu’aucune racine de p n’est stable. Donc p A pg = 1. FE est ’ensemble des fractions

P/Q ou @ est un produit de facteurs 1 — o; X. C’est un sous-espace vectoriel de R(X).

e Soit f € E.

—a; X)f(X)— (1 —a?)f(aj
Py j>f<X>_a<jl Hf(a)

c’est une fraction rationnelle, son numérateur N(X) = (1 —a; X) f(X)— (1 — a?)f(aj) s’annule en «;, donc
(X — ay) divise N(X).
Les poles de f sont parmi {1/ay, k € [1,n — 1]}, donc P;(f) € E.

La linéarité de P; est claire, donc P; est un endomorphisme de F.

e On a
(1~ 03)f(e)

f € Ker(P)) «<— (1—O‘J‘X)f(X)_(1_O‘2‘)f(O‘j):0 = f(X)= 1 —o; X

J

Ce qui signifie que f doit étre une fraction rationnelle de la forme C'/(1 — «;X) pour une constante C.

1
AinSi Ker(P]) = Vect <]_—O[]AXV> .




8 > Soit j € [1,n] et g € E.

X —a)g(X
Posons f(X) = ( ;)9 ) Ona feFEet f(aj)=0.
1-— an
donc (X—a)g(X)
o
pp) = L= XSE) ~ (= adflay) _ (-0 X)EERS
J - X — Oéj a X — Otj —9
. (X —aj)g
Ainsi | P; (1_%7)( =g
9 > Montrons que (fi,..., fn) est libre.
n n n
Soit (e1,...,¢n) tel que kz1 crfr = 0, la division par Hl(l — a;pX) donne kzl ckgr = 0 (%).
— m= —
Pour j € [1,n] on a
an Il (1—anX) HI(X — Q) . T (X —am)
gj(X) = mer n — - (1 - X) Jm_ll
— a -
I1(1-amX) T (1= X))
m=1 m=1
donc
7j—1 7j—1
X —a an H2(X — Q) an HQ(X — Q)
Pi(gj) =P o X T = =
(I -0 X) I (1 = X) (1—a;X) II (1= amX)
m=2 m=2
ainsi par récurrence
f)j 10 OPl(gJ)_(l—Z'X) etPjo...oPl(gj):()
J
par conséquent
0 sije[l,n]
Pn_lo...oPl(gj): [479) S i=n
(1—a;%) "7
On compose dans la relation (*) par P,_10...0P; :
- a
ck Po_10...0P (gp) = cp——c =0
];1 " n(l - OéjX)
n—1
donc ¢, = 0 et (*) devient Y crgx(a;) = 0. Une récurrence donne ¢; = ... = ¢, = 0.
k=1

Ainsi la famille (f1,..., fn) est donc libre. Cest une base de Rn—1[X].

C. Expression de la matrice J(p)

10 > La matrice S est de la forme

0 1 0 0
0 0 1

0| € Mu(R)
0 0 0



11 >

T
On a Si,j = 5i+1,ja Sl

J = Oji = 5j+1,i et U = €1.

Par suite :

(STHU =1,U = e;.

(STYU = STey et (STey); = > Si:geu = SE = 02,
Donc STe; = es. !

Par récurrence on a (ST)*U = ey pour k € [1,n — 1].

Donc ((ST)iU)OSiSn—l = (e1,€2,...,6p), Cest la base canonique de M,, 1(R).
Remarquons que
n n—1
Y Fi(SNCIC; — BIB)) £5(S) = > ([Ci f;(DT[Csf5(S)] = [Bifi (T [Bifi(S)] ) (1)
j=1 Jj=1

e Calculons les termes C; f;(S) et B; f;(S).

La commutativité de 1’algebre R[S] (ensemble des polynémes en S) permet d’écrire :

ijj(s) = (In_ajs)an< ﬁ (1_0%5)) (h(S—akln))

k=j+1 k=1

= ap (ﬁ(l - akS)) (h (S - akln))

k=j
et

k=j+1

ijj(S) = (S- ajIn)an ( ﬁ (1- akS)) (Jl_[ (S - akln))

e Pour j=1,0n a
e Pour j =n,

e Pour tout j € [1,n—1] :

k=j+1 k=1
= B;f;(5)
e La relation (1) devient :
n n—1
D HS)TCIC; = BIB)) fi(S) = > ([C; £ (DT [C;£5(9)] = [Ciar fi+1 (DT [Cha fi41(9)] )
j=1 Jj=1

qui est somme télescopique, donc
i:fj(S)T(C}Cj = B]B;)f;(S) = [C1A(9)]T[C1f1(S)] = [Bnfu(S)]" [Bnfn(S)]
j=1
= po(S)Tpo(S) — p(S)Tp(S)

6



Z Ji(s

Ainsi

T(CTC; — BIB))f(9)].

12 > On apour j € [1,n—1]:

C1C; — BI B

Calculons STS :

(STS i = Z Slcszj Z 5k+1 15k+1,]
k=1 k=1
donc
» Sii# j alors (ST7.5);;
» Sii=jalors (S75); Z k+1z:
ce qui donne : (S7S5); = 1 sii>2et (ST9)1;
Donc ST7S = Diag(0,1,...,1).
Par suite C7C; — B]Bj = (1 — o) Diag(1,0,...,0).
On vérifie facilement que UUT = Diag(1,0, ... 7O)..
Ainsi | CjCj — BjBj = (1 —a)UUT |,
13 > En utilisant Q11 et Q12 :
p) = (1= D) f(S)UUTf(8) = (1 o) (UT(S)TUTF(S).
j=1 j=1
et ona V; = f;(S)U donc
— S (- ey,
j=1
et par définition de V et D on a :
VDVT = [ v | ... | Vi, | Diag( 1—a2)|
Vi
(1—ah)Vy
AP
(1 a2)vy

n

J

Ainsi : ‘ J(p) =VDVT ‘

14 > Si p possede une racine stable ;. Alors a; # 0 et p(a;) = p(1/a;) = 0. 11 existe donc k, i tel que oy = 1/ay.

1

(L = a;ST)(In — a;5) —

(ST — ;1) (S — ayly).

I, +a3STS — STS — a3l,.
(1—ad)(I, — S789).

(1-a®)V;V;




e Sii=Fk alors: oz? =1, donc o; = £1.
La matrice diagonale D admet un coefficient diagonal D;; = 1 — a? = 0 donc elle est de rang au plus n — 1.
Or J(p) =VDVT donc :

rang(J(p)) < min(rang(V'),rang(D)) < rang(D) <n — 1,

et J(p) n’est pas inversible.

e Sik #i, d’apres Q6, la famille (f1,..., fn) est liée, 3(c1,...,cn) # 0 tel que f: cifi =0.
j=1

Alors i ¢;fi(ST) =0 et i ¢; f;(STU =0, donc i c;jV; = 0.
j=1 j=1 J=1

Les colonnesde V = { i ‘ ... ‘ Va, ] sont liées. Donc V' n’est pas inversible par suite‘ J(p) n’est pas inversible.

D. Cas ou J(p) est inversible : critére de Schur-Cohn

15 > Soit A, B € S,(R) et P € GL,(R) tel que A= PTBP.
Soit F' un s.e.v. de My, 1(R) de dimension d(A) vérifiant (C4). Pour tout X € F'\ {0}, XTAX > 0.
Soit G = P(F)={PX | X € F}. G est un s.e.v. de dim G = dim F' = d(A).
Prenons Y € G\ {0}, alors Y = PX pour un X € F'\ {0}, on a

YTBY = (PX)'B (PX)=XT PTBP X = XTAX

Donc YTBY > 0 et G vérifie la condition (Cp).
Par définition de d(B), on a dim G < d(B), donc d(A) < d(B). Soit @ = P~! € GL,(R), on a B = QTAQ.

Le méme raisonnement montre que d(B) < d(A).

Finalement, [d(A) = d(B).

16 > Soit M € S,(R), M est diagonalisable dans une base orthonormée : M = QDQT avec Q € O,(R) et
D = Diag(A1,...,An). Soit w(M) le nombre de A\; > 0. Quitte a permuter les indices, supposons A; > 0 pour
i€ 1, 7(M)] . Soit (Vi,...,V,) la base orthonormée de R™, formée des vecteurs propres de M (ce sont les
colonnes de @), donc VzTVj =0 ;.

(M)
Soit Fpy = Vect(Va, ..., Veary), dim Fyy = m(M) et X = >° ¢;Vi € Far \ {0}, alors
i=1

w(M) w(M)
XTMX = | Y V|| D) MV,

i=1 j=1

(M) w(M)
= | eV X aNY

i=1 j=1
m(M) m(M)

DI I NAD

i=1 j=1
m(M)

i=1
Comme \; > 0 pour i € [1,7(M)] et les ¢ > 0 et non tous nuls, alors XTM X > 0.
Fyp vérifie (Cay). Donc‘d(M) > dim Fyy = W(M)‘




17 >

18 >

19 >

Supposons par 'absurde qu’il existe G un s.e.v tel que dim G > w(M) et G vérifie (Cpy).
n

On a Fj; = Vect(Va(ary41s-- -5 Va), et pour tout ¥V = 3 (XA:J)H d;Vi € Fi; \ {0},

YTMY = ) dix <0.
i=m(M)+1

Comme

dim(G + Fyy) = dim G + dim Fj; — dim(G N Fj}) < n.
alors
dim(GNFj;) > dimG+dimFj; —n
> 7(M)+ (n—n(M))—n=0.
Donc dim(G N Fyz) > 1. Il existe X € G N Fj; avec X # 0.

X € G\ {0} donc XTMX >0et X € Fj;\ {0} donne XTM X < 0. Contradiction.
Donc |d(M) = m(M). ]

Si J(p) est inversible, d’apreés Q14 (contraposée), p ne posséde aucune racine stable. On a J(p) € S, (R).
D’aprés Q13, on a J(p) = VDVT, avec D = Diag(1 —a?,...,1—a2). Comme J(p) est inversible alors V et D
sont inversible ( par le det). D’apres Q15, d(J(p)) = d(D), et d’apres Q17, d(J(p)) = w(J(p)) et d(D) = ©(D).
Donc 7(J(p)) = n(D).

(D) est le nombre d’éléments diagonaux 1 — ozjz qui sont strictement positifs . Puisque

1-ai>0 < of <l < -1<ao; <L

7(D) est donc le nombre de racines a; de p dans |—1,1[, c’est o(p). Ainsi ‘J(p) =7(J(p)) ‘ :

E. Condition nécessaire et suffisante d’inversibilité

Supposons p sans racine stable et J(p) non inversible. D’apres Q13 J(p) = VDVT, donc
det(J(p)) = (det V)?det D =0 .

Et on a n
det D = H(l - a?).

j=1
Comme «a; # £1, det D # 0 donc det V' =0 et V n’est pas inversible.
Ses colonnes V; = f;(ST)U sont donc liées, I(c1,...,cn) # 0 tel que

>_cVi=Y cifi(SHU =0.
Jj=1 Jj=1

Soit ¢(X) = i ¢jfi(X). On a degqg < n — 1, d’apres Q9 la famille de polynémes (fj)i<j<n est libre et
j=1
(c1,...,¢n) # 0 donc g # 0. Et g vérifie ¢(ST)U = 0y,.1.



20 > Si J(p) est inversible.
Par la contraposée de Q14 p n’a pas de racine stable.
Si p n’a pas de racine stable.
Supposons J(p) non inversible. D’apres Q19, 3¢ # 0, degqg < n — 1, tel que ¢(ST)U =0 .
Posons ¢(X) = :2_:(1) bpX* avec (bg,b1,...,bp_1) #0. On a d’apres Q10

n—1 n—1
g(SHU =3 by ((SHFU) = 3 brepsn.
k=0 k=0
ce qui donne
g STV =0 = bg=---=bp_1=0.

Donc g = 0, contradiction .

Donc si p n’a pas de racine stable, J(p) est inversible.

Conclusion : ‘J (p) est inversible <= p n’admet aucune racine stable |

F. Un cas particulier

On suppose que p a des racines stables «;, toutes de multiplicité .
21 > h=Xp' . Daprés Q5, h n’admet pas de racine stable et d’aprés Q20, J(h) est inversible .

22 p Soit r €]0,1] et p,(X) = p(rX).

e Les racines de p sont stables et simples, donc p admet des racines dans |—1, 1] posons {ay, ..., a; } 'ensemble
des racines de p dans |—1, 1], avec k = o(p). L’ensemble des racines de p est donc {ay,1/ay..., o, 1/ay} et

Pensemble des racines de p, est {ozl/r, 1/(rayy..., ag/m, 1/(7‘0%)} .

e Soit p = max {|ai|, ..., |ag|} €]0,1] .
Sir e, 1] alors |oj/r| < 1 et 1/|ra | > 1, pour tout j € [1,k], donc a(p,) = o(p).

e Absence de racines stables pour p, :
Une racine fj = o /r de p, est stable si p,(1/8;) =0 (8j #0cara; #0) . On a

pr(l/ﬁj) = p(r2/ozj) =0.

donc il existe i € [1,n] tel que oy = r?/aj, c.a.d r? = q;a .
Donnons une condition pour que r* ¢ S avec S = {ajay | j, k € [1,n]}.
Comme les racines de p sont stables, alors 1 € .S, donc S est fini et non vide .

Il suffit que max (SN [0,1]) < 7? < 1 pour avoir r2 ¢ S .

Soit A = y/max (SN0, 1]). Ainsi, si 7 € |\, 1] alors p, n’admet pas de racines stables .

e Conclusion :
Posons 7 = 1 — max(A, 1). On a n €]0,1] et pour tout r €]1 —n, 1[, p, est scindé sur R a racines simples,

pr admet exactement o(p,) = o(p) racines dans |—1, 1 et p, ne posséde aucune racine stable.

10



23 > F(r) = J(p(rX)) = J(pr) € Su(R) elle admet donc n valeurs propres réelles non nulles .
Pour r €]1 — n, 1], p, n’a pas de racine stable, donc J(p,) est inversible.
Drapres Q18 on a w(F(r)) = w(J(pr)) = o(pr) = o(p).
Soit M(r) = ﬁF(r}. On ar—1 <0, donc m(M(r)) est le nombre de de valeurs propres strictement
negatives de F(r) .

Donc
m(M(r)) =n—n(F(r)).
On a
lim 7(F () = lim o(p,) = o(p).
et

lim 7(M(r)) =n— lim 7n(F(r)) =n—o(p).

r—1- r—1-

E(r)) =n—a(p).

n
dou | lim m(st
ot | Hm (57—

24 > La fonction F': R} — S,(R) est définie par

E(r) = J(pr) = (pr)o(ST)(2r)o(S) = pr(ST)pr(S)-

e On a:
(pr)o(X) = X"p(r/X) = r"((X/r)"p(r/X)) = r"po(X/r)

comme p = Apg avec A € {—1,1}, donc
(pr)o(X) = Mr"p(X/7)
e L’expression de F' devient :
F(r) = Xrp(:ST)p(;S) — p(rS")p(rS) = r*"p(; ST)p(;.5) — p(rS")p(rS).

La fonction F' polynomiale donc elle est C*°.

Rappelons que :
Si PeR[X] et Ae M,(R) alors :
d 1

/ d 1 ;1
& (P(LA)) = AP'(1A) et (P(t.A)> — AP

e La formule de Taylor Young, a l'ordre 1, appliquée au voisinage de 1 donne .

" =1+2n(r—1)+o(r—1)
p(rS) =p(S) + (r = 1)SP'(S) + o(r — 1)
p(+8) = p(S) = (r = )SP'(S) + o(r — 1)

11



Donc

p(rSTp(rS) = p(STp(S) + (r—1) (p(ST)SP'(S) + p(S)STP'(ST) ) + o(r — 1)
Pp(STp(ES) = p(STIp(S) + (r = 1) (2np(S)p(S) — p(ST)SP'(S) = p(S)SP(ST) ) + o(r — 1)

Par suite
F(r)=2(r — 1) (np(ST)p(S) — p(ST)Sp'(S) — p(S)STP'(ST) ) + o(r — 1)

Sachant que F(r) = F(1) + (r — 1)F'(1) + o(r — 1) donc F(1) =0 et

F'(1) = 2np(ST)p(S) — 2p(ST)Sp'(S) — 2p(S)STp'(ST),

par commutativité on a | F'(1) = 2n (p(S))" p(S) — 25Tp(S) (p'(S))T — 2 (p(S))"p/(S)S |

25 > Calcul de J(h) :
Rappelons h = Xp' et, d’aprés la question 4, hg = A(np — Xp'). On a

J(h) = ho(ST)ho(S) — h(ST)A(S)
= Nnp(ST) — STp'(S")np(S) — Sp'(9))] — [SP'(5)STp'(ST)]

Puisque A\? = 1, et aprés simplification :
n

J(h)=n?p (ST) p(S)—np (ST) S p'(S)—n STy (ST) p(S) = §F’(1).

La formule de Taylor Young en 1 s’écrit

F(r) = (r— D)F'(1) + o(r — 1) = F(r) = Q(Tn_ D 10 + o(r — 1)

I n B
AIHSI Tl_1>I{1, mF(T) = J(h)

26 > On admet la continuité de I'application ® : S,,(R) — R™ qui & une matrice symétrique M associe
(M (M), Xo(M),..., n(M)) ( le n-uplet de ses valeurs propres réelles \y (M) > Ao(M) > -+ > X\ (M) ).
Supposons M est inversible, on choisit la norme |||, sur R™.
Pour ¢ > 0 il existe n > 0 telle que si A € S,(R) et |M — A|| <n alors max(|\;(M) — X\ (4)|) <e .
Donc pour ¢ assez petit ( par exemple € < %miin |Ai(M)|), pour tout i on aZ: Ai(M) et N\j(A) ont méme signe .
Donc la fonction (M) compte le nombre de valeurs propres strictement positives de M est constante sur un
voisinage de M.
D’apres Q21, la matrice J(h) est inversible, donc pour r assez petit 7 (J(h) + o(1)) = = (J(h)).
D’apres Q18
m(J(h)) = o(h) = o(Xp') =1+ o(p)

2(rn— 1)F(r) e J(h), donc pour 0 < r <1 proche de 1, on a W(ﬁ
D’apres Q23, rlir{l_ 77(2(Tn_ 1)F(r)) =n—o(p).
Donc n —o(p) = w(J(h)). Ainsi

On a F(r))==n(J(h)) .

n—o(p)=1+a(p')
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D’apreés Q5, p’ est scindé et n’a pas de racines stables, la Q18 donne o(p') = w(J(p')),on en déduit que

lo(p)=n—1-0(p)=n—1-7(J()) |.

G. Méthode générale.

Soit p un polyndme réel, scindé sur R, degré n, on pose f =p Apg et p= fg.

27 >

28 >

Les racines de f et de g = p/f sont les racines de p.

Une racine « de f est racine commune a p et a pg, donc forcément a # 0 et elle est racine stable de p.
Puisque p = fg, les racines de g sont les racines de p qui ne sont pas racines de f. Donc les racines de g sont
exactement les racines non stables de p.

Par conséquent g n’a pas de racine stable.

D’apres Q20, J(g) est inversible et d’apres Q18 (Critere de Schur-Cohn) on a ‘ o(g) =n(J(g9)) ‘

On sait que si « est une racine de f d’ordre de multiplicité k, alors c’est une racine de f’ d’ordre de multiplicité
k—1.

Par conséquent les racines de sont exactement les racines de f de multiplicité 1 .

f
pged(f,f')

Comme toutes les racines de f sont stables donc les racine de m le sont aussi .
f
Posons fi = pged (f, f') et g1 = —————.
pged (f; f)
Les racines de g; sont stables et de multiplicité 1. Par récurrence on construit les familles (fy,..., f¢) et

(91,---,9¢) par: ;
Jr+1 = pged (fr, f1.) et grr1 = Ik ke [1,6—1] avec fr=1.

fes1’
Pour toit k£ € [[1, /], les racines de gi sont donc stables et de multiplicité 1 .
On a
grog =10 T T
fufe fo o fe

D’aprés Q26, o (g) = (deg (gx) — 1 — 7 (J (g5,))) pour tout k € [1,¢] donc :

¢
a(f) = D ol

— Z (deg (gr) — 1 —7(J (g3)))
= Z_:deg (gk) —{— 2_277 (J (gk))

et

Comme deg(f) = deg(p) — deg(g), alors



FIN DU CORRIGE
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