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Corrigé pour serveur UPS par JL. Lamard (jean-louis.lamard@prepas.org)

A. Prémilinaire.
PP Hl=4+2+1=0 O

En dévelopant le polynéme caractéristique par rapport a la premiere colonne par exemple, il vient immédiatement
que xa(X) = X*+ X2 + 1 qui admet j pour racine d’aprés la question 1) donc également —j par parité et aussi
j = j? ainsi que —j = —j2 par conjugaison.

Ainsi xa(X) = (X — 5)(X — j2)(X + j)(X + j?) de sorte que A est bien C-diagonalisable.

Il vient que (1, 7,72, 1) est vecteur propre relatif & j donc par conjugaison, puisque la matrice A est réelle, (1,52,7,1)
est vecteur propre relatif & j2.

De méme (1, —j, 72, —1) est vecteur propre relatif & —j donc (1, —j2,j, —1) est vecteur propre relatif & —j;2.

1 1 1 1
i it =i =5 N N
Il en découle que U~ tAU = D avec U = 2GR et D = Diag(j, 52, —j,—4%) O

1 1 -1 -1

Il en découle qu'un systéme fondamental de solutions de 1’équation X’ = AX est (ejtvl, eI tVy, eIV, e’jth4)
en notant V; la colonne n°i de la matrice U. [

En introduisant la fonction ¥ de I’énoncé, il vient que I’équation (2) est équivalente au systeme (1).

Il en résulte qu'un systéme fondamental de solutions complexes est (ejt, eIt et e*jzt).

En remarquant que la premiere et la seconde fonction (resp. la troisieme et la quatrieme) sont conjuguées, il vient

V3 V3 V3

que (e’t/Q cos(Tt), e /2 sin(Tt), et/? cos(Tt), etl? sin(?t}) constitue un systeme fondamental de solutions
réelles de (2). O
B. Un lemme de du Bois-Reymond.
Par parité il suffit de vérifier que h est C2(RT). Or h est clairement continue sur RT et de classe C*> sur R \ {1}
et lirfl h(t) = 111({1+ h(t) = 0 donc, par le théoréme de prolongement C!, h est de classe C' sur RT.
t—1- t—

De méme lim h'(t) = 1im+ h'(t) = 0 donc, par le méme théoreme appliqué & h’, h est de classe C2. [
- t—1

t—1

Par contre lim h®)(t) = —48 alors que lim h(®)(t) = 0 donc h n’est pas de classe C3. [

t—1— t—1t

2t — (IO + Il)
Tr1 — Xo
g = howu répond a la question. [J

it est un C* difféomorphisme croissant de R sur lui-méme transformant [z, z1] en [—1, 1] donc

Supposons F' non identiquement nulle sur [0, 1]. Il existe alors, puisque F' est continue, un segment [zg, z1] CJ0, 1]
non réduit & un point tel que F' soit d’un signe strictement fixe sur ce segment. La fonction h définie a la question
précédente est élément de Ej j : en effet 0 < 29 < z1 < 1 donc h(0) = h(1) = 0 et h est de classe C* sur R donc a
fortiori sur [0, 1].

1 1

Il en résulte par hypothese que / F(z)g(x)dz = 0. Cette derniere intégrale vaut également / F(z)g(x)dz
0 xo

puisque g est nulle en dehors de [zg, 21]. Or z — f(x)g(z) est continue et d’un signe fixe sur [zg,x1] (puisque g

y est positive) donc, par le théoréeme de positivité “amélioré”, F'(z)g(x) est identiquement nulle sur [xg, z1].
Donc F(z) est nulle sur |xo, z1[ puisque qu’alors g(z) > 0. Contradiction. [

C. Une condition nécesaire d’Euler-Lagrange.
Soit r le maximum des degrés de P et de . La formule de Taylor pour les polyndémes fournit :
"1 "1
P(fo(x) + tu(x)) = ;;—:o PO (fo(@)tru@)® et Q(fo(z) + tu'(2)) = kZO Q" (fo@)) e (@)*.
r a 1 N '
Donc ¢(t) = kZ::O axtt avec ay = %/0 (P(k) (fo(x))u(z)* + Q™ (fé(x))u’(x)k) dz O
1
En particulier a; = / (P’(fo(x))u(x) + Q’(fé(x))u’(:v)) dz O
0

En remarquant que fo + tu € E?, pour tout réel ¢, il vient que ¢ est un polynoéme qui atteint en 0 son minimum
donc a; = ¢'(0) =0. O
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En remarquant que :
d

P/ (Jol@)u(@) + Q' (@) (x) = (P (fo(w)) = == [@ ()] Jul) + == [@ (@) u(w)
il vient /01 (P’(fo(x)) - % [Q’(f(;(x))Du(x) = 0 car u(0) = u(1) = 0.

Comme cela est vrai pour tout élément u de E&O il vient par la question 7) que :

P (o) = = [Q ()] veep] O

10) Dans ce cas P = 0 et Q = X2 de sorte que si fo existe elle satisfait 1’équation 4 [2f4(x)] = 0 soit f(z) =0

dx
donc fo(z) = x puisque fo(0) =0 et fo(1) =1 car fo € Eg ;.
Ainsi si J; admet un minimum alors il est atteint uniquement en fo : ¥ — z et ce mimimum vaut donc 1. [J

11) Par ailleurs I'inégalité de Cauchy-Schwarz fournit pour tout élément de Ej ; :

_ ! / ! ! 2 \/ ! 2 _ onc
1—/0 f(t)dt<\//0 Fe2at /01 dt = /T (f) done Ji(f) > 1

Compte-tenu de la question précédente il en résulte que J; admet un minimum qui est atteint uniquement en
fo:x — x et ce mimimum vaut 1. 0O

12) Dans ce cas P =0 et Q = X2 + X3 de sorte que si fj existe elle satisfait I’équation di [2y' + 3y?] = 0.
x
2
Ainsi f(x)? + %fé(m) est constant sur [0, 1] donc (f(')(x) + %) aussi. En notant o cette constante, il vient donc

que, pour tout z fixé de [0,1], fi(z) = a— % ou fj(z) = —a— % Ainsi f§ ne peut prendre que deux valeurs et est

donc constante puisque f§ est continue. Il en résulte que fy est une fonction affine et comme elle s’annule en 0 et
en 1 elle est identiquement nulle.
Ainsi si J admet un minimum alors il est atteint uniquement en la fonction nulle et vaut donc 0. U

13) La fonction f proposée est bien élément de E&O de méme que la fonction tf pour tout réel t.

1 1
2 2
Or Jy(tf) = t2/ (2z — 32%)*dx + t3/ (22 — 32%)3dx = —t? — =3 par un calcul facile.
0 0 15 35
2
Ainsi Jo(tf) = t T0% (14 6t) donc par exemple J2(3f) < 0 ce qui prouve, compte-tenu de la question précédente,

que Jo n’admet pas de minimum sur Eg ;. O
D. Un exemple avec dérivée seconde.
14) Soit f € E. Comme 2|f(z)f"(z)| < f2(z) + f"*(x), le produit ff” est bien intégrable sur R*. O

Une conséquence classique et immédiate des accroissements finis est que si une fonction ¢ de classe C' au voisinage

de +o0o est telle que ¢’ admette une limite £ en 00 avec £ > 0 ou £ = +oo alors g tend vers +o0o en +0o.

Donc si hIJIrl fx)f'(x) = ¢ avec £ = 400 ou £ > 0 alors liIJIrl f?(x) = 400 ce qui est en contradiction avec le
r—1T00 r—1T00

fait que f2 est intégrable.
En conclusion ff’ ne peut pas avoir une limite non nulle en +oo : soit elle tend vers 0 soit elle n’admet pas de
limite. O

15) Par partles (licite puisque f’ est C!) il vient pour A >0 :
A

/ () dz = F(A)F(A) — F(0)F/(0) / f@ @)z (1),

0
Comme ¢ est croissante on a Ahm =/ avec { € R ou { = +o0.
— 400

A
Or puisque ff” est intégrable on a Alir_{l / fx)f"(x)dz =TI € R et comme f(A)f'(A) ne tend pas vers +oo

par la question précédente, il en découle que ¢ € R en d’autres termes f’ € L2. O
1) prouve alors que f(A)f'A) admet une limite en +o00 et d’apres la question précédente cette limite est forcément
p q p q p
nulle. O

16) Notons (ey, ez, e3,e4) le systéme fondamental de solutions de (2) établi a la question 4).
Il est immédiat que e; et es sont éléments de L2. Soit alors ae; + beg + ces + dey € L2,
Comme L? est un espace vectoriel, ces + dey € L2.
Or e : t — e */2 appartient aussi & L? et le produit de deux fonctions de L? est dans L' donc :

V3 V3

ccos(Tt) + dsin(Tt) appartient & L' ce qui exige évidemment ¢ = d = 0
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En conclusion partielle ’'ensemble des solutions de (2) appartenant & L? est vect(eq, e).
En outre cet espace est stable par dérivation donc inclus dans F.
En conclusion finale ’ensemble des solutions de (2) appartenant & E est vect(ey,ez). O

17)Si J admet un minimum en f alors, d’apreés la question précédente, f est de la forme ae; + fes.
Par ailleurs ’équation caractéristique de (3) : y” + 3’ +y = 0 ayant pour racines j et j2, un systéme fondamental
de solutions de (3) est (e1, e2).
Donc si J admet un minimum en f alors f est solution de (3). O

Par ailleurs J(f) = l( 2 +36% 4+ 2v3ap) = i(a + \/56)2 donc si J admet un minimum en f nécessairement

4
o+ \/gﬂ =0.
Il vient alors f(t) = e’t/2( - ﬁcos(?t} + sin(?t)) = gsin (?t - g)

Ainsi si J admet un minimum en f alors il existe A € R tel que f = . O

18) Tl vient (f2— f2+ f72)° — (f+ '+ ") = =2(f2+ ff' + [f"+ /") = ((f + f’)z)/

d’ou I’égalité proposée par 1’énoncé par intégration de 0 a A. O

Comme f, f" et f' (Cf question 15) appartiennent & L? qui est un espace vectoriel, la fonction f+ f’'+ f également.
L’égalité de I'énoncé entraine alors par différence que (f(A) + f’(A))2 admet une limite £ en +o00. Or (f + f)? est
élément de L' car f + f’ est élément de l’espace vectoriel L2 donc ¢ =0. O

En faisant tendre A vers 400 on obtient ainsi J(f) = (f(0) + f’(O))2 + /—Hz)f +f +f"? VfeE (4)
0

En particulier J(f) > 0 et J(A)) = A2(4(0) +¢'(0)) car ¢ est solution de (3).

V3,

Or un calcul facile montre que v (t) 4 9’ (t) = e~*/? sin( 5 ) donc J(M\p) = 0.

Il résulte alors de la question 17) et de ce qui précede que la fonction J admet sut E un minimum égal & 0 atteint
uniquement en toutes les fonctions de la forme Ay. [

19) L’égalité (4) ci-dessus montrant que J(f) > 0 pour tout f € E, si 0 est atteint c’est évidemment le minimum de
J. Or toujours d’apres (4), J(f) = 0 si et seulement si f” + '+ f = 0 (par théoreme de positivité “amélioré” du
fait que f est C* donc a fortiori C?) et f(0) + f/(0) = 0.

Or comme déja noté f' + f'+ f = 0 si et ssi il existe (a, 3) € R? tel que f = ae; + Bes.

La condition initiale f(0) 4 f’(0) = 0 équivaut alors (calcul facile) o + /B = 0 soit & f(t) = = sin (=—t — =),
On retrouve donc bien la conclusion de la question 18). O
Une inégalité de Hardy et Littlewood.

20) Soit f € E et p > 0. Le changement de variable x — pux qui est bien un C*-difféomorphisme de RT sur lui-méme
prouve que f, € L? et pf| fu[|* = || f]|*. De méme f}, € L* et || f,[|* = p]| f||* ainsi que f} € L? et [ f/|I* = p°[f]*.
Ainsi f,, est bien élément de E (car en outre de classe C*) et donc J(f,) > 0 pour tout g > 0 d’apres la partie
précédente.

Donc P(u) = || f"IPp® = [f'IP1+ || 11> = 0 pour tout p > 0 en considérant J(f /).
Mais en outre cette inégalité est également trivialement vraie pour u < 0 donc en fait pour tout réel .
Le discriminant de ce trinome du second degré en p est donc négatif ou nul ce qui fournit I'inégalité demandée. [J

21) 1l y a égalité si et ssi le discriminant de P est nul donc si et ssi il existe u € R tel que P(p) = 0.
Si p < 0alors P(p) =0 si et ssi || f|| =0 soit si et ssi f =0.
Si p > 0 alors comme P(u) = pJ(f /) alors égalité si et ssi il existe A € R tel que f z = \p.
En conclusion en remarquant que le cas f = 0 est inclus dans le cas u > 0 (avec A = 0) il vient (quitte & changer
wen p2) :

Il y a égalité si et ssi il existe A € R et u > 0 tels que f(x) = A1/)(£). O
L

FIN
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