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CONCOURS INTERNE
ET
CONCOURS D'ACCES A L’ECHELLE DE REMUNERATION
DES PROFESSEURS CERTIFIES

SESSION de 1990

DEUXIEME COMPOSITION DE MATHEMATIQUES

DurEE : 5 heures

L usage d'instruments de calcul, en particulier d'une calculatrice électronique de poche — éventuellement
programmiable et alphanumérique — d fonctionnement awtonome, non imprimante, est autorisé conformément d
la circudaire n? 86-228 du 28 juillet 1986,

Muatériel d fournir ; feuilles de papicr quadrillé 5 X 5.

1.'épreuve est construite sur le theme du tétraédre, i partir d'activités envisageables en classe.

La premiére partie porte sur une étude de configurations planes que 'on exploite dans la deuxieme partic
relative & des tracdres particuliers, Ces deux parties sont indépendantes dans une large mesure, La troisicme
partie est consacrée a I'étude des sections planes d'un tétraédre quelconque; elle met en ocuvre le produit vecto-
ricl. Cette derniere partie est indépendante des deux premicres.

Premicre partice

Soit dans le plan quatre demi-droites distinetes Sy, Sy, Sz et S de méme origine S. Les angles géométri-

Py —~ —~ o~ . . .
ques xSy ot ¥Sz d'une part, Sz ¢t z8r dautre part, sont adjacents. Chacun de ces trois angles a une mesure
strictement inféricure a m et la somme de leurs mesures est strigtement inféricure i 2.

La construction de quatre points M, N, P, Q appartenant respectivement aux demi-droites Sx, Sy, Szet St
et satisfaisant a certaines contraintes fait I'objet de cette premicre partie.

1. Dans cctte question la contrainte (C,) a laquelle sont assujettis fes quatre points M, N, P et Q apparte-
nant respectivement aux demi-droites Sx, Sy, Sz et Srest la suivante :
— M, N, Pet Qsontdistincts de S;
<) — SM=S0Q;
— Les trois triangles SMN, SNP et SPQ ont la méme aire.

L1, Démontrer que si quatre points M, N, I’ ¢t Q satisfont & la contrainte (C)) alors il en est de méme
de leurs images dans toute homothétie de centre S et de rapport A, kK > 0.

Dans la suite de cette premicre partie, le point M de la demi-droite Sx, M distinct de S, est supposé donnc.

1.2, . Faire une figare d'éude Z représentant les quatie demi-droites Sx, Sy, Szet St ainsi que le
point M, en prenant
=~ 2n o U o
ASy = —; Wz = = St - SM = S5cm.
3 6 4

~’- H £A > ATa) » 1 > *e 1 > . 1 H
On s’appuiera sut/\unc/tlgurc pour traiter la question 1.2.b suivante dans laquelle la longueur
SM ctles angles xSy , ySz , 2S1 ne sont plus particularisés.

b. En utilisant le fait que I'égalité des aires des triangles SMN et SNP équivaut a I'égalité des dis-
tances des points M et P i la droite (SN), montrer gue les triangles SMN et SNP ont la méme
aire si et seulement si e milicu U du segment MP] apparticnt A la droite (SN). Situer d'une
‘manicre analogue le milicu V du segment [N()H pour que les triangles SNP et SPQ aient [a
méme aire.

En dcdmr_', a partir glc la donnée du point M, Ia détermination des points N, P, Q satisfaisant
a la contrainte (C)). Construire ces points sur la figure 7.
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1.3. Dans cette question, on étudie des configurations particulieres.
a. Faire une figure &, représentant les quatre demi-droites Sx, Sy, Sz et St en prenant :

2n T ~ 1
x/S} = ?; y/S\z = ;‘; St = 5; le point M est tel que SM =5 cm.
)

Construire sur la figure 7, les points M, N, P, Q vérifiant la contrainte (C,). Montrer que dans
ce cas particulier la droite (PO) est parallele & ke droite (SN)-et en déduire que le point V,
milicu du scgment [NQJ, est aussi le milicu du segment [SP). Montrer également que le triangle
NPQ a pour périmetre, e périmétre de ta ligne polygonale MNPQ d'extrémités M et Q ct
pour aire, I'aire commune aux triangles SMN, SNP et SPQ,

N PoanS s . . . . . .
b. Plus géncéralement, les angles vSy , ¥Sz , 2S¢ et la distance SM n’étant plus particularisés,
on recherche pour quelles configurations les points M, N, P, Q satisfaisant a la contrainte (C,)
sont tels que ke milicu V du segment JON] soit aussi e milicu du segment [SP).

Moatrer que les proprictés suivantes sont équivalentes

(/) le point V, milicu du segment [ON}, est le milicu du segment {SP);
(if) le quadrilatere SNPQ cst un parallélogramme;;

(iif) la droite (SN) est parallele i la droite (PQ);

(iiiiy le milicu du segment [IMQJ appartient a la droite (SN).

En déduire que, les points M, N, P et Q satisfaisant & (C)), e point V milieu du segment [QN]
est également le milicu du segment |SP| dans les deux cas particuliers suivants

P N P
1° Lamesure de angle xSy est la somme des mesures des deux angles ySz et 2S¢ .
Les propriétés du 1.3.a. relatives au périmetre et a Paire du triangle NPQ se généralisent-
clles?

- —~ o~ o~ . .
2" Lasomme des mesures des angles Sy |, ySz , zSrest égale a x.

En sTappuyant sur unc figure, mountrer dans ce cas particulier fes propriétés suivantes

— les triangles SMN, SNP ¢t SPQ sont isométriques;

— le triangle NPL, out L désigne le point d'intersection des droites (MN) et (PQ) a méme
périmetre et méme aire que les triangles SMN, SNP ¢t SPQ;

= le point U, milicu du scgment [MP], est aussi le milicu du segment [SN.

2. Dans cette gquestion, on cherche quelles conditions imposer aux demi-droites Sk, Sy, Sz, St pour que,
M ctant toujours donnd, les quatre points M, N, P, O appartenant respectivement a ces demi-droites
ctsatisfaisant a la contrainte (C)) vérifient aussi la propricié (p) :

On peut construire un triangle NPR tel que :

® les points S ¢t R sont de part et dhautre de la droite (NP);
¢ NR=NM;PR= PO, |

o los triangles NPR et SNP ont la iméme aire.

(»)

On note tovjours U le milicu du segment [MP] et Ve milicu du segment {NQ).
2.1. Montrer quessi le point R existe, alors le mificu W du segment [SR] apparticnt & Ia droite (NP).

2.2. En cxploitant la question 1.3, b, montrer que la propriété (p) est réalisée pour les quatre points
M, NL P, Q satisfaisant a (C)) dans les cas particulicrs suivants :
. /‘\ Pt N . .
— lasomme des mesures des trois angles xSy , Sz, zSr est égale a
. . ORIt PR T
— la mesure de Fun des trois angles xSy , ySz , 281 est ¢gale i la somme des mesures des deux
autres.

bPans chacun de ces cas, laire une figure indiquant la construction du point R, Indiquer chaque
fois la disposition des points U, V, W par rapport aux points 1, J, K, milicux respectifs des cotés
[SNJ, [SP] et [PN] du triangle SNP.

Tournez la page S.V.P.
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2.3. Soit M, N, P, Q quatre points satisfaisant 2 la contrainte (C,); on recherche a quelles conditions
.. - . » | . . - . . .
la propricté (p) est réalisée. Pour cela, en supposant que le point R existe, on étudie fa disposi-
tion des six points U, V, W, 1, ), K, ot 1, J ¢t K désignent toujours les milicux respectils des seg-
ments [SNJ, [SP] et [NP].
«. Démontrer les égalités :
Ul =VI; Wl=VK; UK = WI.

b. Soit T le point d'intersection des perpendiculaires menées des points M et Q respectivement
aux droites (SN) et (SP). '
Montrer que NM? — NT? = PQ? — P'I'2. En déduire que le point T appartient it la perpendicu-
laire menée de R a la droite (NP).

¢. Soit H T'orthocentre du triangle SNP. Démontrer que les points U, Vet W sont les projetés
orthogonaux du milicu € du segment [ VT sur les droites (SN), (S1°), (PN) respectivement,

d. Onnote O e centre du eercle circonserit au triangle SNP,

On suppose U # Tet V # 1 Démontrer que W = K; pour cela, on mettra en ccuvre dans un

premier temps larotation rtelle que #(U) =1 et r(1) = Vapies avoir caractérisé son centre,

e. Déduire de cette éude que les seules dispositions possibles des points U, V, W, 1, J, K pour
que la propriété (p) soit réalisée sont ;

[ U=1I; V=, W =K.
20 U1, Vol W=K.
3¢ U#1,; v=l,; W #* K.
4° U=l; V # W ¥ K.

2.4. En utilisant les questions 2.2, et 2.3, quelle conclusion peut-on apporter a 'étude entreprise dans
cette deuxieme question ?

3. Dans le cas particulier o les demi-droites Sy et St sont opposées, les ln'izlnglcs SMN, SNP, SPQ sont
isométriques. Leur périmetre est celui de la ligne polygonale MNPQ dextrémités M et Q. Plus géné-
ralement, on recherche quelles conditions imposer aux demi-droites S, Sy, Sz, St pour que T'on
puisse assujettir quatre points M, N, P ¢t O appattenant respectivement aux demi-droites Sy, Sy, Sz,
Seala contrainte (C,): '

o M, N, P, O sontdistincts de S ¢t SM = SQ).
() * Les vrois triangles SMN, SNP ¢t SPQ ont le méme périmetre égal
au périmetre de la ligne polygonale MNPQ d'extrémités M et Q.

3.1. Montrer que Fon peut toujours supposer e point M donné,

3.2, Soit quatre points M, N, P, Q satisfaisant & la contrainte (C,).
Ecrire les relations liant les nombres v = SM, y=8N, z=S8P, [, =MN, ,,=NP, ,=PQ.

Exprimer x, y, z en fonction de [, 1,, [; et conclure.

~ Tournez la page S.V.P
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Deuxi¢me partie

A. Tétaédre trirectangle.

L'¢tude porte sur le «patron» dun tel (étracdre. Soit un tétracdre SABC et (i) Ie plan de la face
ABC; on appelle développement dans (7) (ou «patron») du tétraddre, l'easemble des quatre trian-
gles formé par la face ABC ¢t les rabattements sur (), a Fextéricur de ABC, des trois autres faces, les
draites (BC), (CA) et (AB) servant de charnicres. 1.es rabattements de S sont notés S, (face SBC), S,
(tace SCA) et S (face SAB).

Dans toute cette question, on impose que les trois faces SBC, SCA et SAB soient rectangles en S on
dira que le tétratdre est trirectangle en S. '

LY. Soit H la projection orthogonale de S sur le plan (w) et H, Ia projection orthogonale de S sur la
droite (BC). Faire un dessin en perspective. Montrer que les points A, H, H, sont alignés. Quel
estle role de T pour la face ABC? Montrer que cette face a trois angles aiguos.

1.2

Sachant que les cotés de la face ABC ont pour longueurs

BC = /10, CA = /7, AB = /5

aleuler les longucurs des arétes [SAL ISB] ¢t [SCJ. L'wnité de fongueur étant 3 cm, indiquer fa
construction des segments |BCY, JCA| ¢t IAB] ¢t dessiner Ie développement du tétraédre, On
stappuicra sur la figure obienue pour traiter la guestion suivante dans laguelle fes longucurs des
cOtds du triangle ABC ne song phus particularisées.

1.3. Soit m le centre du cerele circonserit au triangle S,, S, S,. Déterminer Fimage de la droite (S,0)
dans la symétrie orthogonale d'axe (0 C) ainsi que Timage de la droite (8, B) dans la symétrie
orthogonale d'axe (i B). Montrer que les droites (S,C) et (S,B) sont symétriques par rapport a
la droite (Aw) et ¢h déduire que les droites (51 B) et (S, C) sont symétriques par rapport a la
droite (wS)).

=

On disposc d'une plaque de carton de forme circulaire sur fe bord de laquelle on a marqué trois

points 8, S,, S; n'appartenant pas 3 un méme demi-cercle. Construire un triangle inclus dans la
plaque ¢t tel que «S,, S5, S;, ABC» soit I¢ développement d'un tétraedre SABC trirectangle
en S,

B. Ténacdre équifucial.

I. Licnavee le tétraédre trirectangle et le parallélépipede rectangle,

Soit SABC un tétracdre trivectangle en S. On note P le milicu du scgment [BCY, Q le milieu du seg-
ment [CA| et R fe milicu du segment JAB),

1.1

1.2,

Démontrer que les arétes opposées du (étragdre PQRS ont méme longueur. En déduire que
les faces de ce tétracdre sont isométriques.

On dira qu'un tel tétracdre est équifacial.
Soit I le milicu de aréte [PQ| et 1 Ie milicu de Paréte [SR].

Démontrer que la droite (13) est un’axe de syniétrie du tétraddre PQRS et déterminer deux
autres axes de symétrice,

Soit O le milicu du segment J1J). Montrer que le point O est Visobarycentre des quatre points
P, Q, R, S ainsi que I centre de la sphére circonscrite au tétracdre PQRS.

Soit ABCD un tétratdre ted que AB = Ch ct, E et F désignant les milicux respectifs des
arétes [AB] et |CD, tel que la droite (EF) soit orthogonale aux droites (AB) et (CD). Ainsi, la
droite (EF) est un axe de symétric du tétracdre ABCD.
Soit A", B, C', D' les images respectives des sommets A, B, C, D du tétraddre dans la symé-
trie centrale de centre le point , milicu du segment [IEF).

Tournez In page S. V. P
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a. Montrer que AC'BD' est un rectangle.

b. Démontrer que A, C', B, D', B, D, A, C sont les huit sommets d'un paralléiépipede rec-
tangle.

¢. Démontrer que le tétraedre ABCD est équifacial.

d. En sappuyant sur un dessin, indiquer comment on peut extraire un tétragdre équifacial
d'un parallélépipede rectangle. Examiner aussi le cas particulicr du cube.

2. Développement d'un tétracdre Equifacial,
Dans cette question, on admet la propridté : dans tout tétraddre, en chaque sommet du tétracdre les
angles des Faces contenant ce sommet ont une somme strictement inféricure & 2 et chacun de ces
angles eststrictement inféricur i la somme des deux autres,

2.1. LEn utilisant la premicre partic, montrer que pour qu'un tétratdre soit équifacial, il sullit que
ses quatre faces aient la méme aire.

2.2, Fablir que pour quun tétraddre soit ¢quilacial, il suflit quien chague sommet du tétracdre la

somme des angles des faces contenant ce sonumet soit égal s Pour cela, on exploitera le
développement du tétracdre.

I
3. ‘Tétratdre dans lequel Fisobarycentre € des sommets A, B, C, 1 est le centre de la sphére circonscrite
a ce Ctracdre.

Les points A, B, C, D vérilient par hypothésc

QA + OB + OC + QD = 0.
DA = QB = QC = QD.

On note E le milicu du segment [AB] et F le milicu du segment [CD).
3.1. Montrer que la droite (EF) est un axe de symétric du tétradre ABCD,

3.2, Démaontrer que le tératdre ABCD est équilacial.

Troisiéme partie

Téwraédre quelconque. Aire de Uintersection avee un plan.

F'objet de cette partie est de démontrer, par le caleul vectoriel, gu'un plan de section d'aire maximale d'un
tétracdre est néeessairement le plan d'une face.

Lespace est orienté. Soit ABCD un tétraedre; on pose :
25, =ACAAD; 25,=ADAAB; 25, =ABAAC; 25,=BCABD.
1. Etablir I'égalité ;

gl"gl*‘g:"'ga-

2. Sections triangulaires.

Soit les points My, My, M; définis par

AM, = aAl; AM, = (AC; AM, = yAD,

ot a, [, y sont trois nombres réels de I'inlcrvallc](), I].

y »
Tourncz Ia page S. V. P,
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2.1. Onpose 2T =M M, A Ki,‘M;.
~ Exprimer T comme combinaison lindaire de S, S, S,.
= Montrer e, pour tout véel p .
T = By=-pS, + (va = )5, + (@B ~ p)S, + pS,.
En choisissuntp = inf(«f}, By, ya), montrer que:
P < Max (IS0, 0S.0, IS0, 180,
on pourva utiliser PEgalité suivante ot a, b, ¢ désignent trois nombres réels @

alb + ¢) = be = u® = (a - b){a - o).

. s e rod rad =11
2.2. Interpréeer fes normes des vecteurs Sy, Sy, S5, S, o T

résoudre le probleme des sections trinngulaires d’aire maximale.

3. Sections quadrangulaires.

Soitles points M, M, M, M, définis par :

AM, = oAll;  AM, = pAC; DM, = ADC; DM, = DT, ot a, f, A, j sont
quatre nombies réels de Fintervalle |0, 1.

On suppose que les quatre points M, M,, M, M, sont coplanaires et on pose:
—_— >
20 =M M, A M,M,.

. P d

31 terpréter linnotme de Q.
o P~ . Lo e o
3.2. Exprimer Q comme combinaison lindaire de S, S, Sy
-
3 =kS, + S + kS

Vérifier que &, et &, sont positifs ¢t que :

1 = k—k +th=21-a-7{1~8-p).

3.3. Lacoplanéité de M|, M,, My, M, s'exprime par une relation entre a, 8, A, u. Former cette rela-
tion ct en déduire que ke produit précédent (1 —a = A (1 = B = p)est pusitif.

3.4. DansThypothese aff € Ap montrer que :

130 < Max S5 0S,0; 13,0,

—e

Dansle casotvaf > Ay, quelle autre expression de (3 mettrait-on en ceuvre pour conclure ?



