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1.Question préliminaire .

• Posons : un =
(pn)r

(pn)!
, alors 0 < un ≤

(pn)r

n!
= vn, or

vn+1

vn
=

1

n+ 1

(
1 +

1

n

)r

−→
n−→+∞

0, donc par le critère de d’Alembert, le rayon de convergence de
∑
n

vnz
n

est +∞, et par comparaison le rayon de convergence de
∑
n

unz
n est aussi +∞.

• D’après le résultats précédent, ∀z ∈ C,
∑
n

unz
pn converge, donc le rayon de convergence de cette série

est +∞.
A : Équivalence entre (Hr,p) et (Hr,1) où r > 0 .
2. • ∀t > 1, ϕ′x(t) = (t+ r − 1)t−r(t− 1)r−1 > 0, donc ϕx est strictement croissante, donc bijective de [1,+∞[

vers [−x,+∞[, et vu que 0 ∈]− x,+∞[ ∃! tx > 1 tel que ϕx(tx) = 0.
On conclut que ϕx est négative sur [1, tx] et positive sur [tx,+∞[.
• Considérons la suite (un(x))n.

∀n ≥ 1, un(x) − un−1(x) = −n
r

n!
xn−1ϕx(n) de signe opposé à celui de ϕx(n), donc (un(x))0≤n≤[tx] est

croissante et (un(x))n≥[tx] est décroissante.
3. Soit x tel que x+ α ≥ 1, un développement limité au voisinage de +∞ de ϕx(x+ α) donne :

ϕx(x+ α) = (x+ α)1−r(x+ α− 1)r − x = x

[(
1 +

α

x

)1−r (
1 +

α− 1

x

)r

− 1

]
=

= x

[(
1 +

(1− r)α
x

+ o

(
1

x

))(
1 +

r(α− 1)

x
+ o

(
1

x

))
− 1

]
= α− r + o(1).

On conclut que lim
x−→+∞

ϕx(x+ α) = α− r.

• Avec α = r, on obtient ϕx(x+ α) −→
x−→+∞

0.

Posons y = ϕx(x + α), alors y −→
x−→+∞

0, or ϕ−1 est continue en 0, donc lorsque x −→ +∞, ϕ−1x (y) =

ϕ−1x (0) + o(1) = tx + o(1), c’est à dire x+ r = tx + o(1), on conclut donc que tx − x− r =
x−→+∞

o(1).

4. On pose pour simplifier m = [x].
• Quand x −→ +∞, on a aussi m −→ +∞ grâce à l’inégalité m ≤ x < m+ 1.
On suppose dans un premier temps k ∈ N.
um+k(x)

um(x)
=

(
m+ k

m

)r
xk

(m+ 1)(m+ 2)...(m+ k)
∼
( x
m

)k
, or 1 ≤ x

m
< 1 +

1

m
, donc

um+k(x)

um(x)
−→

x−→+∞
1.

On suppose maintenant k < 0.
En utilisant l’équivalence précédente, on obtient u[x](x) = u[x]+k+(−k)(x) ∼ u[x]+k(x).

•On vient de montrer que pour i ∈ [[[x]−n, ..., [x]]], ui(x) ∼
x−→+∞

u[x](x), donc lim
x−→+∞

[x]∑
i=[x]−n

ui(x)

u[x](x)
= n+1,

donc pour x assez grand, on a

[x]∑
i=[x]−n

ui(x)

u[x](x)
≥ n.

5. • Grâce à l’équivalence u[x]+k(x) ∼ u[x](x), Il suffit de prouver que u[x](x) = o(xrex).

Soit ε > 0 et soit n >
1

ε

De la question 4. ∃A > 0 tel que ∀x ≥ A, u[x](x) ≤ 1

n

[x]∑
i=[x]−n

ui(x) =
1

n

[x]∑
i=[x]−n

ir

i!
xi ≤ εxr

+∞∑
i=0

xi

i!
= εxrex.

On conclut que u[x]+k(x) = o(xrex).

• On a lim
x−→+∞

tx − x− r = 0, donc au voisinage de +∞, on a −1

2
< tx − x− r <

1

2
, donc

x+r−1− 1

2
< tx−1 < [tx] ≤ tx < x+r+

1

2
< [x]+[r]+2+

1

2
, donc [x]+[r]−1− 1

2
< [tx] < [x]+[r]+2+

1

2
,

c’est à dire [x]+ [r]−1 ≤ [tx] ≤ [x]+ [r]+2 et par suite ∃i ∈ [[[r]−1, [r]+2]] tel que [tx] = [x]+ i, finalement
Mx = u[tx](x) = u[x]+i(x) = o(xrex).
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6. • SoitN ∈ N∗,
N∑

n=1

Dn(un−1(x)−un(x)) =

N∑
n=1

Dnun−1(x)−
N∑

n=1

Dnun(x) =

N−1∑
n=0

Dn+1un(x)−
N∑

n=1

Dnun(x) =

N−1∑
n=1

(Dn+1 −Dn)un(x) +D1u0(x)−DNuN (x) =

N−1∑
n=1

un(x)zn −DNuN (x).

Or |DN | = |
zn − 1

z − 1
| ≤ 2

|z − 1|
et uN (x) −→

N−→+∞
0 pour x > 0 fixé.

et par passage à la limite N −→ +∞, on obtient
+∞∑
n=1

Dn(un−1(x)− un(x)) =

+∞∑
n=1

un(x)zn = Sr,1(zx).

• L’inégalité |Dn| ≤
2

|z − 1|
entraine |Sr,1(x)| = |

+∞∑
n=1

Dn(un−1(x)− un(x))| ≤ 2

|1− z|

+∞∑
n=1

|un−1(x)− un(x)|.

Or grâce à la question A.2.,
+∞∑
n=1

|un−1(x) − un(x)| =

[tx]∑
n=1

(un(x) − un−1(x)) +

+∞∑
n=[tx]

(un−1(x) − un(x)) =

u[tx](x)− u0(x) + u[tx](x)− u∞(x) ≤ 2u[tx](x) ≤ 2Mx.

Ce qui donne |Sr,1(x)| ≤ 4Mx

|1− z|
, or Mx = o(xrex), donc par comparaison Sr,1(x) = o(xrex).

7. •
p−1∑
k=0

Sr,1(ζkx) =

p−1∑
k=0

+∞∑
n=1

un(x)ζkn =

+∞∑
n=1

un(x)

(
p−1∑
k=0

(ζn)k

)
.

Or
p−1∑
k=0

(ζn)k =

{
0 , si ζn 6= 1

p , si ζn = 1, ie : p|n .

Donc
p−1∑
k=0

Sr,1(ζkx) = p

+∞∑
n=1

unp(x) = pSr,p(x).

• On sait que ∀k ∈ [[1, p− 1]], Sr,1(ζkx) =
x−→+∞

o(xrex), donc de l’égalité précédente,

pSr,p(x) = Sr,1(x) +

p−1∑
k=1

Sr,1(ζkx) = Sr,1(x) + o(xrex).

Cette dernière égalité assure que si x −→ +∞, on a

Sr,1(x) ∼ xrex si et seulement si Sr,p(x) ∼ xrex

p
.

B. Une démonstration probabiliste

8. Xx suit la loi de poisson de paramètre x, donc E(Xx) = V (Xx) = x, et par linégalité de Tchebychev

P (|Xx − x| > αx2/3) = P (|Xx − E(Xx)| > αx2/3) ≤ V (Xx)

α2x4/3
=

1

α2x1/3
, donc

P (|Xx − x| > αx2/3) −→
x−→+∞

0.

9. • Les variables Ax et Bx sont finies, donc d’espérances finies.
• Par la formule de transfert, on obtient,

E(Ax) =
∑

k

x
<1−x−1/3

(
k

x

)r

P (Xx = k) ≤ (1− x−1/3)r
∑

x−k>x2/3

P (Xx = k) = (1− x−1/3)rP (x−Xx > x2/3).

Or (x −Xx > x2/3) ⊂ (|Xx − x| > x2/3), ce qui entraine avec la question 8., P (x −Xx > x2/3) −→
x−→+∞

0

et vu que 1− x−1/3 −→
x−→+∞

1, donc lim
x−→+∞

E(Ax) = 0.

• Soit k ∈ N tel que |k
x
− 1| ≤ x−1/3 et x > 1, alors 1 − x−1/3 ≤ k

x
≤ 1 + x−1/3, or E(Bx) =∑

|k−x|≤x2/3

(
k

x

)r

P (Xx = k), donc

(1− x−1/3)
∑

|k−x|≤x2/3

P (Xx = k) ≤ E(Bx) ≤ (1 + x−1/3)
∑

|k−x|≤x2/3

P (Xx = k)

Or
∑

|k−x|≤x2/3

P (Xx = k) = P (|Xx − x| ≤ x2/3) = 1− P (|Xx − x| > x2/3) −→
x−→+∞

1, d’après la question 8.

On conclut que lim
x−→+∞

E(Bx) = 1.
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10. • Soit j > M = max(N − 1, x+ x2/3), (car pour j ≤ N − 1,
N−1∏
k=0

(j − k) = 0), alors
N−1∏
k=0

(j − k)P (Xx = j) =

j!

(j −N)!

xj

j!
e−x = xNe−x

xj−N

(j −N)!
, la série

∑
j≥N

xj−N

(j −N)!
converge absolument, ce qui assure l’existence

de E(YN,x) et on a

E(YN,x) =
∑

j>x+x2/3

N−1∏
k=0

P (Xx = j) = xNe−x
∑

j>x+x2/3

xj−N

(j −N)!
= xN

∑
j>x+x2/3−N

xj

j!
e−x =

= xN
∑

j>x+x2/3−N

P (Xx = j) = xNP (Xx > x+ x2/3 −N).

• lim
x−→+∞

(1−Nx−2/3) = 1, donc pour x assez grand
1

2
≤ 1−Nx−2/3, c’est à dire

1

2
x2/3 ≤ x2/3 −N , d’où

les inclusions

(Xx − x > x2/3 − N) ⊂ (Xx − x >
1

2
x2/3) ⊂ (|Xx − x| >

1

2
x2/3) et par suite P (Xx > x + x2/3 − N) ≤

P (|Xx − x| >
1

2
x2/3), ce qui entraine grâce à la question 8., P (Xx > x+ x2/3 −N) −→

x−→+∞
0, et par suite

E(YN,x) = o(xN ).

11. • La famille (1, X,X(X − 1), ..., X(X − 1)...(X −N + 1)) est une base de RN [X], ce qui assure l’existence

de a0, ..., aN ∈ R tel que XN = a0 +

N∑
k=1

ak

k−1∏
j=0

(X − j) et puisque XN est sans coefficient constant, a0 = 0,

donc XN =

N∑
k=1

ak

k−1∏
j=0

(X − j).

On a donc XN
x =

N∑
k=1

ak

k−1∏
j=0

(Xx − j) et par suite 1(Xx>x+x2/3)X
N
x =

N∑
k=1

akYk,x.

• Pour tout x > 0, (Xx > x + x2/3) = (Zx > 1 + x−1/3), donc 1(Zx>1+x−1/3)Z
N
x =

1

xN
1(Xx>x+x2/3)X

N
x et

par linéarité de l’espérance, on obtient

E
(
1(Zx>1+x−1/3)Z

N
x

)
=

1

xN
E
(
1(Xx>x+x2/3)X

N
x

)
=

N∑
k=1

ak
1

xN
E(Yk,x).

La question 10 nous affirme que ∀k ∈ [[1, N ]], E(Yk,x) = o(xk) et puisque o(xk) = o(xN ) quand x −→
+∞,alors ∀k ∈ [[1, N ]], E(Yk,x) = o(xN ) et par suite E

(
1(Zx>1+x−1/3)Z

N
x

)
−→

x−→+∞
0 comme somme finie

de terme de limite nulle.

12. • r > 0, soit N ∈ N∗ tel que N − 1 ≤ r < N , or de l’inclusion (Zx > 1 + x−1/3) ⊂ (Zx > 1), on obtient
1(Zx>1+x−1/3)Z

r
x ≤ 1(Zx>1+x−1/3)Z

N
x , et par suite 0 ≤ E

(
1(Zx>1+x−1/3)Z

r
x

)
≤ E

(
1(Zx>1+x−1/3)Z

N
x

)
, donc

grâce à la question 11. E
(
1(Zx>1+x−1/3)Z

r
x

)
−→

x−→+∞
0.

• ∀x > 0, Ω = (|Zx − 1| ≤ x−1/3) ∪ (Zx > 1 + x−1/3) ∪ (Zx < 1− x−1/3),donc
Zr
x = Bx + Ax + 1(Zx>1+x−1/3)Z

r
x et par linéarité de l’espérance, on aura E(Zr

x) = E(Bx) + E(Ax) +

E
(
1(Zx>1+x−1/3)Z

r
x

)
et grâce au résultat précédent et la question 9. on obtient E(Zr

x) −→
x−→+∞

1.

• E(Zr
x) =

+∞∑
k=0

(
k

x

)r

P (Xx = k) =

+∞∑
k=0

kr

xr
xk

k!
e−x =

1

xrex
Sr,1(x) −→

x−→+∞
1, c’est à dire Sr,1(x) ∼

x−→+∞

xrex.

13. On pose an =
(p(n+ 1))r

(p(n+ 1))!
.

(p(n + 1))! = (pn + p)! = (pn)!(pn + 1)...(pn + p) ∼
n−→+∞

(pn)!(pn)p et (p(n + 1))r ∼
n−→+∞

(pn)r, donc

an ∼
n−→+∞

bn =
(pn)r−p

(pn)!
> 0.

La série
∑
n

bnz
n est de rayon de convergence +∞, et le lemme assure que

∑
n

anx
pn est de rayon de

convergence +∞ et on a Sr,p(x) ∼
x−→+∞

xp
+∞∑
n=0

(pn)r−p

(pn)!
xpn = xpSr−p,p(x).

• L’équivalence précédente entraine que pour r > 0,

si Sr,p(x) ∼
x−→+∞

xrex

p
, alors Sr−p,p(x) ∼

x−→+∞

xr−pex

p
.

• La validité de Hr,p est assurée pour r > 0.
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Soit r ≤ 0, considérons q =

[
−r
p

]
+ 1, alors q − 1 ≤ −r

p
< q, donc r + pq > 0 et en ittérant l’implication

précédente, on obtient (Hr,p) =⇒ (Hr−kp,p) pour tout k ∈ N.
Or r+pq > 0, donc (Hr+pq,p) est valide et par l’implication précédente (Hr,p) = (Hr+pq−pq) est aussi valide.

C : Application à l’équation d’Airy

14.Question préliminaire .

• ∀n ≥ 2, vn − vn−1 = ln(n)− xln
(

1− 1

n

)
− ln(x+ n) = −xln

(
1− 1

n

)
− ln

(
1 +

x

n

)
Un développement lorsque n −→ +∞, donne vn − vn−1 =

x+ x2

2n2
+ o

(
1

n2

)
, or x+ x2 > 0, donc

vn − vn−1 ∼
n−→+∞

x+ x2

n2
, ce qui assure par équivalence que

∑
n

(vn − vn−1) converge comme la série de

Riemann
∑
n

1

n2
.

• Posons un =
nxn!

n∏
k=0

(x+ k)

, alors ln(un) = vn, or la série téléscopique
∑
n

(vn − vn−1) converge, donc la

suite (vn)n converge et par suite un = evn converge vers un réel strictement positif qu’on notera Γ(x).

En définitive un ∼
n−→+∞

Γ(x) c’est à dire
n∏

k=0

(x+ k) ∼
n−→+∞

nxn!

Γ(x)
.

15. x′′(t) = tx(t) est une équation linéaire de deuxième ordre, donc par le théorème de Cauchy-Lipschitz

global, le problème de Cauchy
{

x′′ = tx
x(0) = 1, x′(0) = 0

admet une solution unique définie sur R.

16. Posons f(t) =

+∞∑
n=0

ant
n. En remplaçant f dans l’équation, on obtient

{
a0 = 1, a1 = 0, a2 = 0

an+2 =
an−1

(n+ 2)(n+ 1)
, n ≥ 1

Il s’agit d’une relation de récurrence de pas égale à 3.
a1 = a2 = 0, donc ∀n ∈ N, a3n+1 = a3n+2 = 0 et par récurrence

a3n = a0
1

(3n)(3n− 1)

1

(3n− 3)(3n− 4)
...

1

6× 5

1

3× 2
=

1

3nn!

n−1∏
k=0

(3k + 2)

=
1

9nn!

n−1∏
k=0

(
k +

2

3

) .

17. • On sait d’après la question 14., que
n−1∏
k=0

(
k +

2

3

)
∼

n−→+∞

(n− 1)2/3(n− 1)!

Γ( 2
3 )

.

Donc a3n ∼
n−→+∞

Γ( 2
3 )

9nn!n2/3(n− 1)!
=
n1/3Γ( 2

3 )

9n(n!)2
.

• Par la formule de Stirling, on a (n!)2 ∼
n−→+∞

(n
e

)2n
2πn et (2n)! ∼

n−→+∞

(
2n

e

)2n√
4πn, donc

(n!)2 ∼
n−→+∞

(2n)!2πn

4n
√

4πn
=

(2n)!

4n
√
πn.

Ce qui conduit à a3n ∼
n−→+∞

Γ
(
2
3

)
n1/34n

9n(2n)!
√
πn

=
n−1/6Γ

(
2
3

)
√
π

(
2

3

)2n
1

(2n)!
.

18. On pose bn = n−1/6
Γ
(
2
3

)
√
π

(
2

3

)2n
1

(2n)!
, alors

bn+1

bn
∼
(
2
3

)4 1

(2n+ 1)(2n+ 2)
−→

n−→+∞
0, donc

∑
n

bnz
n est

de rayon de convergence +∞, et par le lemme de comparaison asymptotique, on aura

f(t) =

+∞∑
n=0

a3nt
3n = 1 +

+∞∑
n=1

a3nt
3n = 1 +

+∞∑
n=1

n−1/6
Γ
(
2
3

)
√
π

(
2

3

)2n
1

(2n)!
t3n =

= 1 +

+∞∑
n=1

21/6√
π

Γ

(
2

3

)
(2n)−1/6

(
2

3

)2n
1

(2n)!

(
t3/2

)2n
= 1 +

21/6√
π

Γ

(
2

3

)
S− 1

6 ,2

(
2

3
t3/2

)
.

Or S− 1
6 ,2

(
2

3
t3/2

)
∼

t−→+∞

(
2

3
t3/2

)−1/6
e

2
3 t

3/2

2
= t−1/4

(
2

3

)−1/6
exp

(
2

3
t3/2

)
.

En définitive, f(t) ∼
t−→+∞

C.t−1/4.exp

(
2

3
t3/2

)
où C = 31/6

Γ
(
2
3

)
√
π

.
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