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1.Question préliminaire .

-
e Posons : u, = (pn) ,alors 0 < u,, < (pn) =, Or
(pn)! n!

r

1 1\" . :
Untl _ (1 T ) — 0, donc par le critére de d’Alembert, le rayon de convergence de Z vp 2"
Up, n—+1 n /) n—+oo

n

est +o0, et par comparaison le rayon de convergence de Zunz” est aussi +oo.

n

e D’aprés le résultats précédent, vz € C, Z un zP™ converge, donc le rayon de convergence de cette série

n

est +oo.
A : Equivalence entre (H, ,) et (H,,) ot >0 .
2. eVt > 1,0 (t)=(t+r—1)t""(t—1)""1 > 0, donc ¢, est strictement croissante, donc bijective de [1, +o0|
vers [—z,+o0[, etvu que 0 €] — z,+o0[ 3! t, > 1tel que p,(t;) = 0.
On conclut que ¢, est négative sur [1,t,] et positive sur [t,, +ool.
e Considérons la suite (un())n-

Vn > 1, up(x) — up—1(x) = —%x"—l%(n) de signe opposé a celui de ¢, (n), donc (u,(z))o<n<ft,] €St
croissante et (u, (z))n>[:,] €st décroissante.

3. Soit z tel que = + « > 1, un développement limité au voisinage de +oo de ¢, (z + «) donne :

90:1:(96-1—04):(x-l—oz)l_r(x—l—a—l)r—x:x[(1+j)1_r (1+0‘_1>T_1} —

X

(0 () (1D (1Y) ] et

Onconclutque lim ¢,(x+a)=a—r.
r—+0o0

e Avec o = r, on obtient . (r +«a) — 0.

r—>+00
Posons y = p.(x + ), alors y — 0, or ! est continue en 0, donc lorsque * — +o0, ;! (y) =
xr— o0
0 10) +o(1) =t, +o(1), cestadire x +r =t, +o(1), on conclutdonc que t, —z —r = o(1).

r—+00

4. On pose pour simplifier m = [x].
e Quand x — +o00, on a aussi m — +oo grace a l'inégalité m < x < m + 1.
On suppose dans un premier temps k € N.
Um-+k(2) _ <m+k>r at ~ (E)k,orlg z < 1+i,donc Um+(Z) — 1L
U () m (m+1)(m+2)..(m+k) m m m U (T) 2—+00
On suppose maintenant k£ < 0.
En utilisant I'equivalence précédente, on obtient up,)(7) = )4kt (—k) () ~ Upg)4x ().

[=]
> ui(x)
. . . i=[z]—n
—n, ... i ~ 1 —_— = 1
e On vient de montrer que pour i € [[[z]—n, ..., [x]]], u;(x) oo u[gﬂ](:c),doncm_lmOO (@) n+1,
[=]

Z u; ()

donc pour = assez grand, ona =" >,

5. e Grace a I'équivalence u[g)4, () ~ up (), Il suffit de prouver que up,(z) = o(z"e”).
. . 1
Soite > 0 et soit n > -

[2] o] .,

+oo
. 1 1 (A - x' oo
De la question 4. 34 > 0 tel que Yz > A, up,)(v) < - Z u;(x) = Z e <ex ; oy = eret

i=[z]—n i=[z]—n

On conclut que u[y)1,(7) = o(z"e”).

T —> 400

. 1 1
eOna lim tx—x—r:O,doncauvmsmagede+oo,ona—§<tx—x—r<§,donc

1 1 1 1 1
a:+r—1—5 <tp—1<[ty] < <atrtg < [x}+[7‘]+2+§,donc [ac]+[r}—1—5 < [tz] < [m]+[r]+2+§,

2%
c'estadire [z]+[r] —1 < [t,] < [x]+[r] +2 et par suite 3¢ € [[[r] — 1, [r] +2]] tel que [t,] = [z] +74, finalement
My = up,)(7) = ug)4i(v) = o(z"e”).



n=1

N-1 N
6. e Soit N € N*, ZD Up—1( ZD Up—1( ZD Un () = ZD7:,+1Un,(I)*ZDnUn($) =
n=0 n=1

2

-1

(Dny1 — Dy )un(2) + Dyug(z) — Dyun (z) = Z Un(2)2" — Dyun(z).

n=1

Z"—1 2 .
= < .
Or |Dy| = | po | < T et uy(x) N_—>>+OO 0 pour z > 0 fixé
—+oo
et par passage a la limite N —s +o0, on obtient Z D (tn—1(2) — up(x Z U (2)2" = 8,1 (2).
n=1
2
L’., I.,Dn<7 T, - D n— *n n— n .
e Linégalité | D,,| < ] entraine |S,. 1 ()| = |Z (tUn—1 () — Un () |1_Z| Z|u 1(z) = up(2)]
+oo [ta] +oo
Or grace & la question A.2, Y un—1(x) — un(z)| = Y (Un(2) = up-1(2)) + D (un-1(x) — un(z)) =
n=1 n=1 n=[ty]

upe,1(w) — uo(z) + up, () — uoo(x) < 2up,)(z) < 2M,.
Ce qui donne |S, 1 (x)] <

| or M, = o(z"e"), donc par comparaison S, 1(x) = o(z"e”).

11—
p—1 p—1 400 p—1
7. .ZST’I(C x Zzu" Ck” Zun (Z )k>
k=0 k=0n=1 k=0
p—1 0 (£ 1

n\k __ , ST

Or;({ ) { p,si ("=1, ie:pn ’
p—1

Donc )~ 5,1 (¢Fx) pzunp = pSrp(2).
e On sait que Vk € [[Lp - 1]], Sp1(Ckx) = o(z"e*), donc de I'égalité précédente,

pSrp(z) = Spa(z) + Z S,1(¢kx) = S () + o(z"e®).

Cette derniéere égalité assure que si x — 400, on a

. . z"e”
Syi1(z) ~ 2"e” si et seulement si S, ,(z) ~

B. Une démonstration probabiliste

8. X, suit la loi de poisson de parameétre z, donc E(X,) = V(X,) = =z, et par linégalité de Tchebychev

. V(X.) 1
2/3\ __ 2/3 z
P(|X, — 2| > azx??) = P(|X, — BE(X,)| > az?/?) < —1/5 = i donc
P(|X, — x| >a2??) — 0.
r—>+00
9. e Les variables A, et B, sont finies, donc d’espérances finies.
e Par la formule de transfert, on obtient,
EN"
E - - = — _1/3 r = = — _1/3 T — 2/3
(Ay) > (x) P(Xp=k)<(1—-27'%)" Y P(Xy=k)=(1-2""3)Pla-X,>a*").

k r—k>x2/3

—<l—z—1/3

xr

Or (z — X, > 2%/3) C (| X, — | > 2?/?), ce qui entraine avec la question 8., P(x — X, > x?/3) — 0
xr— oo
etvuquel —z"'/3 — 1,donc lim E(A,)=0.
r—+o0

r—>+00

. k k
e Soitk € Ntelque |- — 1| < Y3 etz > 1l,alors 1 — 271/ < = < 142 Y3 or E(B,) =
X

Z (i)r P(X, = k), donc B

8

bzl <a2/3
1-27%) Y PX,=k)<EB,)<A+z % Y PX,=k)
[k—z|<22/3 |k—z|<a?/3
Or > P(X,=k)=P(X,—a| <a*?) =1-P(|X, —z| > 2/ . 1, daprés la question s.
|k—a]<a2/3

Onconclutque lim FE(B,)=1.
r—+00



10.

11.

12.

13.

N-1

o Soit j > M = max(N — 1,z +2%?), (carpour j < N =1, [[ (G — k) =0),alors ] (j — k)P(X, = j) =
]' xj —x N e ':Cj N =
mﬁe =z G- la série Z converge absolument, ce qui assure I'existence
]>N
de E(Yy ) etona
N1 zi—N 2

E(Yng) = Z H P(X, =j)=a"Ne™ Z TN N Z —e =

j>a+a?/3 k=0 j>xta?/3 (=N j>x+a2/3—N J:

=2V Y P(X,=j)=2"P(X, >z +2"% - N).
j>x+x2/3—N
1 o1 s
o hnﬁ (1 — Nz~2/3) = 1, donc pour = assez grand 3 <1-— Nz~2/3 cestadire 5952/3 < z2/3 — N, dou
r—>400
les inclusions

. 1 .. 1., , .
(X, —x > 2?3 - N)cC (X, —z > 512/5) C (X, — 2 > 55172/5) et par suite P(X, > x + 2?/3 — N) <

1 . . A . .
P(|X, — x| > §x2/3), ce qui entraine grace a la question 8., P(X, > z + x?/3 = N) — 0, et par suite

r—>+00
E(Yy,.) = o(a).

e Lafamille (1, X, X (X —1),..., X(X —1)...(X — N + 1)) est une base de Ry[X], ce qui assure I'existence
N k—1
de ag,...,an € Rtelque XV = qg + Z ag H ) et puisque X ¥ est sans coefficient constant, ag = 0,
k=1 7=0
N k—1
donc XN = "ax [J(X — ).
k=1 j:
Onadonc XN = Zak H —j) etparsuite 1y, p2m XN =" axVis.

= 7=0

1
e Pourtout z > 0, (X, >z +2%%) = (Z, > 1+ 27 /%),donc 1, o1 4,-1/8) 2] = ﬁl(xz>x+zz/3)X§ et

par linéarité de I'espérance, on obtient

1
= B (lx, 5002 X2 Z“k 7 E ().

La question 10 nous affirme que Vk € [[1, N]], E(YW) = o(x*) et puisque o(z*) = o(z") quand z —
+oo,alors Vk € [[1, N]], E(Yi..) = o(z™) et par suite E (1(7,~114-1/2)Z, ) . 7. 0comme somme finie
de terme de limite nulle.

er > 0,s0it N € N“telque N —1 < r < N, or de linclusion (Z, > 1+ 2~%/3) c (Z, > 1), on obtient
Lzostha-1/020 < Vg s14a-15 2, et par suite 0 < E (17, 5144-19)25) < E(1z,5140-1/52) ), donc

grace a la question 11. E (17, <1 ,-1/3)2]) —. O

oV >0,0=(Z, -1 <2 '3 U(Z, > 1+ Y3 U (Z, <1—2"1/3),donc
Zy = By + Ay + 1z, 514.-1/3Z; et par linéarité de I'espérance, on aura E(Z;) = E(B,) + E(A;) +

E (1(ZT>1+E71/3)Z;) et grace au résultat précédent et la question 9. on obtient E(Z7) — 1.

E(1z,5140-15 2 )

X /k\T X gk 1 .
¢ BE(Zy) =Y (=) P(Xe =k) =) —"re ™ =——8.,(x) — 1,cestadireS. (z) ~

x " k! xrer r— 400 z—+00
k=0 k=0
z"e”.
(p(n+1))"
On pose a,, = ——%.
P (p(n+1))!
| — | — | ~ | ro r
(p(n+ 1)t = (pn+p)t = (pn)l(pn +1)..(pn +p) =~ (pr)l(pn)? et (p(n +1))" ~ — (pn)", donc
r—p
a, ~ n = (pn) > 0.
n—r+oo (pn)!

La série Y b,2" est de rayon de convergence +oc, et le lemme assure que » _a,2”" est de rayon de

n n
pn P
~ P PR _ P
convergence +oc eton a S, () N~ E . T 2P Sy pp().

e ’équivalence précédente entraine que pour r > 0,
. T ,T T Pe®
SISy p(z) ~ ,alors S,_p, (z) ~
T —>+00 p ! T —> 400 p

e La validité de H, , est assurée pour r > 0.



Soit < 0, considérons ¢ = | — | + 1, alors ¢ — 1 < —- < ¢, donc r + pg > 0 et en ittérant l'implication
p

précédente, on obtient (H, ,) = (H,—_kpp) pour tout k € N.
Orr+pg > 0, donc (H, 4 pq, p) est valide et par 'implication précédente (H,.,) = (H,4pq—pq) €St aussi valide.
C: Application a I’équation d"Airy

14.Question préliminaire .

1 1
OVn22,Un—vn1:ln(n)—xln(1—) —ln(m—&—n)z—xln(l—) —ln(l—&—g)
n n n

2
. T+
Un développement lorsque n — 400, donne v, — v,_1 = 52 +o0 <2) or z + 2% > 0, donc
n n
2
x + -
Up — Up_1  ~ , Ce qui assure par équivalence que E — v,—1) cOnverge comme la série de
n—-4oo
n
1
Riemann —
>
n
n®n!

- , alors In(uy,) = vy, or la série téléscopique Z(vn — v,—1) converge, donc la

H(x—l—k) "

k=0
suite (vy,),, converge et par suite u,, = e’ converge vers un réel strictement positif qu’on notera I'(x).

e Posons u,, =

P , < L n®n!
En définitive u, ~  T(z)c'estadire ;}:[()(x k)~ @)
15. 2’ (t) = tx(t) est une équation linéaire de deuxiéme ordre, donc par le théoréme de Cauchy-Lipschitz
R " =tx : . e
global, le probleme de Cauchy 2(0) =1, 2/(0) = 0 admet une solution unique définie sur R.
+oo 00:1,01:0,02:0
16. Posons f(t) = ) _ a,t". En remplagant f dans 'équation, on obtient ¢ _ an—1 -1
n+2 — , N2
n=0 (n+2)(n+1)

Il s’agit d’une relation de récurrence de pas égale a 3.
a1 = ag = 0,donc Vn € N, asn11 = asn2 = 0 et par récurrence

R 1 1 11 1 _ 1
=03 Bn—1) (3n —3)(3n —4) 6x53x2 N 'ﬁ(3k+2) - o e L2 '
n! n! H =+ §
k=0 k=0
n—1
. . : 2 (n—1)2/3(n —1)!
17. e On sait d’aprés la question 14., que k+ - ~
. p q q ;Eo ( + 3> R~ )
r(3) n!/2r(3)

D rn ~Y 3 pr— 3

ONCan %o Gmnln2(n— 11 9n(nl)?

2n 2n
e Par la formule de Stirling, ona (n!)? ~ (ﬁ) 2mn et (2n)!  ~ (2”) V4mn, donc
n—-

(2n)127n  (2n)!

n' 2 ~ = .\/7'('7’7/.
(n}) n—+oo  4n\/4mn 4n

N D)0t T () 2\ 1
Ce quiconduita as, T eIV W <3) m
r'(%) /2\*" 1 b1 1 1
18. Onpose b, =n /6232 (= ,alors =L ~ (2 — 0,donc > b,2" est
P " m \3) (@) b, ) (2n + 1)(2n + 2) n—rtoo ; z

de rayon de convergence +o00, et par le Iemme de comparaison asymptotique, on aura
2

2n
Zaant?’" =1+ Z aznt>" =1+ Z el (5) (3> ﬁt?’" =

n=1
+oo 1/6 2n om 1/6
2 2 1 2 2 5
=1 2 1r(Z) (o) Ve (2 —(t3/2> 14201 (%) g 235\
+n; VT <3)(n) (3> (2n)! VAR CY RS I
2 —1/6
£43/2 N a2 32
or S_é,2<3t )Hm ' (3) elp<3t )

(2
En définitive, f(t) , ~  C:t~'/leap (;tsm) ol € — 31/6 \53) _

3



