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CORRECTION CONCOURS POLYTHECHNIQUE

Maths 2

Premiere Partie

ETUDE DE N,

1.

Soit A une matrice de M, (C) et (x,y) € C".Ona :

a.

2.b

3.a

(x, Ay) = (Ax,y) = (x, A*y) = (A

2.aMontrons que A € U, & AA = AA* =1,
(=).Supposons que A € U, ,soit (x,y) € (C")?,ona
(Ax, Ay) = (x,y), en appliquant la permiére question on a
(Ax, Ay) = (A*Ax,y) donc (A*Ax,y) — (x,y) = ((A"A—L,)x,y) =
(semi-linéairité par rapport a la premiére composante), ceci étant vrai
pour tout y dans C" donc (A*A — I,)x € (C")* = {0}, donc
(A*A — I,)x = 0 et ceci pour tout x dans C" , donc A*A = I, ce qui
entraine alors que A est inversible d’inverse A* et par suite AA™ = I,
() Supposons que A*A = I, , et soit (x,y) € (C")2.O0na

(Ax, Ay) = (x, A"Ay) = (x,y)
ceci étant vrai pour tout (x,y) € (C")?, donc A € Uy,

"x,y)

(=) Supposons que A € U, .On a
V(i,j) € [Ln]*, (Ae;, Aej) =

Ce qui veut dire que la famille (Aey, ...,

male de C"

() Supposons que la famille (Ae;, ..

(C")? tel que : x = Z:xeZ ety = Ey]e]Ona

(eirej) = 6ij
Aey,) est une base orthonor-

Aen) est une base orthonormale

de C" et soit (x,y) €

ce qui entraine que ZmA* C (ker At et par le théoréme du rang on

conclut que (xx) (ker A)" = ImA* et comme A et A* commutent
alors ZmA™ est stable par A, d "ou le résultat
Soit A une valeur propre de A et E, le sous espace propres associé .Si
onpose B=A—A.I,donc B* = A" — Al, , alors il est clair que A et
B* commutent dong, alors I'image de B* serait stable par A, c’est a dire
que ZmB* = ker (A — A.I,)" () est stable par A d’ou le résultat
Soit U € Uy,etD € Dy, on a (UDU*)* = UDU" et par suite
(UDU*)(UDU*) = UDDU* et (UDU*)(UDU*) = UDDU" et
comme DD = DD car elles sont diagonale , alors UDU* est un élé-
ment de NV,,.Pour la réciproque on va raisonner sur les endomorphisme
0 et par récurrence sur n

Pour n = 1, on a rien a montrer

Soit n > 2, supposons que le résultat est vrai pour toutk > n — 1 et

montrons le a I'ordre 1 .Soit A un élément de NV, et u 'endomorphisme

de C" canoniquement associé a la matrice A, on a bien uou™ = u*ou .Le

polyndme caractéristique de u est scindé sur C soit alors A une valeur

3b

propre de u .On a vue que (E A)L est stable par u , si on désigne par
ug, I'endomorphisme de E, induit par u sur (E A)J‘ , d’apres le cours

quA)L = (”*)(EA)l et par suite U, etson adjoint commutent.Ceci

d’une part, d’autre part la dimension de (E /\)L est inférieur ou égale
an —1, donc d’apres I'hypothése de récurrence il existe une base or-
thonormale B; de E; qui diagonalise u EL .Si By désigne une base de

E, , alors la base B = By U B, est une base orthonormale de C" de
diagonalisation de u.La matrice de passage de la base canonique de

i=1 j= C" ala base B est une matrice de U, car B est la famille de ses vecteurs
n n non o colonnes d’ou le résultat a I’ordre n .La récurrence est alors achevée
(Ax, Ay) = 2 xiAei, Z yjAei ) = 2 XY (Aei, Aej) = 2 XiYj0ij 4. Soit A € M,(C) et Aq,..., A, ses valeurs propres , non nécessairement
i=1 j=1 i=1j=1 1<i,j<n distinct o) A U..O AA* — Ci:
n istinctes .On suppose que A € U,.On a = ( 1])19,].9 , avec
= in i— <xr y> L. 2 n -
i=1 v(i,j) € [Ln]", Cj= Z A Ay = Y AiAy
Ce qui entraine alors que A € Z/ln k=1

Supposons que A € N, .Soity € ZmA* doncil existe a € C" tel que
y = A"a Soit x € ker A, alorson a (y,x) = (A*a,x) = (1, Ax) =0,

n

=)

i=1

Et par conséquent tr (AA™) (2 | Ajjl ) .Or la matrice A est dans U,
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, donc il existe U € Uy, et une matrice D = diag (Ay,...,...,Ay) telles que
A = UDU* et par suite AA* = UDDU* .Or DD = diag (\/\1|2, e |An|2)
n
et par suite tr (AA*) = Y |A;|*, d’ou I'égalité demandée
i=1
5a Soit A € N,.Soitx € C",ona
||Ax|| = (Ax, Ax) = (x, A*Ax) = (x, AA*x) = (A*x, A%x) = ||A"x||
On en déduit alors 1’équivalence :
||Ax[| =0 = |[A%x][ =0
Et par suite on a A et A* ont méme noyau

5b  ((i) = (ii)).Supposons que A € N,(C) , soit A une valeur propre
de A, alors A — A.I, est aussi un élément de N, donc d’apres la
question précédente on a ker (A — A.I,) = ker (A* — A.I,), ce qui est
équivalent de dire que tout vecteur propre de A est un vecteur propre
de A*
((ii) = (i)) Supposons que tout vecteur propre de A est un vecteur
propre de A* Raisonnons par récurrence sur n sin = 1, c’est clair.Soit
n > 2 supposons que le résultat est vrai a I’'ordre n — 1, montrons le
al'ordre n, soit alors une matrice A d’ordre n vérifiant (ii) dont 1’en-
domorphisme canoniquement associé est u , soit x un vecteur propre
commun a u et u* , posons F = Vect(x), il est clair que F est stable
par u et par u* , donc F L est stable par u et par u* , notons v I’endo-
morphisme induit par u sur F- , soit z € F- un vecteur propre de v
, donc c’est un vecteur propre de u donc de u* et par suite z est un
vecteur de v* , donc v vérifie (ii), donc par I'hypothese de récurrence
I’endomorphisme v vérifie vov* = v*0v ceci d’une part d’autre part
ona uou™(x) = u*ou(x) donc les deux endomorphismes uou™ et u*ou
sont égaux sur F et sur F- donc uou* = u*ou et par suite AA* = A*A,
d’ou le résultat & 1'ordre n

6.a Soit A un élément de N, et Aq,..., A, les valeurs complexes dis-
tinctes deux a deux de A de multiplicités respectivement my, ..., m,
et soit (Ly,...,L,) la famille des polynomes d’interpolation de La-

b
grange associée a la famille (A1,...,A;) , posons L = Y ALy, alors
k=1

il est clair que Vi € [[1,7] , L(A;)) = A; .Or A = UDU* avec
U € U,etD = diag(A,...,Ar) , il est alors facile de voir que
A* =P(A)

6.b  Soit A et B deux éléments de N, tels que AB = BA, on vérifie faci-
lement que les polynémes de A commutent avec les polynémes de
B .D’aprés la question précédente il existe deux polyomes P et Q a
coefficients dans C tels que P(A) = A* et Q(B) = B*Ona
(AB)(AB)" = (AB)(B"A") = ABQ(B)P(A) = Q(B)P(A)AB
= (AB)*(AB) ce qui montre alors que AB € N,

Soit A € M,(C)

((i) = (ii)) Supposons que A € N, .

Si A est inversible , alors il suffit de prendre U = A7LA*, il est facile a
vérifier que U est un élément de U,

Si A n’est pas inversible , donc elle admet 0 comme valeur propre.Soit
A1, ..., Ay les valeurs propres non nulles de A et V un élément de U, tel que
A =VDV*tel que D = diag (Ay,...,A+,0,...,0),ona A" = VD*V*.Ona

1 1 — —
D* = diag (A1,...,A4,0,...,0)diag ()\'”"/\'1"”’1> diag()xl,...,/\r,l,...,l)
1 r
Ona . .
A* = VDdiag (M""’A/l"”’l) diag (A1,...,An1,...,1)

=VDV* (Vdiag ()3,...,/\1,1,...,1) diag()\l,...,)t,,l,...,l)) =AU
1 r

Montrons maintenant que U est dans U/,;,.On a
1 1
*=V.di — e, —, 1,001,
uu Vdmg(Al, S WAARY )
diag (A1,...,An1,...,1) diag (;,...,/\1,1,...,1) diag (A1, ..., A, 1,..., 1)V =
1
, d’ou le résultat '
((it) = (i)) .Supposons que A* = AU avec U € Uy, ona AU = A*, donc
A = U"A" et par suite UA = UU"A" = A" = AU et par suite A et U
commutent, donc AA* = AAU = AUA = UAA = AUA = A" A ce qui
veut dire que A € Ny,
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Deuxiéme Partie

VALEURS SINGULIERE D'UNE MATRICE

(i) Supposons que A € H, ,alors A = A" et par suite A.A* = A" A
esta dire A € N, , donc la matrice A est diagonalisable dans une base
orthonormale de C" , de plus remarquons que pour tout x € C" , on
a (Ax,x) est un réel , en effet on a (Ax,x) = (x, A*x) = (x, Ax) =
(Ax, x)
Soit A une valeur propre de A et x un vecteur propre associé , on a
(1) : (Ax,x) = (A.x,x) = Al|x||* et
(2) : (Ax,x) = (x, Ax) = (x,A.x) = A.||x||>, comme x # 0, alors,
(1) et (2) entraine que A = A, ’est & dire que A est un réel.Si de plus
A est dans H,' , alors (Ax,x) > 0, c’est a dire que A||x||?> > 0, donc
A>0
Supposons que A est diagonalisable dans une base orthonormale de
C" et que ses valeurs propres sont réelles., alorsil existe U € U, et D =
diag (A1,...,An) une matrice diagonale réelle telle que A = U.D.U",
donc A* = U.D*.U* = U.D.U" = A car D est une matrice diagonale
réelle donc D* = D ,d’ou A € H,.Si de plus les valeurs propres de A
sont toutes positives , alors on a

Vx e C", (Ax,x) = (U.D.U"x,x) = (D.U*x, U"x)

Sion pose U"x = (y1,...,Yn) , alors
n

<Dyry> = 2 )\ky% >0car A >0
k=1

(ii)

Donc A est dans H;;
Soit A € H;, alors il existe une matrice U € U, et une matrice diagonale
D = diag (A1, ..., Ay) a coefficients positifs telle que A = UDU* = UA*U*
avec A = diag (ﬁ, .., \/)Tn), on pose alors S = UA.U", alors il est clair
que A = S et que S € H, d’apres la question précédente .
Montrons 1"unicité :

Soit S’ une autre matrice de A, vérifiant S = A .On sait que A est dia-
gonalisable , donc C" = @) csp(a)EA(A) , Soit A € Sp(A) alors on a

10.

11.

AE)L(A) = /\'IEA(A) ’ donc:

(SEA(A) - \/X.IEA(A)) (SEA(A) + \fA.IEA(A)) —0(+)

Et comme les valeurs propres de S’ sont positives , alors —/A n’est pas une
valeur propre de S%A( ) et par suite S%A( At ﬁ.lEA( E) est inversible donc

(*) entraine que Sg (4 = \/X.IEA(A)

SiA=0,alors Ap (4) = 0 c'esta dire S = 0. et par suite S est nilpotente
et diagonalisable (car c’est un élément de H, C N;), donc S%O = 0.Donc
VA € Sp(A), Sk, (a) = SE,(a), donc S = S’ et par suite I'unicité de S

Soit A une matrice de M,,(C), donc A = U'Savec U’ € U, etS € H; La
matrice S étant diagonalisable dans une base orthonormale et dont les va-
leurs propres sont positives , donc il existe une matrice V de U, et une
matrice diagonale D a coefficients positifs telles que S = VDV™ et par suite
A=UVDV*,sionpose W = V*etU = U’V , alors il est clair que U et W
sont des éléments de U, (U, est un sous groupe de GL,(C)

Soit A € M, (C),et A= U'Ssa décomposition polaire , alors il existe V et
D = diag (ay,...,an), telle que S = VDV™ et quitte & réoordonner la base
de diagonalisation de S on peut supposer que x; > ay > ... > a,, donc la
décomposition en valeurs singulieres A = U'VDV* répond a la question.
Montrons I'unicité des a;.Supposons &} ..., a; une autre famille des valeurs
singulieres de A.On a

A = Udiag (a1,...,00) W (1) et (2) A = Undiag (af, ..., an) W’
On en déduit alors que entraine que

AA* = Udiag (@)%, (an)?) U* = Undiag (@))%, (a})?) U}
, donc par unicit¢é du spectre de AA* et vue les inégalités

{(wl)z > ()2 > ... > (an)?
(@))? > (ap)> > ... > (&)3

n
ses coefficients sont positifs , alors Vi € [1,n]* , a; = a}, d’ou 'unicité

alors Vi € [1,n] , (a;)* = («})? et comme

Maths 2
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Troisieme Partie

INEGALITE DES TRACES

12. Soit P une matrice de M, (C) vérifiant :

12.a

12.b

(Py): P> =P =P*, rag(P) =

L'égalité P = P? veut dire que P est une matrice de projection donc sa
n

trace c’est son rang c’est a dire Z Pi=k
i=1
On a P*P = P donc Vi € [1,n]?

vie[n], [Pl = f P

[P — Z

=1,k#i
ce ci entraine alors que Vi € [[1,71}] , [Plii € [0,1]

Ona:

, [P*P]; = [P)i, c'est a dire

ki |2 et par suite

n
[PD];j = Y _[Pli[Dlxi = Ai[Plii et par suite
=1

Ona
k k n
tr(PD)_E/\lzz/\i([PLz_l)"f' Z /\Z[P]zz
i=1 i=1 i=k+1
k k n
Donc (PD) Z)\i < /\k (Z ([P]” - 1)) + /\k-&-l Z [P]zz
i=1 i=1 i=k+1
carVi € [Lk] , Aj > Apet "
Vie[k+1,n], A <A
Donc . ) ) )
tr(PD) — ) A < A <Z[P]ii - 1) + Ayt <Z[P]iz‘ - Z[P]ii>
i=1 i=1 i=1 i=1

13.

Ce qui est équivalent de dire :

k k
tr(PD) Z)\ < Ak ( ([P]il )) +}\k—i—l (kZ[P]zz
i=1
ZA<M<
tr(PD /\

.Donc

i=1

k
< (A = Akt1) (Z ([P)ii — 1)> <0

i=1

] M»

Car Z

La matrlce Jx = diag(11

= 1etles [P]; sont positifs, d’ou le résultat

e Y, 0, 0) avec Vi € [Lr] , vi =1

vérifie la propriété Py et on a tr(PD) Z A

12.c  Soit P; et P, deux matrices de M,,(C) Verlflant Pr.Soiti € [1,2] , P;
est une matrice d’une projection donc Sp(P;) C {0,1} et comme
P; = P/, alors il diagonalisable dans une base orthonormale de C et
par suite elle est unitairement semblable a la matrice J; définie avant,
c’est a dire il existe une matrice U; € U, telle que P; = U;] U] et par
suite P, = UPU" avec U = U U] qu’est un élément de U,,.Soit P une
matrice vérifiant Pr.Remarquons d’abord que :

{tr(UPU*D), U € U, } = {tr(QD) avec Q vérifie Py}
(conséquence de ce qui précédente). Donc en utilisant la ques-
k
tion précédente on a ) A; est un majorant de l'ensemble
i=1
U € Uy, } et comme cette somme est atteinte a la matrice
Ueiy,}

Soit U € U, , donc la famille de ses vecteurs colonnes(resp vecteurs lignes
car U* est aussi dans U,,) est une base orthonormale de C" et par suite

W [l Ul = 3 U =1t ) € [l

j=1
le résultat

{tr(UPU*D) ,
Ji alors c’est le maximum de ’ensemble {tr(UPU*D),

|Ui]' €R" ,d’ou

Soit A une matrice doublement stochastique de M,;(C) et soit
(a1,...,0n) et (B1,...,Bn) deux famille décroissantes de réels.On suppose

k
+ kit (Z (1- [P]l-l-)> Clest a dire:
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que A # I,, doncil existe i € [[1,n]]

14.a

, Aji #1, on pose
k=min{k € [1,n] , A # 1}

Montrons d’abords que k € [1,n — 1].Supposons que k = n , alors
dans ce cas la matrice A est

o 1 0 ... ... ... O
A=10 0 1 0 0
0 ... ... ... ... 1 0
0 ... ... oo o 0 Ay

Puisque la matrice est doublement stochastique alors la somme des
coefficients de la n™ ligne vaut 1 c’est a dire que A, = 1 ce qui
contredit la définition de k, donc k € [1,n — 1]

n

Sik =1, alors on sait que Z a;; = 1 si on suppose que

i=1
Vm > 1, A, = 0 alors comme la matrice est doublement stochas-
tique , alors forcement Aj; = 1 ce qu’est absurdre, donc
dm>1, Ayn #0demémeilexistel > 1, a;; #0,si A, =1, alors
tous les éléments qui figurent dans la m eme ligne sont nulle y compris
Ay ce qu’est absurde

.Supposons que k € [[2,n — 1]}, alors la matrice

1 0 ... ... ... .. 0
0 1 o ... ... ... 0
A=10 ... 0 1 0 0
0 .. ... 0 Ay Apn
0 ... ... 0 Ank A

Si on suppose que Vm >k, A, = 0, alors nécessairement Ay, = 1
ce qu’est absurde , donc dm >k, A, # 0, de méme si on suppose
que VIl >k, Ay =0, alors Ay = 1 ce qui est absurdre .

14.b

En conclut alors que
I(m,1) € [k+1,n]* , Ay #0, Ay #0et Ay # 1
Pour (i,7) € {(k,k), (m,k), (k,1),(m,1)} , Aj; = Aj; il fait alors calcu-

ler les autres coefficients a savoir Akk Am Al et A
n

OnaAp=1— Y A} donc
=Ttk
n n
Ay =1— ) A,’{j — Ay =1— (Y Ay — A — A — Ay
j=0i 7K j#1 =
Et par suite (x) : A} + Akl Ark + Ap
OnaAj+ Ay, =1- Z A
j=1,i7k A1
n
=1- 2 m]fl (ZAmJ mk_Aml> = Ak + Al
=17k j1
Donc (**) Al mk + Aml = Amk + Aml

Et comme la condition (ii) nous donne le droit de choisir 1'un des
coefficient A/, ou Ay, nul, choisissant par exemple A}; =0, donc (x)
entraine que Ay, = Akk + Ay

Z Azl*

i=1,i#m

n
Ona A, = ( Y Ail> + A}, et par suite
i=1,iZm, ik

ona :
n
Al =1- ZAil*Aml*Akl = A + An

i=1
Et (+x) entraine que A, = Ak + A

Posons J = {(k k), (m,k), (k,1),(m.l)} Ona

a;BjAj; ;B A + kB Agge + tm B Apyge + axBrAfy + amBrA,
1<i,j<n i)eT
En remplagant Ay, , A}, et A}, par les valeurs trouvées avant on a
) wiBiAL — f“iﬁinj = amPrAm + amP1Ax + axPrAx = 0
ij ij

n
Montrons maintenant que VA € DS, , ) a;iBjAi < ) ;.
i=1

1<i,j<n



Maths 2

CORRECTION CONCOURS POLYTHECHNIQUE

A.HFA CPGE D’AGADIR

Raisonnons par récurrence sur n . Pour n = 1, le résultat est vérifié 15. 15.a
Soit n > 2 supposons que le résultat est vrai jusqu’au rang n — 1.Soit A
une matrice doublement stochastique d’ordre n.51 A = I, , le résultat
est clair , supposons alors que A # I, et reprenons les notations des
questions (14.a) et(14.b).La matrice A” # I,, en effet, ona A}, # 1
carsinon,alors A =0, 0r A, = Apk+ Ap > 0ce quiest absurdre 155
car par définition de m , ona A, > 0et A,; > 0,donc A}, # 1et ’
par suite A” est de la forme :
1 0 ... ... ... ... 0
o1 o ... ... ... 0
A"=10 ... 0 1 o ... 0
0 ... ... 0 AL ... A
0 ... ... 0 A'nk Al
La matrice " "
Akk e kn
M= : N
A'nk ... A},
est d’ordre n — k + 1 et doublement stochastique . En appliquant 1'hy-
pothese de récurrence a M ona :
n
2 Al < Y i
1] k i=k
o Al = Y wipAl AlLO 1o
na 21 ;B E ;B —i—th,B] rona
2 ij=1 ij=k
V(i j) € [Lk—1]*, A} =
k-1 k-1
Etpar suite ) | a;B;Aj; = )  a;B;, donc
i,j=1 i=1
n
Z wipjdij < Z wiBiAf < ) aibs
ij=1 ij=1 i=1
D’ou le résultat a I'ordre n 16.

Soit Uy, et Vi deux éléments de U, telle que A = U;DVj et U, et Vp
deux éléments de U, tels que B = Uy TV, , doncon a
AB = U1 DV1U, TV, ce qui entraine alors que
t?’(AB) =tr (LIlDV1U2TV2) =tr (VzulelllzT)
Il suffit de poser U = VoUy € Uy, et V = Vil € Uy

OnaUDVT = (Cif)i,j telle que
n
V(i,j) € [Ln]*, Cj =Y [UD]; | VTl
k=1
n
Avec [UD]y = Y UyDy = Uyay et (VT = Z Vi Tpj = ViiBjs
= p=1
donc ;
V(i j) € [Ln]* , Cj= Y UnaxViiB;
n n k=1
Et par suite tr(AB) = E Z U Viiax Bi .Comme
i=1k=1
V(i k) € [Ln]?, [UgVi| < (|Uik|2 + |Vki|2)
Alorsona :
1 1
tr(AB) <)~ (|uik|2“k,3i + |Vki|2“k.3i) <s | Y wipitaii) = ) wipi
— 2 2 - -
ik 1<i<n 1<i<n

(car les matrices (\Ul-k|2) sont doublement

t (lei|2> 1<k,i<n

Soient A et B deux éléments de H, .D’apres la question (8) il existe
deux matrices U et V de U, et deux matrices diagonales a co-
efficients diagonaux positifs noté D = diag(ay,...,an) et T =
diag(Bi,...,Bn) avec ay > ... > way et B > ... > By, tel que
A =UDU" et B=VTV* les valeurs ay, ..., a, sont les valeurs singu-
lierede A et By, ..., Bn celles de B, donc d’apres la question précédente

2 (2 (g) o

"‘151

1<ik<n
stochastiques

onatr AB

Soit U un élément de U, , on va suivre l'indication donnée par I'énoncé

,on a tr(AU*BU) = (A, U"BU) avec (.,.) est le produit scalaire de
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M,,(C) associé a la norme ||.|| , comme B et U*BU sont semblables ,
alors elles ont méme Valeurs singuliére et par suite d’apres la question

(15.b) , on a tr(AU*BU) Z a;B;, donc Z a;B; est un majorant de l'en-

i=1 i=1
semble {tr(AU*BU), U € U, }.Soient V W deux éléments de U, telles que

V*AV = diag(aq,...,an) = D et W*BW = diag(B1,...,Bn) = T : (%) .On
a Za B; = tr(DT) = tr(V* AVW*BW) = tr(AVW*BWV*) = tr(AU*BU)

n
avec U = VW*, et par suite ) _a;B; = max tr(AU*BU).les égalités de (x)
i=1 Eln
nous donne (k) :
[|A— (WV*)*BWV*|| = ||A — VIW'BWV*|| = ||V (V*AV — W*BW) V*||
n
=|ID=T|l =/} (ai = pi)?
i=1
C’est grace a la remarque suivante
(xxx): YU €Uy, , VA e M,(C), ||[AU|| = ||UA]| = ||A]]
(Vérification facile)
SoitU € U, ,ona :
||A—U*BU|I* = ||A|* —2(A, U*BU) + [|U*BU||> = ||A|?
(d’apres la remarque (***)), et comme

n n
lAl]? = le et |[B|[* = }_ B} et (A, U"BU) < } " aip;
i=1 i=1
Alors on déduit que
n n n n
|A=UBU|> > Y af —2) aipi+ ) i =) (i —pi)°
i=1 i=1 i=1

= i=1
Enfin (%) nous permet de conclure
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QUELQUES RESULTATS SUR LES MATRICES DOUBLEMENT STOCHASTIQUES

1.

Une matrice A est stochastique si ses coefficients sont positifs et Vi €

~2(A,U"BU) + ||B|]?

[1,n] , Y Ajj = 1,leur ensemble est noté P, (IR).Une matrice A est alors
j=1

doublement stochastique si A et ' A sont stochastique. I ensemble P, (R)

est un convexe compact de M, (R)

Une matrice P est une matrice doublement stochastique , si, et seulement
si, 1 est une valeur propre de P et P avec (1, ...,1) comme vecteur propre
associé a1l

Si P; et P, sont doublement stochastiques , alors P; P, est aussi doublement
stochastique

Si P est stochastique , alors ||P||ec = 1 et p(P) =1
Toute matrice de permutation est une matrice doublement stochastique

Soient a = (ay,...,a,) et (by,...,b,) deux suites croissantes de nombres
réels , si k € [[1,n] on pose Sg(a) = a1 + ...+ a;.0On dit que a < b si, et
seulement siVk € [1,n — 1] , s(a) < sg(b) et sp(a) = su(b).
Soit M une matrice de M, (R) , alors on a 1’équivalence suivante :

Vx € C", x < Mx < M est une matrice doublement stochastique

Si on désigne par £, (IR) le sous espace de M, (R) engendré par les matrices
doublement stochastique , alors dim £, (R) < (1 — 1)?

L’ensemble des matrices stochastique réelle est un polyedre convexe dans
M, (R) et dont les points extrémaux sont les matrices de permutations .On
rappelle qu'un point A est dit point extrémal d’une partie convexe C d'un
espace euclidien E si tout segment de de C contenant A admet A pour extré-
mité, on montre que A est un point extrémal de C si,et seulement si, la partie
C privée de A reste encore convexe et que toute partie convexe compacte a
des points extrémaux et enfin on a le théoréeme de KREIN-MILMAN :tout
compact convexe dans E est ’enveloppe convexe de ses points extrémaux

THEOREME DE BIRKHOFF
Une matrice A € M, (R) est doublement stochastique si, et seulement si,
P
elle s’écrit sous la forme A = Z MPeoup < (n—1)% 41 etles P sont des
k=1

n
matrices de permutation et les A sont des réels positifs tel que )~ Ay =1
k=1
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10.  Si P est une matrice doublement stochastique , alors il existe une permuta-

n
tion o de [[1,1] tel que H Py(iyi >0
i=1



