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1. Fonction h :

a. On a
Cn

2n

Cn+1
2n+2

=
(2n)!.

[
(n + 1)!

]2
[
n!

]2
.(2n + 2)!

= n + 1
2(2n + 1)

−−−→
n→+∞

1
4 donc, dé’après la règle de D’Alembert, R = 1

4 .

b. h est C∞ sur ] − R, R[ et on a, pour tout x ∈] − R, R[ :

(1 − 4x) h′(x) =

+∞∑

n=0

(n + 1)Cn+1
2n+2 xn − 4

+∞∑

n=0

nCn
2n xn =

+∞∑

n=0

(
(n + 1)

(2n + 2)(2n + 1)

(n + 1)2
− 4n

)
Cn

2n xn

=

+∞∑

n=0

(4n + 2 − 4n) Cn
2n xn = 2

+∞∑

n=0

Cn
2n xn = 2h(x)

donc h vérifie l’équation différentielle (1 − 4x)y′ = 2y sur
]
−1

4 , 1
4

[
.

c. Les solutions de cette équation différentielle homogène sur
]
−1

4 , 1
4

[
à valeurs dans R sont données par

∃C ∈ R, ∀x ∈
]
−1

4
,
1

4

[
, y(x) = C exp

[∫ x

0

2dt

1 − 4t

]
= C exp

[
−1

2
ln |1 − 4x|

]
=

C√
1 − 4x

.

Comme h(0) = C0
0 = 1, il vient : ∀x ∈

]
−1

4 , 1
4

[
, h(x) = 1√

1 − 4x
.

2. Fonctions Mp :

On a, pour α ∈ R, ∀t ∈]−, 1, 1[, (1+ t)α =
+∞∑
k=0

α(α − 1) · · · (α − k + 1)
k!

tk donc, pour α = −p et t = −x,

on a ∀x ∈]−, 1, 1[, Mp(x) =
+∞∑
k=0

(−p)(−p − 1) · · · (−p − k + 1)
k!

(−x)k =
+∞∑
k=0

p(p + 1) · · · (p + k − 1)
k!

xk

soit ∀x ∈]−, 1, 1[, Mp(x) =
+∞∑
k=0

Ck
p+k−1 xk =

+∞∑
k=0

C
p−1
p+k−1 xk .

3. Fonction f :

a. x ∈ Df ⇐⇒ x2−6x+1 > 0, soit
(
x−3−

√
8
)(

x−3+
√

8
)

> 0. Donc Df =
]
−∞, 3 −

√
8
[
∪

]
3 +

√
8, +∞

[
.

b. � Pour que la relation soit vérifiée, il faut que les deux membres de l’égalité soient définis. Il faut donc

x ∈ Df . Mais, pour x ∈ Df , on a x 6= 1 car 3 −
√

8 < 1 < 3 +
√

8, 1 − 4 x
(1 − x)2

= x2 − 6x + 1
(1 − x)2

> 0

donc x
(1 − x)2

< 1
4 et 1 + 4 x

(1 − x)2
= x2 + 2x + 1

(1 − x)2
=

(x + 1)2

(1 − x)2
donc, sauf pour x = −1 où on a égalité,
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x
(1 − x)2

> −1
4 . Ainsi, les deux membres sont définis si et seulement si x ∈ Df \ {−1}. On peut alors

utiliser l’expression de h vue au (1.c) :

∀x ∈ Df \ {−1}, 1

1 − x
h

(
x

(1 − x)2

)
=

1

1 − x

1√
1 − 4 x

(1 − x)2
=

|1 − x|
1 − x

1√
x2 − 6x + 1

donc la relation est vérifiée pour x ∈
(
Df \{−1}

)
∩]−∞, 1[=

]
−∞,−1

[
∪

]
−1, 3−

√
8
[

et n’est pas vérifiée

(car −f(x) 6= f(x)) pour x ∈
(
Df \ {−1}

)
∩]1, +∞[=

]
3 +

√
8, +∞

[
.

Donc la relation f(x) = 1
1 − x h

(
x

(1 − x)2

)
est vérifiée si et seulement si x ∈

]
−∞,−1

[
∪

]
−1, 3 −

√
8
[
.

� L’ensemble V =
]
−∞,−1

[
∪

]
−1, 3 −

√
8
[

est un ouvert contenant 0 donc un voisinage de 0 et,

pour tout x appartenant à V , on a f(x) = 1
1 − x h

(
x

(1 − x)2

)
= 1

1 − x

+∞∑
n=0

Cn
2n

(
x

(1 − x)2

)n

donc

∃V ∈ V(0), ∀x ∈ V, f(x) =
+∞∑
n=0

Cn
2n M2n+1(x) xn .

c. � ∀x ∈ V ∩]− 1, 1[, f(x) =
+∞∑
n=0

Cn
2n xn

+∞∑
k=0

C2n
2n+k xk =

+∞∑
n=0

+∞∑
k=0

Cn
2nC2n

2n+k xn+k =
+∞∑
n=0

+∞∑
p=n

Cn
2nC2n

n+p xp =

+∞∑
n=0

+∞∑
p=0

αn,p avec αn,p =

{
0 si p < n,
Cn

2nC2n
n+p xp si p > n.

Or, pour tout n ∈ N,
(∑∣∣αn,p

∣∣)
p∈N

est de même nature que
(∑

C2n
n+p |x|p

)
p>n

donc de même na-

ture que
(∑

C2n
2n+k |x|n+k

)
k>0

qui est convergente car |x| < 1 et
+∞∑
p=0

∣∣αn,p

∣∣ = Cn
2n|x|n

+∞∑
k=0

C2n
2n+k |x|k =

1
1 − |x| C

n
2n

(
|x|

(1 − |x|)2
)n

. Et, si |x| ∈ V c’est-à-dire si x ∈
]
−3+

√
8, 3−

√
8
[
,

(∑
Cn

2n

(
|x|

(1 − |x|)2
)n)

n∈N

converge. La famille (αn,p)n∈N
est donc sommable si x ∈

]
−3 +

√
8, 3−

√
8
[

et on a donc :

∀x ∈
]
−3 +

√
8, 3 −

√
8
[
, f(x) =

+∞∑

p=0

+∞∑

n=0

αn,p =

+∞∑

p=0

p∑

n=0

Cn
2nC2n

n+p xp (αn,p = 0 si n > p)

donc ∀x ∈
]
−3 +

√
8, 3 −

√
8
[
, f(x) =

+∞∑
n=0

an xn avec an =
n∑

k=0

Ck
2kC2k

k+n .

� Ce qui précède montre déjà que le rayon de convergence Ra de (
∑

an xn)n∈N
vérifie Ra > 3 −

√
8.

Mais, si on avait Ra > 3 −
√

8, en posant, pour x ∈] − Ra, Ra[, f̃ (x) =
+∞∑
n=0

an xn, on aurait f(x) =

f̃ (x) −−−→
x→

(
3−

√
8
)
−

f̃
(
3 −

√
8
)

ce qui est faux car f(x) −−−→
x→

(
3−

√
8
)
−

+∞.

Donc le rayon de convergence de (
∑

an xn)n∈N
est Ra = 3 −

√
8 .

d. ∀x ∈ Df , f ′(x) = −1
2

2x − 6(
x2 − 6x + 1

)3/2 = − x − 3
x2 − 6x + 1

f(x) donc f est solution sur Df de l’équation

différentielle (x2 − 6x + 1)y′ + (x − 3)y = 0 .

e. � Or, pour x ∈
]
−3 +

√
8, 3−

√
8
[
, (x2 − 6x + 1)f ′(x) + (x− 3)f(x) =

+∞∑
n=1

(n− 1)an−1 xn − 6
+∞∑
n=0

nan xn +

+∞∑
n=0

(n + 1)an+1 xn +
+∞∑
n=1

an−1 xn − 3
+∞∑
n=0

an xn = a1 − 3a0 +
+∞∑
n=1

[
nan−1 − (6n + 3)an + (n + 1)an+1

]
xn

donc (an) vérifie a1 = 3a0 et, pour n > 1, (n + 1)an+1 − 3(2n + 1)an + nan−1 = 0 .

� On a a0 = f(0), puis la relation ci-dessus donne a0 = 1, a1 = 3, a2 = 13, a3 = 63 .
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4. Fonction g :

a. � Montrons existence et unicité de bn par récurrence sur n : pour n = 0, on a b0 = g(0) = 0, pour n = 1, on
a b1 = g′(0) = 1 et si bn−1 et bn existent et sont uniques alors il existe une et une seule valeur de bn+1 pour

que (R) soit vérifiée : bn+1 = 1
n + 1

[
3(2n+1)bn+nbn−1

]
. Donc les coefficients bn sont bien déterminés .

� On a immédiatement b0 = 0, b1 = 1, b2 = 9
2 , b3 = 131

6 .

� Le calcul effectué au (3.e) donne, en notant Rb le rayon de convergence de (
∑

bn xn)n∈N
, si Rb > 0 :

∀x ∈]−Rb, Rb[, (x2−6x+1)g′(x)+(x−3)g(x) = b1−3b0 +
+∞∑

n=1

[
nbn−1− (6n+3)bn +(n+1)bn+1

]
xn = 1

donc si Rb > 0, g est solution sur ]− Rb, Rb[ de l’équation différentielle (x2 − 6x + 1)y′ + (x − 3)y = 1 .

b. Erreur d’énoncé . Il manque l’ensemble de validité de l’égalité.

Soit la fonction g̃ définie sur
]
−∞, 3 −

√
8
[

par g̃(x) = f(x)
∫ x

0
f(t) dt. f est développable en série

entière sur ] − Ra, Ra[ donc x 7→
∫ x

0
f(t) dt aussi et donc g̃ également. Notons g̃(x) =

+∞∑
n=0

b̃n xn son

développement en série entière. On a g̃(0) = 0, et ∀x ∈] − Ra, Ra[, (x2 − 6x + 1)g̃′(x) + (x − 3)g̃(x) =
(x2−6x+1)

(
f ′(x)

∫ x

0
f(t) dt + f2(x)

)
+(x−3)f(x)

∫ x

0
f(t) dt = (x2−6x+1)f2(x) = 1 donc, avec le calcul

fait au (3.e),





b̃0 = 0
b̃1 − 3b̃0 = b̃1 = 1
(n + 1)̃bn+1 − 3(2n + 1)̃bn + nb̃n−1 = 0 sin > 1

et l’unicité du (a) donne ∀n, bn = b̃n.

Ceci montre que g existe et ∀x ∈] − Ra, Ra[, g(x) = f(x)
∫ x

0
f(t) dt .

Remarque : La méthode de variation de la constante appliquée à l’équation obtenue au (a) ne permet
d’obtenir g(x) = f(x)

∫ x

0
f(t) dt qu’avec la condition Rb 6= 0, repoussant ce problème à la question

suivante.

c. � En particulier, on a Rb > Ra = 3 −
√

8 .

� ∀x ∈]−Ra, Ra[, g(x) =

[
+∞∑

n=0

an xn

]
×

[
+∞∑

n=1

an−1

n
xn

]
=

+∞∑

n=1

[
n∑

p=1

ap−1an−p

p

]
xn donc bn =

n∑
p=1

ap−1an−p
p .

d. Soit n > 1 fixé, on a ,pour p ∈ [[1, n]], dn = p.mp avec mp ∈ N∗ et donc bn =
n∑

p=1

ap−1an−p
p =

n∑
p=1

ap−1an−pmp

dn
donc dnbn =

n∑
p=1

ap−1an−pmp. Et an =
n∑

k=0

Ck
2kC2k

k+n ∈ N∗ donc dnbn ∈ N∗ .

5. Etude des suites (an)n∈N et (bn)n∈N :

a. � u1 = 1, u2 = 1
2 .

� ∀n > 1, un+1 = bn+1an−bnan+1 = 1
n + 1

[
3(2n+1)bn+nbn−1

]
an− 1

n + 1

[
3(2n+1)an+nan−1

]
bn =

n
n + 1

(
an−1bn − bn−1an

)
donc ∀n > 1, un+1 = n

n + 1 un .

� Ainsi, ∀n > 1, (n + 1)un+1 = nun et donc la suite
(
nun

)
n>1

est constante donc ∀n > 1, un = 1
n .

Donc
(
un

)
n>1

est décroissante, positive et Sup
n>1

un = 1 .

b. � la suite
(

bn
an

)

n∈N

est définie car ∀n ∈ N, an ∈ N∗ [cf (4.d)].
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� ∀n ∈ N∗, bn
an

− bn−1
an−1

=
an−1bn − bn−1an

anan−1
= un

anan−1
> 0 donc

(
bn
an

)

n∈N

est strictement croissante .

� De plus, ∀n ∈ N∗, 0 < bn
an

− bn−1
an−1

6 C
anan−1

.

� Enfin, ∀n ∈ N, an =
n∑

k=0

Ck
2kC2k

k+n >
n∑

k=0

1 = n + 1 donc ∀n ∈ N∗, 0 < bn
an

− bn−1
an−1

6 C
n(n + 1)

6 C
n2 et

la série
(∑ C

n2

)

n∈N∗

converge donc la série
(∑ [

bn
an

− bn−1
an−1

])

n∈N∗

converge également ce qui équivaut

au fait que la suite
(

bn
an

)

n∈N

est convergente .

6. Détermination de la limite λ :

a. � ∀x ∈ Df , f ′(x) = 3− x(
x2 − 6x + 1

)3/2 donc f est croissante sur
]
−∞, 3−

√
8
[

. D’autre part, pour x ∈]−

Ra, Ra[, g′(x) =
+∞∑
n=0

bn+1 xn avec bn+1 > 0 donc ∀x ∈]0, Ra[, g′(x) > 0 et g est croissante sur
[
0, 3−

√
8
[
.

� f(x) −−−→
x→

(
3−

√
8
)
−

+∞ est évident et f(x) = 1√(
x−3−

√
8
)(

x−3+
√

8
) ∼

x→
(
3−

√
8
)
−

1√
2
√

8
(
3−

√
8−x

) donc

∫ 3−
√

8

0
f(t) dt existe. On a donc

∫ x

0
f(t) dt −−−→

x→
(
3−

√
8
)
−

∫ 3−
√

8

0
f(t) dt > 0 et donc, puisque g(x) =

f(x)
∫ x

0
f(t) dt, g(x) −−−→

x→
(
3−

√
8
)
−

+∞ .

Remarque : Ceci montre, comme au (3.c), que Rb = 3 −
√

8 .

b. Erreur d’énoncé : L’intervalle doit être ouvert en 0 car UN (0) = 0.

Pour x ∈
]
0, 3−

√
8
[
, VN (x) =

+∞∑
n=N+1

bn xn =
+∞∑

n=N+1

bn
an

an xn. Or, pourn > N + 1, λ − ε 6
bn
an

6 λ + ε

et an xn > 0 donc (λ − ε) an xn 6 bn xn 6 (λ + ε) an xn donc, en sommant, (λ − ε) UN (x) 6 VN (x) 6

(λ + ε) UN (x) soit, en divisant par UN (x) > 0, ∀x ∈
]
0, 3−

√
8
[
, λ − ε 6

VN (x)
UN (x)

6 λ + ε .

c. � fN et gn sont des fonctions polynômes qui sont donc continues sur
[
0, 3−

√
8
]

donc bornées et il suffit
de prendre AN = max(‖fN‖∞, ‖gN‖∞) pour avoir le résultat voulu :

∀N ∈ N, ∃AN ∈ R, ∀x ∈
[
0, 3−

√
8
]
, |fN (x)| 6 AN et |gN (x)| 6 AN .

� Pour x ∈
]
0, 3−

√
8
[
, f(x) 6= 0 et on a :

∣∣∣∣
g(x)

f(x)
− λ

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
gN (x)

f(x)
+

VN (x)

f(x)
− λ

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
gN (x)

f(x)
+

VN (x)

UN (x)

f(x) − fN (x)

f(x)
− λ

∣∣∣∣

6

∣∣∣∣
VN (x)

UN (x)
− λ

∣∣∣∣ +

∣∣∣∣
gN (x)

f(x)

∣∣∣∣ +

∣∣∣∣
fN (x)

f(x)

∣∣∣∣

∣∣∣∣
VN (x)

UN (x)

∣∣∣∣

6 ε +
AN

f(x)
(1 + λ + ε)

et AN

f(x)
(1 + λ + ε) −−−→

x→
(
3−

√
8
)
−

0 donc il existe α > 0 tel que ∀x ∈
[
α, 3−

√
8
[
,

AN

f(x)
(1 + λ + ε) 6 ε et

alors ∀x ∈
[
α, 3−

√
8
[
,

∣∣∣∣
g(x)
f(x)

− λ

∣∣∣∣ 6 2ε. Donc
g(x)
f(x)

−−−→
x→

(
3−

√
8
)
−

λ .

d. Or
g(x)

f(x)
=

∫ x

0

f(t) dt −−−→
x→

(
3−

√
8
)
−

∫ 3−
√

8

0

f(t) dt =
ln 2

2
[cf (a) pour l’existence de l’intégrale] donc

λ = ln2
2 .
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7. Un équivalent du réel an à l’infini :

a. On a, pour n > 1 :

vn+1 − 6vn + vn−1 = (n + 1)αan+1 − 6vn + vn−1

= (n + 1)α

[
3(2n + 1)

n + 1
an − n

n + 1
an−1

]
− 6vn + vn−1

=

[
3(2n + 1)

n + 1

(
n + 1

n

)α

− 6

]
vn +

[
1 − n

n + 1

(
n + 1

n − 1

)α]
vn−1

= 6

[(
1 +

1

2n

) (
1 +

1

n

)α−1

− 1

]
vn +

[
1 −

(
1 +

1

n

)α−1 (
1− 1

n

)−α
]

vn−1

= 6

[(
1 +

1

2n

) (
1 +

α − 1

n
+

(α − 1)(α − 2)

2n2
+ o

( 1

n2

))
− 1

]
vn

+

[
1 −

(
1 +

α − 1

n
+

(α − 1)(α − 2)

2n2 + o
( 1

n2

)) (
1 +

α

n
+

α(α + 1)

2n2 + o
( 1

n2

))]
vn−1

= 6

[
2α− 1

2n
+

(α − 1)2

2n2 + o
( 1

n2

)]
vn +

[
2α − 1

n
+

2α2 − 2α + 1

n2 + o
( 1

n2

)]
vn−1

donc pour α = 1
2 , vn+1 − 6vn + vn−1 = 1

n2

(
An vn + Bn vn−1

)
avec An −−−→

n→+∞
3
4 , Bn −−−→

n→+∞
1
2 .

b. L’équation caractéristique de cette récurrence est r2 − 6r + 1 = 0 dont les racines sont 3 +
√

8 et 3 −
√

8
donc il existe (K, K ′) ∈ R2 tel que ∀n ∈ N, wn = K

(
3+

√
8
)n

+K ′
(
3−

√
8
)n

. En particulier, K +K ′ = 0

et K
(
3 +

√
8
)

+ K ′
(
3 −

√
8
)

= 3 ce qui donne ∀n ∈ N, wn = 3
2
√

8

[(
3 +

√
8
)n −

(
3 −

√
8
)n]

.

c. wn ∼
n→+∞

3
2
√

8

(
3 +

√
8
)n

et an = vn√
n

donc an ∼
n→+∞

3
2
√

8
√

n

(
3 +

√
8
)n

.

8. Le réel ln 2 n’est pas rationnel :

a. D’après (7.c),
an

√
n

enu =
an

√
n(

3 +
√

8
)n −−−→

n→+∞
3

2
√

8
= K1 > 0 donc ∃N1, ∀n > N1,

1
2 K1 6

an
√

n
enu 6 2 K1.

Donc ∃N1, ∀n > N1,
1
2 K1

enu√
n

6 an 6 2 K1
enu√

n
.

b. Erreur d’énoncé : La question à utiliser est (5.b) et pas (5.d).

D’après (5.b) et (8.a), on a, pour tout n > N1,

bn+1

an+1
− bn

an
6

C

an+1an
6

C

1
2 K1

e(n+1)u√
n + 1

1
2 K1

enu√
n

=
4C

K2
1eu

√
n(n + 1) e−2nu

6
4C

K2
1eu (n + 1) e(a−2)nu e−anu

et (n + 1) e(a−2)nu −−−→
n→+∞

0 car (a − 2)u > 0 donc la suite
(
(n + 1) e(a−2)nu

)
n>N1

est bornée et donc

∃M, ∀n > N1, (n + 1) e(a−2)nu 6 M . On a donc ∀n > N1, 0 6
bn+1
an+1

− bn
an

6 4CM
K2

1eu e−anu et ce

majorant est le terme général d’une série géométrique convergente car au > 0. En sommant, on obtient :

∀n > N1, 0 6 λ − bn

an
=

+∞∑

k=n

(
bk+1

ak+1
− bk

ak

)
6

4CM

K2
1eu

e−anu

1 − e−au

donc, en posant K2 = 4CM
K2

1eu
1

1 − e−au , ∃K2, ∀n > N1, 0 6 λ − bn
an

6 K2 e−anu .
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c. dn =
∏

p premier

p6n

pω(p) avec ω(p) = max
{
k > 0 | pk 6 n

}
. En particulier, pω(p) 6 n et donc dn 6 nN(n) =

eN(n) ln n. Or
N (n) lnn

n −−−→
n→+∞

1 donc ∃N2 ∈ N, ∀n > N2,
N (n) ln n

n 6 1, 1 soit N (n) lnn 6 1, 1 n donc

∃N2 ∈ N, ∀n > N2, dn 6 e1,1n .

d. Erreur d’énoncé : Les entiers pn et qn ne sont pas premiers entre eux : p4 ∧ q4 6= 1.

On a déjà 0 6 λ − bn
an

= λ − pn
qn

et, d’autre part, pour n > max(N1, N2) et r > 0,

1

qr+1
n

=
1

ar+1
n dr+1

n

>
1

(
2 K1

enu√
n

)r+1

1
(
e1,1n

)r+1 =
1

(2 K1)
r+1 n

r+1

2 e−(r+1)(1,1+u)n .

Or, d’aprés le résultat fourni, 1, 1 + u < u
0, 61 donc e−(r+1)(1,1+u) n > e−

r+1

0,61
un. Choisissons r < 0, 22 de

façon à avoir r + 1
0, 61 < 2 et prenons a = r + 1

0, 61 . On a :

∀n > max(N1, N2),
1

qr+1
n

>
1

(2 K1)
r+1 e−anu

et, de plus, ∀n > max(N1, N2), λ − pn
qn

6 K2 e−anu d’après (b). Donc

∀n > max(N1, N2), 0 6 λ − pn

qn
6 K2 (2 K1)

r+1 1

qr+1
n

.

Ainsi, ∃ r > 0, ∃K3 ∈ R, ∃N3 ∈ N, ∀n > N3, 0 6 λ − pn
qn

6
K3

qr+1
n

.

e. Si λ ∈ Q, λ =
p
q , alors

∣∣∣λ − pn
qn

∣∣∣ =
∣∣∣pqn − pnq

qqn

∣∣∣ =
|pqn − pnq|

|q|qn
> 1

|q|qn
car |pqn − pnq| ∈ N et si on avait

|pqn − pnq| = 0 alors λ − pn
qn

=
+∞∑
k=n

(
bk+1
ak+1

− bk
ak

)
= 0 ce qui est faux car, pour tout k,

bk+1
ak+1

− bk
ak

> 0

d’après (5.b). Donc ∃L > 0, ∀n ∈ N,

∣∣∣λ − pn
qn

∣∣∣ > L
qn

.

f. Si ln 2 est rationnel alors λ = ln2
2 aussi et donc on a, en utilisant les résultats du (d) et du (e),

∀n > N3,
K3

qr+1
n

>
L

qn
.

Donc ∀n > N3,
K3
l

> qr
n > ar

n > (n + 1)r ce qui est absurde car (n + 1)r −−−→
n→+∞

+∞. Donc

ln 2 est irrationnel .

* * *
* *
*
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