Mines Ponts, MP, 2000, Deuxieme épreuve

1. Fonction h :

a. On a

2
cp, _ o)L+ D))" a4 1 AN : 1
C;f.&z = [n!]Q.(Qn—i— 2) “2n T 1) i I donc, dé’apres la regle de D’Alembert, R = I-

b. h est C* sur | — R, R[ et on a, pour tout z €] — R, B[ :

+00 —+oo +oo
+oo

—Z (4n +2 —4n) C3, =" —QZCQn = 2h(z)

n=0

donc h vérifie ’équation différentielle (1 — 4x)y’ = 2y sur } —21[, zllf[ .

c. Les solutions de cette équation différentielle homogene sur } —lef, lef [ a valeurs dans R sont données par

11 o2dt 1
3 R _—— —_— = _— = _—— —_ =
Ce Vxe] 7 4[, y(x) Cexp[ ; 1—4t] Cexp[ 21n|1 4x|]

C
V1-—4x

Comme h(0) = CJ =1, il vient : Vzx € }—%,%[, h(z) = ﬁ .
— 4z

2. Fonctions M, :

oo —1)... _
On a, pour « € R, Vt €]—, 1, 1], (1+t)°‘=2a(a D (a k+1)tkdonc,poura:—pett:—x,

= Kl
on aVz €]—,1,1[, My(z) = ]‘:g‘x; (=p)=p=1) }{:'!'(—p— k+1) (—x)k = +2w plp + 1)..]%!(p+k_ 1) ak
soit Vo €]—,1,1[, My(x) Z +k ok Z p+k Lok

3. Fonction f :

a. ¥ € Dy <= 2> —6a+1 > 0, soit (—3—+/8) (z—3+v/8) > 0. Donc Dy = |—00,3 — V8[U]3 + /8, +0c].

b. ¢ Pour que la relation soit vérifiée, il faut que les deux membres de 1’égalité soient définis. Il faut donc
: T 22 —6z+1
xEDf.Mals,pourmEDf,onax;élcarS—\/g<1<3—|—\/§,1—4 = >0

(I-2? " (-2
x 1 x  _z?42e41_ (+1)? __
doncmg<zet1+4(1_x)2— 0-27 ~ (1-2p donc, sauf pour z 1 ol on a égalité,
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ﬁz > —lef. Ainsi, les deux membres sont définis si et seulement si z € Dy \ {—1}. On peut alors

utiliser ’expression de h vue au (1.c) :

1 T 1 1 |1 — x| 1
V.Z‘EDf\{—l}, 1—.’L‘h<( >:1 =

1—x)? - —4—T _  1-z Vz2_6 1
) 1 4(1—35)2 x T +

donc la relation est vérifiée pour = € (D \{—1})N] — o0, 1[= | —o0, —1[U]—1,3— /8] et n’est pas vérifice
(car —f(z) # f(z)) pour z € (Dy \ {~1})N]1, +oo[= |3 + V/8, +oo].

Donc la relation f(z) = l h z est vérifiée si et seulement si z € |—oo0, —1[U]—1,3 — V8]
IT—2z ( )2

1—2x

¢ L’ensemble V = ]—oo, —1[ U ]—1,3 — \/g[ est un ouvert contenant 0 donc un voisinage de 0 et,

+o0 "
pour tout z appartenant a V, on a f(z) = 7 lx h <(1 —xx)2> = 1 lx ZOCQn (ﬁ) donc
ne

JVev), vVzeV, f(z)= ZO%Man()

n=0
+00 +oo 9 & +00 oo 9
.oVz € Vﬂ] - 17 1[7 (.’17) Z CQn " Z 02n+k‘r = Z Z anCQZ-Q—k ‘Tn+ = Z Z CQnCnZ—p ab =
n=0 k=0 n=0p=n
100 Foo 0 si p <n,
ngo pgo Gn,p AVEE Gnp = {02"0721+p 2P sip>n.
Or, pour tout n € N, (Z|an7p|)peN est de méme nature que (Z Cgip |x|p) . donc de méme na-

ture que (3 C37, . |Jc|"+k)]€>O qui est convergente car |x| < 1 et Z lanp| = CF |2|™ Z oz lxlt =

cy 2] > . Et, si|z| € V c’est-a-dire si z € | -3+v/8,3—V8 ( Ccs., ( | | > >
= 0 (e 1 ] L\ =) )L
converge. La famille (amp)neN est donc sommable si z € ]—3 + \/g, 3— \/g[ et on a donc :
+o0 +oo +oo P
Vo e ]-3+ V8,3 — \/g[, flz) = ZZanm = ZZC%CTQJ_’H,JUP (an,p=0sin>p)
p=0n=0 p=0n=0

—+oo
donc Vz € |-3+ V8,3 —V8[, f(z)= 3 a,a" avec a, = Z CchC .

n=0

o Ce qui précéde montre déja que le rayon de convergence R, de (> anx ") ey Vérifie Ry > 3 — V8.
Mais, si on avait R, > 3 — v/8, en posant, pour = €] — Ra, Ra[, f(z) = Z an ™, on aurait f(z) =

flz) —— f(?) —/8) ce qui est faux car f(z) —— +oo.
r— (3—\/§)7 r— (3—\/§)7
Donc le rayon de convergence de () a,z"), oy est Ry =3 — V8.

d. Ve € Dy, f'(z)= —% 2 _ng_+61)3/2 == L gx?)—i— : f(z) donc f est solution sur Dy de ’équation

différentielle (22 —6x + 1)y’ +(x —3)y=0.

. 0 Or,pour z € |-3+V8,3— 8], (1 —6x+1)f () + (v —3) f(z) = —io(n—l)an_lx"—G—ionanx"+

n=0
—+oo —+oo —+oo
S+ Dapt12™+ > an—12™ =3 > anz™ = a1 — 3ag + Z [nan—1 — (60 + 3)an + (n + 1)api1] x
n=0 n=1 n=0

donc (a,) vérifie a; = 3ag et, pour n > 1, (n+ Dapt1 — 3(2n+ Dan +nap—1=0.

o On a ag = f(0), puis la relation ci-dessus donne ap =1, a3 =3, a2 =13, a3=63.
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4. Fonction g :

a. ¢ Montrons existence et unicité de b,, par récurrence sur n : pour n =0, ona by = g(0) =0, pourn =1, on
ab; =¢'(0) = 1etsib,_1 et b, existent et sont uniques alors il existe une et une seule valeur de b,, 41 pour

que (R) soit vérifiée : by, 11 = #I [3(2n+1)by, +nbyn_1]. Donc les coefficients b, sont bien déterminés .

¢ On a immédiatement bg =0, by =1, by = %, b3 = L%l .
o Le calcul effectué au (3.e) donne, en notant R;, le rayon de convergence de (3 by x™), o, si Ry >0 :
—+oo
Va €] =Ry, Ry[, (2° —62+1)g (2)+ (x—3)g(x) = b1 —3bo+ D _ [nbn—1—(6n+3)by + (n+1)bpy1] 2™ =1
n=1

doncsi Ry > 0, g est solution sur | — Ry, B[ de 1'équation différentielle (22 —6x + 1)y’ + (z —3)y =1.

b. ERREUR D’ENONCE . Il manque I’ensemble de validité de 1’égalité.

Soit la fonction g définie sur ]—oo, 3-8 [ par g(z fo t)dt. f est développable en série

entitre sur | — Rq, Ro[ donc o — [ f(t)dt aussi et donc g également. Notons g(z) = Z by 2™ son

développement en série entlere On a g(O) = 0 et Va E] Ra, R [ (22 — 6z + 1)g'(z) + (x —3)g(z) =

(22 =6x+1) (f'(z) [5 f(t)dt + f2(x))+( z) [ f( (22—62+1) f%(x) = 1 donc, avec le calcul
bo =0_ -

fait au (3.e), ¢ by — 3b0 —b =1 et I'unicité du (a) donne Vn, b, = b,.
(n+ Dbnyr — 320 + Dby, + nbn 1 = O sin > 1

Ceci montre que g existe et Vo €] — Ry, Ral, g(z (x) foz f(t)dt

Remarque La méthode de variation de la constante appliquée a I’équation obtenue au (a) ne permet

d’obtenir g(z fo t)dt qu'avec la condition R, # 0, repoussant ce probléme a la question

suivante.

c. o En particulier, on a Ry > R, =3 — V8 .

+o00 +oo [ n n
oVx €]—Rq, Ral, lz n T 1 lz a,;b_l x"] _ Z lz ap—l;n—p] 2" donc by = ap—lpa/n—p _
p=1

n=1 n=1 p=1

n
d. Soit n > 1 fixé, on a ,pour p € [1,n], d,, = p.m, avec m, € N* et donc b, = ) Gp—19n-p _

—1 p
p—

R Ap—10n—pMMp - S k o * *

21 g donc d,,b, = 21 ap—1an—pmy. Et a, = kzo C%,C2k . € N* donc dpb, €N

p= p= =
5. Etude des suites (a,)nen €t (bp)nen :

_ _1
a.<>u1—1, UQ—?.

oVn 21, Upt1 =Dbpnr10n —brapsir = #I [3(2n+ 1)bn+nbn_1] an—#l— [3(2n+ 1)an+nan_1] b, =

#I (an_lbn — bn_lan) doncVn 21, up41 = #Iu" .

o Ainsi, Vn > 1, (n+ 1)up41 = nu, et donc la suite (nun) , est constante donc Vn > Uy = % .

Donc (un) | est décroissante, positive et Supu, =1 .

n>1

b. ¢ la suite (2—") N est définie car Vn € N, a,, € N* [cf (4.d)].
"/ ne
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b

b b -1 Q. _1b —-b —_1Q U
oVneNr, o “tms — “Re2oh Rl R 2 > ( donc | A&
€ 7 Qp Qp—1 ApQnp—1 ApQnp—1 Qnp

) est strictement croissante .
neN

bn bn—l C
an <

*
¢ De plus, Vn € N*, 0 < a1 S T

k 2k _ * bn_bn—l C C
¢ Enfin, Vn € N, an—ZC Ck_m/kzol_n—i—ldochnEN,O<m g S RCESV —get

e (23) e (£ [ - 223]) :  équ
la série (Z w2 ) ene converge donc la série (> Tl . converge également ce qui équivaut
au fait que la suite (2—") est convergente .
"/ neN

Détermination de la limite ) :

. oVx € Dy, fl(z) = 3—g 373 donc f est croissante sur ]—oo, 3— \/g[ . D’autre part, pour x €] —
(2 — 6z +1)
+oo
Ra,Ral, ¢'(z) = 3 bny1 2™ avec bpy1 > 0 done Va €]0, Ra[, g'(z) > 0 et g est croissante sur [0,3 — /8.
n=0
o f(r) —— +oo est évident et f(x) = 1 ~ — 1 donc
o= (3-vB)~ V/ (5-8-8) (+-3+v8) o (3-v8) " \/2vB(s-vE-2)
fog_\/gf(t) dt existe. On a donc [J f(t)dt ——— 03 \/_f( t)dt > 0 et donc, puisque g(z) =
z—>(3—\/§)
x) foz f)ydt, g(x) —— oo .
z—>(3—\/§)
Remarque : Ceci montre, comme au (3.c), que Ry, = 3 — /8 .
. ERREUR D’ENONCE : L’intervalle doit étre ouvert en 0 car Uy (0) = 0.
+oo +oo b b
Pour z € ]0,3— VB[, Vn(2) = 3 bpa"= > Za,z". Or,powrn >N+1,A—ec< 2 < A+e
n=N+1 n=N+1 " "
et a,z™ > 0 donc (A —¢)ay, 2™ < byz™ < (A + ¢)a, 2™ done, en sommant, (A — ) Uy(z) < Vy(z) <

(A+¢) Uy (z) soit, en divisant par Uy(z) >0, Vz € ]0,3 — V8], A—e< gngﬁ) <A+e.

. o fn et g, sont des fonctions polynémes qui sont donc continues sur [0, 3— \/g] donc bornées et il suffit
de prendre Ay = max (|| fn||cos |gn|loo) Pour avoir le résultat voulu :

VN eN dJAyeR, Vze [0,3—\/@], |fN(.Z‘)| <Ay et |gN(.Z‘)| < Ay .
o Pour 2 €]0,3— VB[, f(z) #0et on a:

9@) | _|on@) V() | _|gn(x) | Vn(z) f(z) - fn(z)
‘f(x) A‘ @ @ @ T On@ T@
Vn () gn () In(z ~N(z)

‘ U (2) AM 1) ‘ ‘Um)
<oy AN (1+A+e)
S et

LN (14+X+e) —— 0 donc il existe a > 0 tel que Vz € [a, 3 — V8], AN 14+ A+e)<eet
f(x)

f(l') r— (3—\/§)7

o(x) ox)

alors Vz € [a 3— \/_[ Tx) — ‘ 2¢. Donc 7(2) ( \/_)7
—(3—-v8
T 3—V8 n2
r 9@) = / f@®ydt —— f@)dt = e [cf (a) pour Dexistence de intégrale] donc
f(x) 0 z_,(g_\/g)’ 0 2
_In2
A - T .
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7. Un équivalent du réel a,, a ’'infini :

a. On a, pour n > 1 :

Ung1 — 6Uy + V1 = (N + 1)%an41 — 60, + U1

3(2n+1) n
= 1)« .
(n+1) [ n+1 “ n—l—la

2n +1 1\“ 1
= 3@n+1) (n+ —6| v+ |1— r nt Un—1
n—+1 n n+1 \n—
a—1

1 1\t
1+ —) (1+= -1

2n n

1

—1:| - 6Un + Un—1

2a—-1  (a—1)? 1 2a—1  2a%—2a+1 1
=6[ TR +O(n_) n | =+ - +o(;) Un—1

N —

donc pour a = %, Upt1 — 6V, + 01 = %Z(An v, + By, ’Un_l) avec A, —— %, B, I~

b. L’équation caractéristique de cette récurrence est r2 — 6r +1 =0 dont les racines sont 3 + V8et 3-8
donc il existe (K, K') € R? tel que Vn € N, w,, = K(3+\/8)n +K'(3 \/g)n En particulier, K+ K’ =0

etK(3+\/§)+K/(3—\/§):3cequidonneVn€N, Wn 2\/— [(3+\/_) ( \/g)n]

~ 3 " — Un
c. wnn_>+002\/§(3+\/§) et an \/ﬁdoncann_}+oo2\/_\/_(3+\/_)
8. Le réel In2 n’est pas rationnel :
an\/_ an\/ﬁ 3 1 an\/ﬁ
a. D’apres , —om - = K; > 0donc 3Ny, Vn > Ny, K <22yl <2K;.
P ( ) € (3+\/§) N0 2\/§ 1 1 1 o H1 e 1
Donc 3Ny, Vn > Ny, %Kl%ga <2K1%.

b. ERREUR D’ENONCE : La question a utiliser est (5.b) et pas (5.d).

D’apres (5.b) et (8.a), on a, pour tout n > Ny,

bpt1 b C C 4C 9 4C _ _
n _n < < — 1 nu 1 (a—2)nu ,—anu
An+1 an An+10n 1 Ky e(n+hu 1 ) ent K%eu n(n + )e K%e“ (n + )e e
Vn+127"\/n
et (n + 1)ele—2nu p—— 0 car (a —2)u > 0 donc la suite ((n+1) e(“_z)"“)n>N1 est bornée et donc

IM, Vn > Ny, (n+ 1)e(“_2)"“ < M. On adonc Vn > Ny, 0 < 2"11 — 2—" < %CQM@_‘“W et ce
n n 1

majorant est le terme général d’une série géométrique convergente car au > 0. En sommant, on obtient :

b b 4CM e—omu
Vn A———Z<k+1 —’“><Tei_
an = \@k41 Kie* 1 —e™

donc, en posant Ko = 4?026—]\{ # dK5, Vn > Ny, 0 A — by < Kye anv |
2 _

—au an,
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H p‘”(p) avec w(p) = max{kz >0 pk< n} En particulier, p*® < n et donc d,, < nN =

p premier
psn

N nn ) N(n)Inn

M 1donc dNs; €N, Vn > No, 7

n n—>+oo

dN; € N, Vn > No, dngelln.

< 1,1s0it N(n) Inn < 1,1n donc

. ERREUR D’ENONCE : Les entiers p, et g, ne sont pas premiers entre eux : ps A g4 # 1.

On adéad<\— by A— Dn et, d’autre part, pour n > max(Ny, No) et r > 0,
Gn, dn
L 1 L 1 s
q:‘l-i—l a:{’_ld:{’_l = o r4+1 (6171n)r+1 (2 Kl)r+1
2K, &
vn

Or, d’aprés le résultat fourni, 1,14+ u < O_UG_I donc e~ (rtHL14u)n > e~ .61 U Choisissons 7 < 0,22 de

fagon a avoir %—11— < 2 et prenons a = %—11— On a:
1 1
Yn > max(Ny, Na), > e o

™t T 2K

et, de plus, Vn > max(Ny, N2), X — Z—Z < Ky e % d’aprés (b). Donc

Vn > max(Ni, Na), 0<A— Pn < Ko (2 Kl)r+1 r1+1
dn n
Ainsi, 3r>0, 3Kz €R, IN; €N, Vn>Ng, 0<A— P2 qi(—jr
.SiAeQ A= —, alors ‘)\ p" ‘pqn Pnd| — |pq’|’q|qfnq| > |q|1q car |pgn — pnq| € N et si on avait
|pgn — png| = 0 alors A — Z—Z = kgn (Ziii - Z—i) = 0 ce qui est faux car, pour tout k, ZIZ'E — b—k >0
d’apreés (5.b). Donc 3L > 0, Vn € N, ‘)\ - g—z > q% )

. SiIn2 est rationnel alors A = 1—1122 aussi et donc on a, en utilisant les résultats du (d) et du (e),
Ks L
V2 N3, —o5 22—
n q

Donc Vn > Ns, KT > q > al > (n+1)" ce qui est absurde car (n + 1) —— 4o00. Donc

n—-4oo
In 2 est irrationnel .
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